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Robotika Zbirka zadataka 

PREDGOVOR 

 
Zbirka zadataka iz robotike namenjena je studentima zavr{nih godina studija elektrotehnike 
i ma{instva. Imaju}i u vidu da je broj studenata koji slu{aju robotiku u Srbiji tokom jedne 
{kolske godine relativno mali, odlu~ili smo se za verziju Zbirke koja bi bila uskla|ena sa 
nastavnim planovima robotike Fakulteta tehni~kih nauka Univerziteta u Novom Sadu i 
Elektronskog fakulteta Univerziteta u Ni{u. Mnogi od zadataka Zbirke kori{}eni su tokom 
niza godina pri izvodjenju ra~unskih ili laboratorijskih ve`banja iz predmeta Tehni~ka ro-
botika i Industrijska robotika. Ipak, Zbirka sadr`i i nekoliko novih zadataka koji, nadamo 
se, uspe{no povezuju poglavlja u neophodnu celinu. Na ovom mestu smatramo da je neop-
hodno da se zahvalimo Mr. Draganu Kosti}u koji je pomogao u koncipiranju zna~ajnog 
broja zadataka Zbirke tokom rada na Elektronskom fakultetu u Ni{u.  
 
Pa`ljivo odabrani zadaci pru`aju sveobuhvatan uvod neophodan za izu~avanje nau~nih i 
tehnolo{kih osnova industrijske robotike. Prate}i savremene trendove u robotici a istovre-
meno imaju}i na umu slo`enost materije koja nije pogodna za tekstualno izlaganje, odlu~ili 
smo se da se oslonimo, tamo gde je mogu}e, na prednosti koje pru`a okru`enje MATLAB-
a. Veliki broj osnovnih matemati~kih funkcija nad vektorima i matricama, bogat skup funk-
cija za grafi~ko predstavljanje rezultata a posebno funkcije koje pripadaju velikom broju 
korisni~kih alata, tzv. toolbox-ova, pru`ilo je, i bukvalno, programsku osnovu za virtuelnu 
robotsku laboratoriju. Otuda i preporuka da se pre po~etka kori{}enja ove Zbirke studenti 
kratkim uvodom pripreme za rad u MATLAB okru`enju.   
 
Smatraju}i da izdavanje ud`benika osnovnih studija ne treba da donosi profit, odlu~ili smo 
se da Zbirka bude dostupna svakom studentu, bez materijalne nadoknade. Dodatan razlog 
koji opravdava elektronsku distribuciju knjige je da velika ve}ina zadataka poseduje MAT-
LAB skript kao deo re{enja. Time je omogu}ena direktna verifikacija zadataka a tako|e 
ostavljena i sloboda autonomnog rada, bez zamornog prekucavanja kodâ re{enjâ.  
 
Autori pozivaju sve korisnike ove Zbirke da sugestije, primedbe i uo~ene nedostake po{alju 
elektronskim putem na adresu ZbirkaIzRobotike@yahoo.com. 
 
 
Autori, 
 
Novi Sad, Ni{, April 2002. godine 
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HOMOGENE TRANSFORMACIJE 

Zadatak 1.1 

Odrediti projekcije vektora 1i
G

, 1j
G

, k1

G
 na ose koordinatnog sistema Oo-

xoyozo i matricu rotacije R1  za slu~aj prikazan na Sl. 1. 0

Re{enje: 

Obzirom da kolone matrice transformacije  predstavljaju projekcije 
ortova rotiranog koordinatnog sistema O

1
0R

1-x1y1z1 na ortove nepokretnog 
koordinatnog sistema Oo-xoyozo (videti Dodatak 1), za situaciju prikazanu na Sl. 1. 
mo`emo pisati: 
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Slika 1. Relativni polo`aj koordinatnih sistema posle rotacije 

odakle, zamenom u kolone matrice, sledi tra`ena  matrica rotacije 
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Zadatak 1.2 

Vektor [ ]Tp 0,1,10 =
G

 je rotiran oko y0 ose za ugao 
2
πθ =  kao {to je 

prikazano na Sl. 2. Odrediti koordinate vektora posle rotacije. 

Re{enje: 

 090,0,1 0 pRpRp yy
GGG

⋅=⋅= θ  

Na osnovu osnovnih (bazi~nih) matrica rotacije oko koordinatnih osa 
(videti Dodatak 1) sledi 

 5



Robotika Zbirka zadataka 

  















⋅

















−
=

0
1
1

0
010

0

1

θθ

θθ

CS

SC
p
G

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Slika 2. Ilustracija uz zadatak 1.2 

 

pa posle sra~unavanja vrednosti za ugao 2
πθ =  dobijamo tra`ene koordinate 

vektora 
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Zadatak 1.3 

Odrediti matricu rotacije R koja predstavlja rotaciju za 2
π−  oko x ose 

pra}enu  rotacijom za ugao 4
π−  oko trenutne z ose. 
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Re{enje: 

Ukupnu matricu rotacije (vidi Dodatak 2) mo`emo odrediti kao rezultat dve 
uzastopne rotacije prema izrazu 

 00 45,90, −−
⋅= zx RRR  

odakle sledi  

 

1 0 0 0
0 0
0 0 0 1

2 2 0 2 22 2 01 0 0 2 22 20 0 1 0 0 0 1
2 2

0 1 0 2 20 0 1 0
2 2

C S
R C S S C

S C

θ − θ   
   = θ − θ ⋅ θ θ =   
   θ θ   

 
  
       = ⋅ − =        −     −    

  

 

Zadatak 1.4 

Da bi utvrdili da li za uzastopne rotacije va`i zakon komutativnosti odrediti 
matricu rotacije R' za iste pojedina~ne rotacije kao u prethodnom primeru (zadatak 
1.3) ali izvedene obrnutim redosledom. 

Re{enje: 

U ovom slu~aju ukupna matrica rotacije nastaje kao rezultat dve uzastopne 
rotacije ali obrnutim redosledom, tj.  

00 90,45,
'

−−
⋅= xz RRR   

 7



Robotika Zbirka zadataka 

 

0 1 0 0
' 0 0

0 0 1 0

2 2 2 20 0
2 2 2 21 0 0

2 2 2 20 0 0 1 0
2 2 2 2

0 1 00 0 1 0 1 0

C S
R S C C S

S C

θ − θ   
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Odavde se vidi da za kona~ne rotacije na va`i zakon komutativnosti. 

Zadatak 1.5 

Odrediti matricu rotacije koja odgovara skupu rotacija definisanih sa: 
 

1.- rotacija oko z ose za ugao ϕ  
2.- rotacija oko nove y ose za ugao θ  
3.- rotaciju oko nove z ose za ugao  ψ  

ako su uglovi rotacija dati sa: 2
π=θ , 0=ϕ , 4

π=ψ . Koji je smer x1 ose u odnosu 

na bazni koordinatni sistem? 

Re{enje: 

Po{to su u pitanju ZYZ Ojlerovi uglovi, matrica rotacije je data sa 
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odakle sledi 
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Slika 3. Polo`aj koordinatnog sistema posle rotacije u odnosu na bazni 

Polo`aj koordinatnog sistema posle rotacije u odnosu na bazni je dat na Sl. 3. 

Zadatak 1.6 

Odrediti matricu rotacije za date uglove valjanja , propinjanja o0=φ 2
πθ =  

i skretanja 4
πψ = . 

Re{enje: 

Ako primenimo odgovaraju}u matricu transformacije  (vidi Dodatak 2)  

  
















θψ⋅θψ⋅θ−
θ⋅φψ⋅φ+ψ⋅θ⋅φ−ψ⋅φ+ψ⋅θ⋅φ
θ⋅φψ⋅φ−ψ⋅θ⋅φ−ψ⋅φ−ψ⋅θ⋅φ

=
CSSCS

SSCCSCSSCCCS
SCCSSCCSSCCC

R1
0

za date vrednosti uglova ϕ ,  i ψ  dobijamo θ
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Zadatak 1.7  

Odrediti homogenu transformacionu matricu H koja predstavlja rotaciju 
oko 0x ose za ugao  prate}i translaciju du` rotirane 0y ose za b jedinica.   α

Re{enje: 

 =H I  

 1 , 0 ,x xα α= ⋅ =H H H H     

               2 1 , , ,y b x x y bα α= ⋅ = = ⋅H H H H H H , ⇒ , ,x y bα= ⋅H H H  

Zadatak 1.8 

Odrediti homogenu matricu transformacije koja predstavlja rotaciju za  
stepeni oko trenutne x ose pra}enu translacijom za b jedinica du` trenutne x ose,  

α
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Slika 4. Transformacije koordinatnih sistema 

 

pra}enu translacijom za d jedinica du` trenutne z ose i pra}enu rotacijom za 
θ stepeni oko trenutne z ose. 

Re{enje: 

Ako primenimo sukcesivno matrice specificiranih homogenih transformacija, koje 

su skicirane na Sl. 4, rezultuju}a homogena matrica ukupne transformacije se mo`e 

odrediti na osnovu izraza: 

 θα ⋅⋅⋅= ,,,. zdzbxx RTTRH . 
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Zamenom pojedina~nih matrica homogenih transformacija (vidi Dodatak 3) sledi 
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
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


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pa na kraju dobijamo 

  



















⋅⋅⋅
⋅−−⋅⋅

−

=

1000

0
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θθ
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Zadatak 1.9 

Odrediti transformacionu matricu koja predstavlja rotaciju oko 0x ose za 
ugao α  pra}enu translacijom  du` 0x ose za a jedinica, pra}enu translacijom du` 
oz ose za d jedinica, pra}enu rotacijom oko 0z ose za ugao 

T

θ . 

Re{enje: 

 0 =H I  

 1 , 0 ,x xα α= ⋅ =H H H H  

 2 , 1 , ,x a x a x α= ⋅ = ⋅H H H H H  

 3 , 2 , ,z d z d x a x,α= ⋅ = ⋅ ⋅H H H H H H  

 4 , 3 , , ,z z z d x a ,xθ θ α= ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅H H H H H H H  
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Odakle dobijamo 

 , , ,z z d x a x,θ α⋅= ⋅ ⋅ ⋅H H H H H  

 H     

0 0
0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

C S
S C

θ θ
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Zadatak 1.10  

Odrediti homogene transformacije  koje predstavljaju trans-

formacije izme|u sistema prikazanih na slici. Poka`ite da je  . 

1 2
0 0, ,H H H2
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2 1
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2 z
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1

x
1

1 m

1 
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Slika 5. Polo`aj koordinatnih sistema 

Re{enje: 

Sa slike se mo`e uo~iti da izme|u koordinatnih sistema Oo-xoyozo i O1-x1y1z1 
postoje slede}e transformacije: 

  0 0
1
0 ,1 ,90 , 90z x zTran Rot Rot −= ⋅ ⋅H
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na osnovu ~ega sledi 

  

1
0

1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
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Na sli~an na~in se dobija 

  00 90,90,1,
2
0 −

⋅⋅= yxy RotRotTranH

odakle sledi 

  

2
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     
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     

Za vezu izme|u koordinatnih sistema O1-x1y1z1 i O2-x2y2z2 va`i 

  00 90,90,1,1,
2
1 xyzx RotRotTranTranH ⋅⋅⋅=

−−

na osnovu ~ega sledi 
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


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pa kona~no za homogenu transformaciju  dobijamo 2
1H
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 . 
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−
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−
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Tako|e, na osnovu me|usobnog polo`aja koordinatnih sistema Oo-xoyozo i 
O1-x1y1z1 se  mo`e pisati 

  1,90,90,
1
0 00 −−

⋅⋅= xzx TranRotRotH

odakle sledi 

  

1
0

1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1

0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0

0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1

0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

H

−

− −
= ⋅ ⋅ =

−

− −
= ⋅ =

− −

    
    
    
    
        

     
     
     
     
          







Na osnovu gornjih izraza za  i  mo`emo odrediti ukupnu homogenu ma-

tricu transformacije  prema izrazu 

1
0H 2

1H
2
0H

  2
1

1
0

2
0 HHH ⋅=

odakle sledi 

  


















−

−

=



















−
−

−

⋅



















−
−
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0100
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2
0H

Obzirom da je dobijeni rezultat identi~an matrici homogene transformacije  

dobijene direktnim sra~unavanjem dokazano je da relacija  va`i. 

2
0H

2
1

1
0

2
0 HHH ⋅=

Ovaj zadatak je mogu}e re{iti kori{}enjem drugih transformacija. Naime, 
sa Sl. 5 se mo`e uo~iti da izme|u koordinatnih sistema Oo-xoyozo i O1-x1y1z1 postoji 
druga~iji niz transformacija kojima se koordinatni sistemi dovode do poklapanja: 
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Na sli~an na~in se mo`e dobiti 
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Za vezu izme|u koordinatnih sistema tako|e O1-x1y1z1 i O2-x2y2z2 va`i 
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2
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Treba uo~iti da se dobijeni rezultati poklapaju sa rezultatima  dobijenim u 
prethodnom slu~aju, ~ime smo pokazali da rezultat ne zavisi od na~ina na koji je 
neka transformacija realizovana. 

Zadatak 1. 11 

Robot je postavljen (Sl. 6) na rastojanju od 1 m od stola ~ije dve noge se 
nalaze na y0 osi. Gornja povr{ina stola je na rastojanju od 1 m od podloge i kvadrat-
nog je oblika sa stranicom du`ine 1 m. Koordinatni sistem O1-x1y1z1 je fiksiran za 
ivicu stola. Kocka dimenzija 0,2 m je postavljena na sredini radne povr{ine stola sa 
koordinatnim sistemom O2-x2y2z2 sme{tenim u centru kocke. Kamera je postavljena 
direkto iznad centra kocke 2 m iznad povr{ine stola sa sopstvenim koordinatnim 
sistemom O3-x3y3z3. Odrediti homogene transformacije svih koordinatnih sistema u 
odnosu na bazni koordinatni sistem O0-x0y0z0 kao i homogenu transformaciju ko-
ordinatnog sistema O2-x2y2z2 u odnosu na koordinatni sistem O3-x3y3z3. 

Re{enje: 

  1,1,
1
0 zy TranTranH ⋅=

x
2

y
2

z
2

0.2 m

0.
2 

m

0.2 m

x
1

y
1

z
1

0
1

0
2

y
3 z

3

x
3

2 
m

1 
m

1 m

x
0

y
0

z
0

1 m
0

0

0
3

. .
 .

Slika 6. Slika uz zadatak 
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Zadatak 1.12 

Kocka iz zadatka 1.10. je rotirana za 90o oko ose z2. Ponovo sra~unati sve 
transformacije kao u prethodnom zadatku. 

Re{enje: 
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Zadatak 1.13 

Pretpostavimo da je kamera u zadatku 1.10. zarotirana za 90o oko ose z2 i 
pomerena tako da njen centar u odnosu na koordinatni sistem O1-x1y1z1 ima 
koordinate . Sra~unati homogene transformacije izme|u kocke i 
kamere i kocke i koordinatnog sistema O

[ 10800 .. ]
1-x1y1z1.  

Re{enje: 
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Homogena transformacija od kocke do koordinatnog sistema O1-x1y1z1 je 
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Zadatak 1.14 

Lovac presreta~ nalazi se u odnosu na bazu u polo`aju opisanom 

homogenom transformaciju , slika 7. Izvidja~ki  avion na polo`aju  u 

odnosu na bazu uo~io je neprijateljsku letelicu na polo`aju  u odnosu na sebe. 
Odrediti parametre po kojima lovac treba da ispali raketu na neprijateljski avion 
ako je poznato: 

0
1A 0

2A
2

3A

0, 866 0 0, 5 3

0, 25 0, 866 0, 433 40
1 0, 433 0, 5 0, 75 5

0 0 0

−

−

 
 
 =
 
 
 

A

1 1

;  

0, 866 0, 5 0 2

0, 433 0, 75 0.5 50
2 0, 25 0, 433 0, 866 10

0 0 0

−

−

 
 
 =
 
 
 

A ;  

0, 866 0 0, 5 1

0 1 0 22
3 0, 5 0 0, 866 4

0 0 0 1

− −

 
 
 =
 
 
 

A  

x0
y0

z0

y1

z1
x1x2

z2

y2

x3

z3

y3

0A2
0A1

0A1

0A3

baza

izvidjac lovac

 

Slika 7. Primer presretanja lovca 
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Re{enje: 

Odredimo osnovne homogene matrice transformacija koje }e definisati 
polo`aj cilja. Polo`aj cilja u odnosu na bazu odre|ren je relacijom 

  0 0 0
3 2= ⋅A A A3

 ( ) 11 0
0 1

−
=A A  

 ( ) 13 1 0 0 0 0
1 0 3 1 2

−
= ⋅ = ⋅ ⋅A A A A A A3  

Zadatak 1.15 

Za kordinatne sisteme prikazane na slici 8, odrediti transf. matrice  i  

 za i . Koristiti funkcije rotx, roty, rotz, i transl Robotics 
toolbox-a. 

1i
i

− A
0

iA 1,2, ,6= "

a

d
e

b c
x0

x0
y0

z0 y4
x4

z4 y1

z1
x1

x2
z2

y2

x3y3

z3

x5y5

z5

 

Slika 8. Koordinatni sistemi na temenima slova L 

Re{enje: 

Slaganjem matrica transformacija dobijamo 

  0
1 , , , 90 ,180y c e x a d x y+ − − °= ⋅ ⋅ ⋅A T T R R °
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b
a d

− 
 − − =
 
 
  

A  

Prethodno opisana procedura mo`e biti realizovana pomo}u i paketa Robotics 
toolbox: 

T = rot x (teta)               ⇒      ,

1 0 0 0
0 0
0 0
0 0 0 1

x
C S
S C

θ θ
θ

θ θ

 
 − =
 
 
  

R  

T = rot y (alpha)            ⇒      ,

0 0
0 1 0 0

0 0
0 0 0 1

y

C S

S C

α α

α
α α

− 
 
 =
 
 
  

R  

T  =rot z (beta)                ⇒      ,

0 0 0

0 0 0 0
1 0

0 0 0 1

z

C

S C

β

β
β β

 
 
 =  
 
  

R   

T = transl (x,y,z)                     ⇒

1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0 1

x
y
z

 
 
 =
 
 
  

T  

  1
3

0,895 0, 433 0,58 0,8971
0, 433 0,866 0, 25 5,5981

0,58 0, 25 0,9665 0, 7141
0 0 0 1

− − − 
 
 =
 − − −
 
  

A
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D-H NOTACIJA I DIREKTNI ZADATAK 
KINEMATIKE 

Zadatak 2.1 

Odrediti Denavit-Hartenbergove (D-H) parametre i matricu transformacije 
 za dvosegmentni ravanski manipulator koji je prikazan na Sl. 9. 2

0T

a 1

a 2

Slika 9. Dvosegmentni ravanski manipulator 

Re{enje: 

Pripadaju}i koordinatni sistemi su prikazani na narednoj slici, a odgo-
varaju}i D-H parametri su sistematizovani u slede}oj tabeli 

Segment ai iα  di iθ  

1 a1 0 0 *
1θ  

2 a2 0 0 *
2θ  

1θ  i  su promenljive koordinate zgloba i u tabeli ih obele`avamo sa θ  i . 2θ *
1

*
2θ

Tablica D-H parametara dvosegmentnog manipulatora sa koordinatnim sistemima 
postavljenim kao na Sl. 10. 
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y
1

y
2

y
0

z
2

z
1

a 1

x
0

x
1

x
2

a 2

lika 10. Mehanizam sa postavljenim koordinatnim sistemima 

Ukupna matrica transformacije je definisana izrazom 

  21
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Ako uvedemo skra}eni zapis 11 CC =θ  i 11 SS =θ  za pojedina~ne matrice 
transformacije mo`emo pisati 
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pa se ukupna matrica transformacije dobija mno`enjem matrica  i  1A 2A
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na osnovu ~ega sedi 
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




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SaSaCCaSSSCCSCCS
CaSaSCaCCSSCSSCC
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Na osnovu ve} poznatih relacija βαβαβα sinsincoscos)cos( ⋅⋅=± ∓  kao i 
αββαβα cos⋅

12 122121 SSCCS
sincossin)sin( ±⋅=±

2121 CSSC =⋅−⋅

 (skra}enom notacijom ove izraze mo`emo 

zapisati kao C  i =⋅+⋅ ) matricu T mo`emo 
napisati u kona~noj formi 

2
0

  


















⋅+⋅
⋅+⋅−

=

1000
0100

0
0

122111212

122111212

2
0

SaSaCS
CaCaSC

T

~ime je zadatak re{en. 

Zadatak 2.2. 

Formirati model kinematike i dinamike planarnog manipulatora sa tri 
stepena slobode. Du`ine segmenata su , 1, 2,ia i 3= , polo`aji cenatara masâ su 

 a mase segmenata su skoncentrisane u centrima masa C i, 1, 2,cil i = 3 3, 1, 2,i =  i 

iznose . , 1, 2,3im i =

 25



Robotika Zbirka zadataka 

x0

y0 z1

z0

x1y1

x2

y2

z2

a1

a2

a3

C1

C2

C3

 

Slika 11. Planarni, RRR, laktasti robot 

Re{enje: 

DH parametri planarnog redundatnog robota su 

DH α d a  θ  

1 0 0 1a  1q  
2 0 0 2a 2q
3 0 0 3a 3q  

 

Homogena matrica transformacije glasi 

 

 

123 123 1 1 2 12 3 123

123 123 1 1 2 12 3 123

0
0

0 0 1 0
0 0 0 1

c s l c l c l c
s c l s l s l s

− + + 
 + + =
 
 
 

T  

Zadatak 2.3 

Za trosegmentni manipulator cilindri~ne konfiguracije koji je  prikazan na 
Sl. 12 odrediti D-H parametre i matricu transformacije T . 3

0
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Slika 12. Trosegmentna cilindri~na konfiguracija 

Re{enje: 

Koordinatni sistemi postavljeni prema D-H notaciji su skicirani na Sl. 12, 
dok su odgovaraju}i D-H parametri dati u tabeli.  
 

Segment ai iα  di iθ  

1 0 0 d1 
*
1θ  

2 0 
2
π

−  *
2d  0 

3 0 0 *
3d  0 

 
Tablica D-H parametara trosegmentne cilindri~ne konfiguracije sa koordinatnim 

sistemima postavljenim kao na Sl. 13. 
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x
3

y
3

z
3

z
2

0
3

z
0 z

1

x
2

d
3

*

y
0

x
1

y
1

x
0

d 1

1
*

0
1

d 2*

y
2

0
0

Slika 13. Trosegmentna cilindri~na konfiguracija sa postavljenim koordinatnim sistemima 

 

Pojedina~ne matrice transformacije su date sa 
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


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

 −

=

1000
100

00
00

1

11

11

1 d
CS
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


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








−
=
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2
2 d

A



















=

1000
100

0010
0001

3
3 d

A

dok se ukupna matrica transformacije odre|uje prema 

  



















⋅



















−
⋅

















 −

=⋅⋅=

1000
100

0010
0001

1000
010

0100
0001

1000
100

00
00

321

11

11

321
3

0 ddd
CS
SC

AAAT
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odakle, kona~no, sledi 


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
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
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⋅
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
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




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






+−

−

=

1000
010

0
0

1000
100

0010
0001

1000
010

00
00

21

3111

3111

321

11

11

3
0 dd

dCCS
dSSC

ddd
CS
SC

T  

Zadatak 2.4  

Odrediti DH parametre i matrice homogenih transformacija za sfe 
rni manipulator, prikazan na slici 14. 

x2

y2

x3 z3

y3

z0y1

z1 x1

x0

y0

z2

 

Slika 14. Sferna, RRT, minimalna konfiguracija 

Re{enje: 

Postavimo koordinatne sisteme kako je prikazano na skici sfernog 
manipulatora 
 

 iθ  id ia iα  σ

1 1θ  0 0 90  0 0 

2 
2

090 θ+ 0 0 90 0 0 

3 0 d 3 0 1 1 

 
gde je  d3 - du`ina ruke robota  
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1 1

1 10
1

0 0
0 0

0 1 0 0
0 0 0 1

C S
S C

 
 − =
 
 
  

A ; 1 ; 

2 2

2 2
1

0 0
0 0

0 1 0 0
0 0 0 1

S C
C S
− 

 
 =
 
 
  

A 2
3

3

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1
0 0 0 1

d

 
 
 =
 
 
  

A  

Poznaju}i trigonometrijske relacije cos ( ) = -sin090+θ θ     ;  sin ( ) = cos  090+θ θ
slaganjem homogenih matrica transformacija izra~una}emo polo`aj vrha robota 

  0 0 0 0
3 1 2= ⋅ ⋅A A A A3

3 2S
  

1 2 1 1 2 3 1 2

1 2 1 1 2 3 1 20
3

2 20
0 0 0 1

C S S C C d C C
S S C S C d S C
C S d

− 
 − − =
 
 
  

A

Zadatak 2.5 

Za manipulator sa tri stepena slobode antropomorfne konfiguracije,  
 

Slika 15. Minimalna konfiguracija antropomorfnog robota 

koji je prikazan na Sl. 15. odrediti D - H parametre i ukupnu transformaciju T . 3
0
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Re{enje: 

Koordinatni sistemi postavljeni prema D-H notaciji su skicirani na Sl. 16, 
dok su odgovaraju}i D-H parametri dati u tabeli.  

z
1 z

3

z
2

y
2

x
3

x
1

x
0

x
2

y
1

2

1

3

y
3y

0

z
0

a
2

a
3

*

*

*
0

0 , 1

0
2

0
3

 

Slika 16. Minimalna konfiguracija antropomorfnog robota sa postavljenim koordinatnim sistemima 
prema D-H notaciji 

 
Segment ai iα  di iθ  

1 0 2
π  0 *

1θ  

2 a2 0 0 *
2θ  

3 a3 0 0 *
3θ  

 

Tablica D-H parametara za minimalnu konfiguraciju antropomorfnog robota sa 
koordinatnim sistemima postavljenim kao na Sl. 16. 

pojedina~ne matrice transformacija su date sa 
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
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





⋅
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=
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3333

3
SaCS
CaSC
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dok je ukupna transformacija data sa 



















⋅+⋅
⋅+⋅⋅−⋅−⋅
⋅+⋅⋅⋅−⋅

=⋅⋅=

1000
0

)(
)(

222332323

2223311231231

2223311231231

321
3

0 SaSaCS
CaCaSCSSCS
CaCaCSSCCC

AAAT  

Zadatak 2.6 

Za sferni zglob, prikazan na Sl. 17, odrediti D - H parametre i matricu 
transformacije T3

6.  

5

4

6

Slika 17. Shematski prikaz sfernog zgloba 
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Re{enje: 

Koordinatni sistemi postavljeni prema D-H notaciji su skicirani na Sl. 18, 
dok su odgovaraju}i D-H parametri dati u tabeli. 

z
4

z
3

z
5

y
5

x
4

x
5

y
4

y
6

z
6

x
6

5

4

6

d
6

Slika 18. Shematski prikaz sfernog zgloba sa postavljenim koordinatnim sistemima prema D-H 
notaciji 

 

Segment ai iα  di iθ  

1 0 2
π−  0 *

4θ  

2 0 2
π  0 *

5θ  

3 0 0 6d  *
6θ  

 
Tablica D-H parametara sfernog zgloba sa koordinatnim sistemima postavljenim 

kao na Sl. 18. 
 
Pojedina~ne matrice transformacija su date sa 
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dok je matrica ukupne transformacije 
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

















⋅⋅⋅−
⋅⋅⋅⋅+⋅⋅−⋅+⋅⋅
⋅⋅⋅⋅−⋅⋅−⋅−⋅⋅

=

1000
6556565

654546465464654

654544665464654

6
3 dCCSSCS

dSSSSCCSCSSCCCS
dSCSCSCSCCSSCCC

T  

Zadatak 2.7 

Za manipulator cilindri~ne konfiguracije sa sfernim zglobom treba odrediti 
D - H parametre i matricu ukupne transformacije T . 6

0

Re{enje: 

Koordinatni sistemi postavljeni prema D-H notaciji su skicirani na Sl. 19, dok su 
odgovaraju}i D-H parametri dati u tabeli. 
Na osnovu zadatka 1.12 sledi:  
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d
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d 2

Slika 19. Cilindri~na konfiguracija sa sfernim zglobom 

 

Segment ai iα  di iθ  

1 0 0 1d  *
1θ  

2 0 2π−  *
2d  0 

3 0 0 *
3d  0 

4 0 2π−  0 *
4θ  

5 0 2π  0 *
5θ  

6 0 0 6d  
*
6θ  

 
Tablica D-H parametara cilindri~ne konfiguracije sa sfernim zglobom 

dok na osnovu zadatka 1.14 sledi:  
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pa se ukupna matrica transformacije mo`e odrediti kao 
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Rezultuju}a matrica transformacije je  

  




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




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
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=

1000
333231

232221

131211
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0

z

y

x

drrr
drrr
drrr

T

gde su elementi matrice rotacije dati sa 

651641654111 CSSSSCCCCCr ⋅⋅+⋅⋅−⋅⋅⋅=  
651641654121 CSCSSSCCCSr ⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅⋅=  

6465431 SCCCSr ⋅−⋅⋅−=  
651641654112 SSSCSCSCCCr ⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅⋅−=  
651641654122 SSCCSSSCCSr ⋅⋅+⋅⋅−⋅⋅⋅−=  

6465432 CCSCSr ⋅−⋅⋅=  
5154113 CSSCCr ⋅+⋅⋅=  
5154123 CCSCSr ⋅+⋅⋅=  

5433 SSr ⋅−=  
a elementi vektota translacije dati sa 

316516541 dSdCSdSCCd x ⋅−⋅⋅−⋅⋅⋅=  
316516541 dCdCCdSCSd y ⋅+⋅⋅+⋅⋅⋅=  
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21654 dddSSd z ++⋅⋅−=  

JAKOBIJAN I INVERZNI ZADATAK KINEMATIKE  

Zadatak 3.1 

Za manipulator antropomorfne konfiguracije (Sl. 16) re{iti inverzni 
kinemati~ki zadatak (odrediti uglove u zglobovima ,  i  za zadatu poziciju 
vrha specificiranu koordinatama ,  i 

1q 2q 3q
x y z ) analiti~kim na~inom. 

Re{enje: 

U zadatku 1.15. je za robot iste konfiguracije re{en direktni kinemati~ki 
zadatak gde je odre|ena ukupna matrica transformacije  u formi 3

0T  

  












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



⋅+⋅
⋅+⋅⋅−⋅−⋅
⋅+⋅⋅⋅−⋅
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0 222332323

2223311231231
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3
0 )

)(
)(

SaSaCS
CaCaSCSSCS
CaCaCSSCCC

T

Na osnovu ~etvrte kolone matrice transformacije T  za poziciju vrha robota 
mo`emo pisati 

3
0

)( 222331 CaCaCx ⋅+⋅⋅=      (1) 
)( 222331 CaCaSy ⋅+⋅⋅=      (2) 

22233 SaSaz ⋅+⋅=       (3) 

Ako prvu jedna~inu pomno`imo sa , a drugu sa C  dobijamo 1S 1

)( 22233111 CaCaSCSx ⋅+⋅⋅⋅=⋅       (4) 
)( 22233111 CaCaCSCy ⋅+⋅⋅⋅=⋅      (5) 

Ako jedna~inu (5) oduzmemo od jedna~ine (4), sledi: 
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011 =⋅−⋅ CySx    

odakle direktno dobijamo 

π⋅+= k
x
y

arctgq1  

Da bi odredili ugao q  pomno`imo jedna~inu (1) C , a (2) sa , na osnovu ~ega 
dobijamo 

3 1 1S

)( 22233
2

1 1 CaCaCCx ⋅+⋅⋅=⋅       (6) 

)( 22233
2
11 CaCaSSy ⋅+⋅⋅=⋅       (7) 

Ako jedna~ine (6) i (7) saberemo i sredimo, rezultuju}a jedna~ina zajedno sa 
jedna~inm (3) ~ini sistem 

( 2
2223311 /CaCaSyCx ⋅+⋅=⋅+⋅ )      (8) 

2
22233 /SaSaz ⋅+⋅=         (9) 

~ijim kvadriranjem  
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i sabiranjem dobijamo 
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2 SSCCaaaCS

aCSCyCxz

⋅+⋅⋅⋅⋅+⋅++
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 (10) 

Ako uzmemo u obzir da je 

12
23

2
23 =+ )( CS ,  i C323223 SCCSS += 323223 SSCC −=  

i sve to primenimo na jedna~inu (10), posle sre|ivanja dobijamo 

 
( )

32

2
2

2
3

22
11

3 2 aa
aazySxC

C
−−++

=  

Sinus ugla q  mo`emo odrediti na osnovu poznate relacije 3
2
33 1 CS −±=  (izborom 

znaka + ili - opredeljujemo se za polo`aj lakta konfiguracije na gore ili na dole), pa 
kona~no dobijamo 

3

3
3 C

S
arctg=θ  

 38



Robotika Zbirka zadataka 

Da bi odredili ugao q  na osnovu sistema (8) i (9) dobijamo 2

 
2
3

2
3

2
233

1133233
2 aSaaC

ySxCaSzaaC
S

⋅++⋅

⋅+⋅⋅⋅−⋅+⋅
=

)(
)()(

  

 
2
3

2
3

2
233

3311233
2 aSaaC

zaSySxCaaC
C

⋅++⋅

⋅⋅+⋅+⋅⋅+⋅
=

)(
)()(

 

odakle, kona~no, dobijamo 

 
zaSySxCaaC

ySxCaSzaaC
arctgq

⋅⋅+⋅+⋅⋅+⋅

⋅+⋅⋅⋅−⋅+⋅
=

3311233

1133233
2 )()(

)()(
 

~ime je zadatak re{en. 

Zadatak 3.2 

Posmatrajmo paralelogramsku strukturu manipulatora (five-bar linkage), 
prikazanu na slici 20. Zatvoreni lanac se javlja u ta~ki gde prva dva zgloba spajaju 
segmente 1'  i 1" sa segmentom 0. Zglob 4 je izabran kao rase~en zglob. Odabrano 
je   i a . Parametri ~etvrtog segmenta su konstantni. Svi zglobovi su 
rotacioni, sa jednim stepenom slobode. Odrediti DH parametre ove konfiguracije 
kao i direktnu kinemati~ku funkciju. 

1'a = 3'a 2' 1"a=

x1'

a2'

y1'

a1'

a3'

a1"
a4

y1"

x1"

y3'
y0

x0

x4

y4

v2'

v1'
v1"

x3'

v3'

x2'

y2'

 

Slika 20. Paralelogramski ravanski manipulator  
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Re{enje: 

Ovakvu konfiguraciju mo`emo razmatrati kao dva nezavisna manipulatora 
koji ispunjavaju ograni~enja u ~etvrtom zglobu. Koordinatni sistemi su postavljeni 
kao na slici. DH parametri dati su u tabeli. 
 

 ia iα id iv

1'  1'a 0 0 1'v  

2'  '2a 0 0 '2v

3'  '3a 0 0 3'v

1"  ''1a 0 0 1"v

4 4a 0 0 0 

 

Homogena matrica transformacije identi~na je za sve zglobove  

  1

0
0

( ) , 1,2,3
0 0 1 0
0 0 0 1

i i i i

i i i ii
i i

c s a c
s c a s

A v i−

− 
 
 = =
 
 
  

Prvi manipulator, niz od prva tri segmenta, , ima matricu 
tranformacija  

1' 2' 3', ,a a a

  ( )

1'2 '3' 1'2 '3' 1' 1' 2 ' 1'2 ' 3' 1'2 '3'

1'2 '3' 1'2 '3' 1' 1' 2 ' 1'2 ' 3' 1'2 '3'0 0 1' 2 '
3' 1' 2 ' 3'

0
0

'
0 0 1 0
0 0 0 1

c s a c a c a c
s c a s a s a s

A q A A A

− + + 
 + + = ⋅ ⋅ =
 
 
 

gde je vektor unutra{njih koordinata . [ ]1' 2' 3'' Tv v v=q

Za drugi manipulator, koji ~ini samo jedan segment, , homogena 
matrica transformacija glasi 

1"a
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 ( )

1" 1" 1" 1"

1" 1" 1" 1"0
1"

0
0

"
0 0 1 0
0 0 0 1

c s a c
s c a s

A q

− 
 
 =
 
 
 

    

gde je vektor unutra{njih koordinata   1"" v=q  

Homogena matrica transformacija za poslednji segment glasi 

  

4

3'
4

1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

a

A

 
 
 =
 
 
 

Prvo ograni~enje koje ukazuje da su dva manipulatora sastavljena u 
~etvrtom zglobu glasi ( )3'1" 0d = , odnosno 

 ( ) ( ) ( )( )3' 0 0
0 3' 1"

0
' ' "

0
R q p q p q 0

 
 ⋅ − =  
  

 

dok je drugo ograni~enje ispunjeno nezavisno od  i q . Kako je postavljen uslov 
da su paralelni segmenti jednakih du`ina, mogu se izvesti dve relacije 

'q "

 
( ) ( )
( ) ( )

1' 1' 1'2 '3' 1" 1'2 ' 1"

1' 1' 1'2 '3' 1" 1'2 ' 1"

0

0

a c c a c c

a s s a s s

+ + −

+ + − =

=

v

 

Proizvoljnim izborom , iz prethodnih jedna~ina se dobija 1' 1",a a

  2' 1" 1'

3' 2 ' 1" 1'

v v v
v v v

= −
= π − = π − +

Otuda, vektor unutra{njih koordinata je  [ ]1' 1"
Tv v=q

2' 3'v
.  Ovi zglobovi su prirodno 

re{enje za pogonske zglobove. Smenom v  i  u matricu homogenih 

transformacija i izra~unavanjem direktne kinematike dobijamo 0
3A

 ( ) ( )

1' 1' 1" 1" 4 1'

1' 1' 1" 1" 4 1'0 0 3'
4 3' 4

0
0

0 0 1 0
0 0 0 1

c s a c a c
s c a s a s

T q A q A

− − 
 − − −= ⋅ =
 
 
 

  1 
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Kinemati~ki posmatrano, paralelogramska struktura manipulatora identi~na 
je sa dvosegmentnom laktastom strukturom (vidi jedna~inu). Jedina razlika je u 
tome {to su zglobovi locirani u osnovi i ne optere}uju strukturu. To }e zna~ajno 
pojednostaviti model dinamike. 

Zadatak 3.3 

Za paralelogramsku strukturu manipulatora prikazanu na slici 21, odrediti 
model dinamike u formi matri~ne diferencijalne jedna~ine drugog reda. 
Pretpostaviti da je robot sastavljen od dve razgranate otvorene strukture. Rastojanja 
centara masâ od odgovaraju}ih zglobova data su du`inama , du` osâ 

segmenata. Mase segmenata su  , a  momenti inercije, sra~unati za 

koordinatni sistem u centru masa, su . Inercije rotora motora su 
zanemarene.  

1' 2 ' 3' 1", , ,l l l l

1' 2 ' 3' 1", , ,m m m m

1' 2 ' 3' 1, , ,I I I "I

a1"

a1'

a1'

y0

x0

v2'

v1'
v1"

v3'

a1"

l1'

ml1'
,Il1' ml1"

,Il1"

ml2'
,Il2'

ml3'
,Il3'

l3'
−l3'l2'

l1"

 

Slika 21. Paralelogramski planarni manipulator sa definisanim centrima masa i inercijama 

Re{enje: 

Za odabrane koordinatne sisteme, izra~unati su Jakobijani po translatornim 
brzinama za svaki od zglobova 

  ( ) ( )1' 2 '

1' 1' 1' 1' 2 ' 1'2 ' 2 ' 1'2 '

1' 1' 1' 1' 2 ' 1'2 ' 2 1'2 '

0 0 0
0 0 0

0 0 0 0 0 0

l l
P P

l s a s l s l s
J l c J a c l c l c

− − − −  
  = = +  
    





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( ) ( )3' 1"

1' 1' 2 ' 1'2 ' 3' 1'2 '3' 2 ' 1'2 ' 3' 1'2 '3' 3' 1'2 '3' 1" 1"

1' 1' 2 ' 1'2 ' 3' 1'2 '3' 2 ' 1'2 ' 3' 1'2 '3' 3' 1'2 '3' 1" 1"

0 0 0

l l
P P

a s a s l s a s l s l s l s

0
J a c a c l c a c l c l c J l c

− − − − − − − 
 = + + + = 
  

 
 
 
  

 

Jakobijani po rotacionim brzinama za svaki od zglobova su 

            ( )1'

0 0 0
0 0 0
1 0 0

l
PJ

 
 =  
  

( )2 '

0 0 0
0 0 0
1 1 0

l
PJ

 
 =  
  

( )3'

0 0 0
0 0 0
1 1 1

l
PJ

 
 =  
  

    ( )"1

0
0
1

l
PJ

 
 =  
  

 

Formira}emo dinami~ke modele smatraju}i da je robot sastavljen od dva 
podrobota, jednog sa tri stepena slobode i drugog sa jednim stepenom slobode. Za 
robot sastavljen od tri segmenta, , matrica inercija glasi 1' 2 ' 3', ,l l l

 ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

1'1' 2 ' 3' 1'2 ' 2 ' 3' 1'3' 2 ' 3'

2 '1' 2 ' 3' 2 '2 ' 3' 2 '3' 3'

3'1' 2 ' 3' 3'2 ' 3' 3'3'

, ,
' ' ,

,

b v v b v v b v v
B b v v b v b v

b v v b v b

, 
 =  
  

q  

gde je 

 

( )
( )

( )
( )

1' 1 ' 2 ' 2 ' 3 '

3 '

2 ' 2 ' 3 '

3 '

2 2 2
1'1' 1' 1' 2 ' 1' 2 ' 2 '

2 2 2
1' 2 ' 3' 1' 2 ' 2 ' 1' 3' 2 '3' 2 ' 3' 3'

2
1'2 ' 2 '1' 2 ' 1' 2 ' 2 '

2 2
2 ' 3' 1' 2 ' 2 ' 1' 3' 2 '3' 2 ' 3' 3'

1'

2

2 2 2

2

l l l l l

l

l l l

l

b I m l I m a l a l c I

m a a l a a c a l c a l c

b b I m l a l c I

m a l a a c a l c a l c

b

= + + + + + + +

+ + + + + +

= = + + + +

+ + + + +

( )
( )

( )

3 ' 3 '

2 ' 2 ' 3 ' 3 '

3 ' 3 '

3 ' 3 '

2
3' 3'1' 3' 1' 3' 2 '3' 2 ' 3' 3'

2 2 2
2 '2 ' 2 ' 2 ' 3' 2 ' 3' 3'

2
2 '3' 3' 2 ' 3' 3'

2
3'3' 3'

2

l l

l l l l

l l

l l

b I m l a l c a l c

b I m l I m a l a l c

b I m l a l c

b I m l

= = + + +

= + + + + +

= + +

= +

 

i gde je vektor koordinata . 1' 2 ' 3'' [ ]Tq q q=q

Za drugi podsistem, , koji ~ini samo segment , va`i 1""q q= 1"l

  
1" 1"

2
1'1' 1"l lb I m l= +

Stoga, momenti usled inercija oba podsistema su  
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3'

" '
' 1'

i i j
j

b v
=

τ = ∑ ��' "j 1" 1'1' 1"b vτ = ��  

Posmatrano u celini, ukupan moment inercije iznosi 

  a aτ = ⋅B q��a
gde su 

 , [ ]1' 1"a v v=q [ ]1' 1"aτ = τ τ  i  

  11 12

21 22

a a
a

a a

b b

b b
 

=  
  

B

  ( )( ) ( )
11 1' 1' 2 ' 3' 3' 3' 3'

12 21 2 ' 3'

22 1' 1' 2 ' 2 ' 3'

2 2 2 2
1' 1' 3' 1' 1' 3'

1' 2 ' 1" 1' 3' 1" 1'

2 2 2
1' 2 ' 1"

2

cos

a l l l l l l l

a a l l

a l l l l l

b I m l m a I m l m a a m l

b b a m l a m a l v v

b I m l I m l m a

= + + + + + −

= = + − −

= + + + +

Ovaj izraz otvara mogu}nost formiranja dekuplovane i konfiguraciono nezavisne 
inercijalne matrice. Uslov koji treba ispuniti je da ~etiri segmenta manipulatora 
zadovoljavaju jednakost 

 
'

3'

2 '

3 1'

2 ' 1"

l

l

m l a
m l a

=  

gde je 3' 3' 1'l l a= −

21
0ab b= =

 rastojanje od centra mase tre}eg segmenta, , do ose ~etvrtog 
zgloba. Ukoliko je taj uslov ispunjen, inercijalna matrica je dijagonalna 

.  

3'

121

 
11 1' 1' 2 ' 3'

22 1' 1' 2 ' 2 '

2 2 2 ' 3'
1' 1'

1' 1"

2 2 1' 1"
1' 2 '

2 ' 3'

1

1

a l l l

a l l l l

l lb I m l m a I
a a

a ab I m l I m l
l l

 
l= + + + + 

 
 

= + + + + 
 

 

Kao posledica, doprinosi koriolisovih i centrifugalnih sila na ukupan momenat u 
zglobu su poni{teni. Takav rezultat nije mogao biti ostvaren sa dvosegmentnom 
laktastom konfiguracijom.  

[to se gravitacionih efekata ti~e, po{to je , sa prethodno 
izvedenim jakobijanima dobija se 

0 [0 0]Tg= −g
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( ) ( )
( )

1' 2 ' 3' 2 ' 3' 3'

2 ' 3' 3'

3'

1' 1' 1' 1' 1' 2 ' 2 ' 1'2 ' 3' 1'2 '3'

2 ' 2 ' 2 ' 1'2 ' 3' 1'2 '3'

3' 3' 1'2 '3'

l l l l l l

l l l

l

g m l m a m a gc m l m a gc m l gc

g m l m a gc m l gc

g m l gc

= + + ⋅ + + ⋅ +

= + ⋅ +

=

 (1) 

kao i  

 
1"1" 1" 1"lg m l gc=  

Superpozicijom gravitacionih efekata usled dve strukture, dobija se 

 
( )
( )

1' 2 ' 3'

1" 2 ' 3'

1' 1' 3' 1'

1" 2 ' 1" 1"

l l l
a

l l l

m l m a m l gc
g

m l m l m a gc

 + − ⋅
 =
 + + ⋅ 

. 

Time smo formirali model dinamike paralelogramske strukture 
manipulatora.  

Posmatraju}i model dinamike, (1) mo`e da se zaklju~i da je, nasuprot 
slo`enijoj kinemati~koj funkciji, do{lo do zna~ajnog pojednostavljenja u odnosu na 
dvosegmentnu laktastu strukturu (19). Nje potrebno uvoditi dodatne mase za 
stati~ko uravnote`enje kao kod dvosegmentnog planarnog manipulatora. 
Uranote`enje smo postigli jednostavnim zahvatom u konstrukciji izjedna~avaju}i 
odnose masa, centara masâ du`ina odgovaraju}ih segmenata. Tako|e, mase i 
inercije statora motora ne ulaze u model dinamike i zna~ajno pojednostavljuju 
ule`i{tenje. To naro~ito pojednostavljuje planiranje kretanja i upravljanje. Usled 
toga, kao i zbog pove}ane sposobnosti no{enja tereta, ovakva struktura 
manipulatora veoma ~esto se koristi u industrijskoj robotici, slika 22. Jedini 
problem ogleda se u ~injenici da su, usled zatvorene kinemati~ke veze, kretanja u 
zglobovima zna~ajno ograni~ena u odnosu na dvosegmentnu laktastu strukturu.  

 

Slika 22. Industrijski roboti sa paralelogramskom strukturom drugog i tre}eg segmenta 
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Zadatak 3.4 

Za dvosegmentni ravanski manipulacioni mehanizam (Sl. 10) odrediti 
Jakobijan analiti~kim i numeri~kim na~inom  

Re{enje: 

Analiti~ki na~in 

Za polo`aj vrha mehanizma mo`emo pisati 

  12211 CaCax +=

  12211 SaSay +=

Ako formiramo parcijalne izvode 
1θ∂

∂x
, 

2θ∂
∂x

, 
1θ∂

∂y
 i 

2θ∂
∂y

 Jakobijan se 

mo`e napisati u slede}oj formi  



















∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

21

21

θθ

θθ
yy

xx

J   

pa za konkretnu dvosegmentnu konfiguraciju dobijamo  

   







+

−−−
=

12212211

12212211

CaCaCa
SaSaSa

J

Numeri~ki na~in 

Da bi sra~unali jakobijan numari~kim putem potrebno je odrediti vektore 
definisane relacijama (D4.16) i (D4.17) koje su date u Dodatku 4. 
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y
1

y
2

y
0

z
0

z
2

z
1

r
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r
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x
1
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2

x
0

Slika 23. Dvosegmentni ravanski mehanizam 

Projekcije potrebnih vektora (prikazani su na Sl.23) na bazni (nulti) koordinatni 
sistem su date sa 
















=

1
0
0

0z
G

                















=

1
0
0

1z
G
















⋅+⋅
⋅+⋅

=
0

12211

12211
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CaCa

r H,
G
















⋅
⋅

=
0

122

122

1 Sa
Ca

r H,
G

Ako se podsetimo da se vektorski proizvod dva vektora se dobija na 
slede}i na~in 

  
















⋅−⋅
⋅−⋅
⋅−⋅

=















×

















xyyx

zxxz

yzzy

z

y

x

z

y

x

baba
baba
baba

b
b
b

a
a
a

mo`emo pisati 

  















⋅+⋅
⋅−⋅−

=















⋅+⋅
⋅+⋅

×















=×

001
0
0

12211

12211

12211

12211

00 CaCa
SaSa

SaSa
CaCa

rz H,
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




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






⋅
⋅−

=


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
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×
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
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


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


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001
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11 Ca
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rz H,
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Ukoliko se ograni~imo samo na jakobijan vezan za poziciju vrha 
manipulatora jakobijevu matricu dobijamo u formi 

  















⋅⋅−⋅
⋅−⋅−⋅−

=
00

12212211

12212211

CaCaCa
SaSaSa

J

Treba primetiti je zadatak dvodimenzionalan i da ne postoji tre}a 
koordinata te da se zbog toga u tre}oj vrsti nalaze nule. Ako ovu vrstu izostavimo 
dobijamo jakobijan identi~an onom sra~unatom analiti~kim putem. 

  







⋅⋅−⋅
⋅−⋅−⋅−

=
12212211

12212211

CaCaCa
SaSaSa

J

Sada se mo`e uspostaviti veza izme|u linearnih brzina vrha manipulatora i 
ugaonih brzina u zglobovima u formi 

  
( )
( ) 








⋅+⋅⋅−⋅
⋅−⋅⋅−⋅−

=



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Ukoliko `elimo da u jakobijevu matricu uvrstimo i deo koji odgovara 
orijentaciji prema izrazima (D5.16) i (D5.17) koje su date u Dodatku 4 dobijamo 
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Odavde se jasno vidi da da je orijentacija koordinatnog sistema ne vrhu 
mehanizma posledica vrednosti uglova u zglobovima (naravno, to va`i i za brzinu 
kretanja ovog koordinatnog sistema) i da se na nju ne mo`e posebno uticati po{to 
mehanizam ne poseduje stepene slobode (zglobove) kojima bi se moglo uticati na 
njegovu orijentaciju nezavisno od pozicije.  

Zadatak 3.5 

Odrediti Jakobijan planarnog manipulatora sa tri stepena slobode, datog na 
slici 24, sa du`inama segmenata l i, 1, 2,i 3= .  

x0

y0 z1

z0

x1
y1

x2

y2

z2

a1

a2

a3

 

Slika 24. Planarni laktasti manipulator sa 3 ss i koordinatni sistemi potrebni za definisanje DH 
parametara, homogenih matrica transformacija i jakobijana.  

Re{enje: 

Homogena matrica transformacije za prvi zglob 

 

1 1 1 1

1 1 1 10
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0
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c s l c
s c l
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 
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T
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Homogena matrica transformacija za prva dva zgloba, zajedno 
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Homogena matrica transformacija za prva dva zgloba, zajedno sa homogenom 
matricom tre}eg zgloba 
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Iz matrice tranformacija uo~avamo matricu koja defini{e orijentaciju i translacije 
vrha manipulatora 

 ,  
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0
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Ukoliko primenimo definiciju analiti~kog jakobijana mora}emo da diferenciramo 
elemente matrice T  po vektoru unutra{njih koordinata q . Takva matemati~ka 
operacija mo`e biti vrlo komplikovana. Umesto toga, primeni}emo postupak na 
bazi geometrijskog jakobijana. U tom cilju, definisa}emo koordinatne sisteme 
svakog zgloba, sa vektorima z  postavljenim u pravcu pozitivnog smera ose 
rotacije zglobova. 

i

 0 1 2

0
0
1

 
 = = =  
  

z z z  

Postavimo vektore od osnove do ta~aka na kraju segmenata, pri ~emu vektor p  
defini{e polo`aj vrha robota.  

   ,  p   ,  
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Formalna definicija elemenata geometrijskog jakobijana daje 
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Primenom formalizma (39), dobija se jakobijan planarnog manipulatora sa tri 
stepena slobode 
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Zadatak 3.6 

Odrediti homogene matrice transformacija i jakobijan planarnog 
manipulatora sa tri stepena slobode datog na slici 24. Du`ine segmenata su 

. , 1, 2,ia i = 3
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Re{enje: 

Homogene transformacija manipulatora su date sa 
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Postavimo koordinatne sisteme kao na slici. Vektori osâ rotacije su 
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Vektori polo`aja vrhâ segmenata su 
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Elementi geometrijskog jakobijana su 
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Kona~no, jakobijan antropomorfnog manipulatora glasi 
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Uo~avamo da prvi zglob ne uti~e na kretanje du` Oz ose. 

Vrednost jakobijana zavisi od konfiguracije robota. Robotics toolbox 
poseduje dve funkcije za izra~unavanje jakobijana. Prva sra~unava jakobijan u 
odnosu na osnovu manipulatora 

 
J = jakob0 (DH, q) 
J = jakobn (DH, q) 
 

Ulazni parametri obe funkcije su matrica DH parametara manipulatora i 
vektor unutra{njih koordinata manipulatora, q. U oba slu~aja dobijamo dobijamo 
matricu 6×n. 
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Komentar 

U upravlja~kim {emama na bazi re{avanja inverzne kinematike, 
neophodno je u svakoj periodi upravljanja izra~unati jakobijan. Osim {to je 
sastavljanje jakobijana u principu komplikovano za izra~unavanje, problem koji se 
javlja vezan je za ~injenicu da jakobijan mo`e postati singularan ~ime je 
onemogu}eno njegova inverzija. U narednim zadacima razmotri}emo algoritme za 
re{avanje inverzne kinematike koji predstavljaju numeri~ko pojednostavljenje date 
definicije jakobijana kao. Posebno je razmatran problem redundatnog manipulatora 
koji dovodi do pravougonog jakobijana kao problem singularnih polo`aja robota u 
kojima jakobijan gubi puni rang odredjen stepenima manipulabilnosti robota.  

Zadatak 3.7 

Za manipulator sa tri stepena slobode sferne konfiguracije prikazan na Sl. 
25 odrediti Jakobijevu matricu numari~kim na~inom. 
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Slika 25. Manipulator sferne konfiguracije 
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Re{enje: 

Op{ti oblik jakobijeve matrice za ovaj slu~aj (dva rotaciona i jedan 
translatorni zglob) je dat sa 
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Zadatak 3.8  

Sastaviti tablicu DH parametara robota Mitsubishi RM-101 prikazanog na 
slici 26. Dimenzije robota su (u mm):  1 2 3 5215, 200, 150, 85d a a d= = = = . 
Ograni~enja u zglobovima su q_imin = [-120, -30, -120, -90, -180] i q_imax = 
[120, 120, 0, 90, 180]. Odrediti analiti~ke izraze za direktnu i inverznu kinemati~ku 
funkciju. 

 

Slika 26. Mitsubishi RM-101 robot (“Toyrobot”) i koordinatni sistemi potrebni za definisanje DH 
parametara 

Re{enje: 

DH parametri Mitsubishi RM-101 robota 
  

DH α  d  a  θ  

1 1q  1d  0 90
2 2q 0 2a 0 
3 3q  0 3a 0 
4 4q 0 0 90
5 5q  5d 0 0 
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Na osnovu tablice DH parametara, sastavljamo homogene matrice 
transformacija 
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Izra~unavanje direktne kinematike 
Mno`enjem A-matrica dobijamo koordinate u spolja{njem koordinatnom sistemu 
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Ukoliko su sve unutra{nje koordinate jednake nuli, homogene transformacije daju 
polo`aj osa petog koordinatnog sistema i poziciju tog sistema u odnosu na po~etni 
koordinatni sistem.  
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Mo`e se pokazati da za elemente  va`i 5T

 57



Robotika Zbirka zadataka 

 

1
0

= = =

⋅ = ⋅ = ⋅ =
=
=
=

n o a
n o o a n a
n×o a
o×a n
n×a o

 (2) 

Izra~unavanje inverzne kinematike 
Poznato je  

  (3) 
5 1 2 3 4 5

1
1 5 2 3 4 5
−

=

=

T A A A A A

A T A A A A

Rezultat matri~nog mno`enja je 

 

1 1 1 1 1 1 1 1

11
1 5

1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 1

x y x y x y x

z z z z

x y x y x y x

c n s n c o s o c a s a c p s p
n o a p

y

y

d
s n c n s o c o s a c a s p c p

−

+ + + + 
 − =
 − − − −
 
  

A T  (4) 

 

5 234 5 234 234 5 234 3 23 2 2

5 234 5 234 234 5 234 3 23 2 2
2 3 4 5

5 5 0 0
0 0 0 1

c c s c s d s a c a c
c s s s c d s a c a c

s c

− + + 
 − − + + =
 
 
  

A A A A  (5) 

Iz jedna~ina (2-4) dobijamo 

  1 1 1 10 i/ili 0x y x ys a c a s p c p− = − =

odnosno 

  
1

1

2( , ), ili

2( , )
y x

y x

ATAN p p

ATAN a a

θ =

θ =

Najbolje je koristiti ,x yp p , osim ako su nule. Tada treba koristiti a . 

Ukoliko su i te vrednosti nula, onda je robot postavljen sa rukom du`  ose, {to je 

singularna pozicija. U tom slu~aju treba postaviti 

,x ya

0z

1 0θ =  

Dakle, dobija se  

 234 1 1

234

x y

z

s c a s a

c a

= +

− =
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odnosno, za poznato 1θ ,  

 ( )2 3 4 1 12 ,x yATAN c a s a aθ + θ + θ = + − z

2

2

 

Uporedjivanjem prethodnih jedna~ina i kori{}enjem pomo}nih 
promenljivih  

  1 1 1 5 234

2 1 5 234

x y

z

t c p s p d s

t p d d c

= + −

= − +

dobijamo sistem jedna~ina 

  1 3 23 2

2 3 23 2

t a c a c
t a s a s

= +
= +

Ako ih kvadridamo i saberemo, dobija se  

 
2 2 2 2
1 2 3 2

3
2 32

t t a ac
a a

+ − −
=  

Problem je u tome {to ne mo`emo na}i 3s  u zatvorenoj formi. Otuda moramo da 
koristimo  

 ( )2
3 32 1 ,ATAN c cθ = ± − 3  

Za robot Mitsubishi, lakat uvek mora da uzima negativne vrednosti.  

Ako razlo`imo ~lanove u  i 23c 23s  dobija se  

  1 3 3 2 2 3 3

2 3 3 2 3 3 2

( )
( )

t a c a c a s s
t a s c a c a s

= + −
= + +

2

2

Sistem mo`e biti re{en po 2s  i c  primenom Kramerovog pravila. Primenom 
funkcije ATAN2 dobija se  

2

 { }2 3 3 2 2 3 3 1 3 3 2 12 ( ) , ( )ATAN a c a t a s t a c a t a s tθ = + − + − 3 3 2  

Iz prethodnog rezultata, a poznaju}i 2θ  i 3θ , dobija se  

  4 234 3θ = θ − θ − θ2

Kona~no, 

 ( )5 1 1 12 ,x y xATAN s n c n s o c oθ = − − 1 y  

Time zavr{avamo izra~unavanje inverzne kinematike. U primeni ovih 
relacija stalno moramo voditi ra~una o tome da potkorenim veli~inama ne postanu 
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negativne. To se dogadja pri zahtevima za kretanjem koji se nalaze van radnog 
prostora robota.  

Razmotimo re{enje kinematike primenom MATLAB funkcija koje su date 
u prate}em paketu.  

MATLAB funkcija za re{avanje inverzne i direktne kinematike Mitsubishi 
RM-101 robota:  

mitsudh.m  

postavlja DH parametre; takodje postavlja M vektor. Koriste se u funkciji 
ikine(.). 

mitsufk.m  

direktna kinematike  
mitsuik.m  

inverzna kinematika 
mitjoint.m  

generi{e slu~ajan skup dozvoljenih uglova  
mittest.m  

testiranje ostalih funkcija. Generi{e slu~ajan skup polaznih uglova. 
Izra~unava direktnu kinematiku (T5, kori{}enjem mitsufk.m i fkine(.).  
Potom poziva mitsuik.m. Da bi se pokrenuo , generi{e se po~etna vrednost na 
bazi originalnog vektora polo`aja dodaju}i slu~ajne vrednosti. Uo~iti poklapanje 
re{enja.  

 
ikine.m  

modifikovana verzija funkcije ikine(.) iz Robotics Toolbox-a.  

Postupak re{avanja izlo`en je u nastavku.  

>mitsudh 
>dh 
dh = 
    1.5708         0         0  214.0000         0 
         0  200.0000         0         0         0 
         0  150.0000         0         0         0 
    1.5708         0         0         0         0 
         0         0         0   85.0000         0 
>M' 
ans = 
     1     1     1     0     1     1 

Ovaj vektor ukazuje funkciji ikine(.) da Mitsubishi robot ne poseduje 
sposobnost rotacije oko Ox ose zavr{nog uredjaja.  

>mittest 
 
Polazne vrednosti za polozaj zglobova (deg): 
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  -64.3013   50.4792  -68.3258   72.6446  175.4369 
 
-----  Direktna kinematika 
       koriscenjem mitsufk    ----- 
 
T5 = 
   -0.3209    0.8783    0.3543  147.2246 
    0.4833    0.4736   -0.7363 -305.9273 
   -0.8145   -0.0650   -0.5765  273.3094 
         0         0         0    1.0000 
 
indirektnog resenje koriscenjem fkine: 
 
T5 = 
   -0.3209    0.8783    0.3543  147.2246 
    0.4833    0.4736   -0.7363 -305.9273 
   -0.8145   -0.0650   -0.5765  273.3094 
         0         0         0    1.0000 

Rezultati su identi~ni. Primetimo da je razlika samo u numeri~koj 
efikasnosti. Funkcija fkine(.) zahteva mnogo vi{e vremena usled stalnog 
generisanja matrica A i njihovog mno`enja. Funkcija mitsuik je pribli`no deset 
puta br`a.  

Nastavimo sa mittest:  
 

-----  Inverzna kinematika 
       direktno resenje koriscenjem mitsuik   ----- 
 
resenje: 
 
  -64.3013   50.4792  -68.3258   72.6446  175.4369 
 
numericko resenje koriscenjem robotics toolbox-a: 
 
originalne vrednosti: 
 
  -61.6261   52.4876  -66.2201   71.5652  173.4223 
 
ikine iteracije =   104 
 
resenja dobijena sa ikine: 
 
  -64.3013   50.4799  -68.3292   72.6520  175.4351 
 
maxerror = 
 
    0.0075 

Re{enja dobijena sa mitsuik su potpuno jednaka originalnom vektoru 
kori{}enom da se generi{e T5. Pri re{avanju sa ikine(.), u prvom slu~aju, 
polazne vrednosti su bile u okviru 3 deg od ta~nih vrednosti. Odabrana je 
tolerancija konvergencije 1e-12. Re{enje je dobijeno u 104 iteracije. To je skoro 
duplo vi{e nego je mitsuik trebao (65 iteracije).  
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Zadatak 3.9  

Industrijski robot Manutec-r3 dat je na slici 27 i 49. Postaviti koordinatne 
sisteme vezane za segmente i odrediti DH parametre robota. Odrediti matricu 
jakobijana.  

Na bazi katalo{kih podataka formirati bazu dinami~kih parametara 
segmenata i aktuatora sa reduktorima.  

Re{enje: 

Manutec r-3ima slede}e osobine:  

 
maksimalna brzina 3.7 m/s 
maksimalno tangencijalno ubrzanje 9.3 m/s2  
maksimalno centrifugalno ubrzanje 11.4 m/s2 

masa korisnog tereta 15 kg 
korisni momenat 22 Nm 
rezolucija 0.1 mm 

Skica manipulatora, sa postavljenim koordinatnim sistemima poslu`i}e za 
formiranje DH parametara. Tablica DH parametara je 

 
 θ d a α 

zglob 1 0 617 0 2
π  

zglob 2 0 0 500 0  

zglob 3 0 0 0 2
π−

zglob 4 0 730 0 2
π  

zglob 5 0 0 0 2
π−

zglob 6 0 100 0 0  

Jakobijan formiramo primenom paketa SYM [REF}. Po definisanju 
pomo}nih promenljivih,  
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( )
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

2 2

2 2 6311 4 6411 4 6

6321 4 6411 4 63 3
6411 5 6

6312 4 63 3 6421 5 6

4 4 6412 5 6

6422 5 64 4

6414 5 65 5
6424 5 6

5 5

6 6

6 6

cos

sin

cos

sin

cos

sin

cos

sin

cos

sin

C q

S q T C T S S
T S T C SC q T C C
T C TS q T S C

C q T C S
T S SS q
T S DC q
T C DS q

C q

S q

=

= = ⋅ − ⋅
= ⋅ + ⋅= = ⋅
= ⋅= = ⋅

= = − ⋅
= − ⋅=
= − ⋅=
= ⋅=

=

=

6211 3 6311 3 6421

6221 3 6311 3 6421

6212 3 6312 3 6422
412 4 6

6222 3 6312 3 6422
6322 4 6412 4 6

6213 3 631
6313 4 5

6323 4 5

6314 4 6414

6324 4 6414

6334 6424 4

T C T S T
T S T C T
T C T S T

S C
T S T C T

T S T C C
T C T

T C S
T S S
T C T
T S T
T T D

= ⋅ − ⋅
= ⋅ + ⋅
= ⋅ − ⋅

− ⋅
= ⋅ + ⋅

= ⋅ + ⋅
= ⋅

= − ⋅
= − ⋅
= ⋅
= ⋅
= +

3 3 5

6223 3 6313 3 5

6214 3 6314 3 6334

6224 3 6314 3 6334

2 6214 2

S C
T S T C C
T C T S T
T S T C T

Tp T A

− ⋅
= ⋅ + ⋅
= ⋅ − ⋅
= ⋅ + ⋅

= +

 

  

6111 2 6211 2 6221 6111 2 6211 2 6221

6121 2 6211 2 6221 6121 2 6211 2

T C T S T T C T S T

T S T C T T S T C

= ⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅

= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ 6221T

0

6112 2 6212 2 6222

6122 2 6211 2 6222

6113 2 6213 2 6223

6123 2 6213 2 6223

6114 2 2 2 6224

T C T S T

T S T C T

T C T S T

T S T C T

T C Tp S T

= ⋅ − ⋅

= ⋅ + ⋅

= ⋅ − ⋅

= ⋅ + ⋅

= ⋅ − ⋅

6112 2 6212 2 6222

6122 2 6211 2 6222

6113 2 6213 2 6223

6123 2 6213 2 6223

6114 2 2 2 6224

T C T S T

T S T C T

T C T S T

T S T C T

T C Tp S T

= ⋅ − ⋅

= ⋅ + ⋅

= ⋅ − ⋅

= ⋅ + ⋅

= ⋅ − ⋅

 

jakobijan glasi 

 

 

2 2 2

6111 6324 6114 6321 6112 6324 6114 6322 6113 6324 6114 6323 6121 6122 6123

6211 6224 6221 6212 6224 6222 6213 6224 6223 6321 6322 6323

6311 6334 6314 6421 6

p p p

T T T T T T T T T T T T T T T

T T T T T T T T T T T T T T T

T T T T TJ

− ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅

− ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − − −

− ⋅ + ⋅ −
= 312 6334 6314 6422 6313 6334 6314 5 6321 6322 6322

6414 6 6414 6 6421 6422 5

6 6 6 6 6 6

0

0 0

0 0 0 0 0

T T T T T T C T T T

T S T C T T C

C D S D S C

⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − − −

⋅ ⋅

− ⋅ ⋅ − −

 
 
 
 
 
 
 
 
  
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Slika 27. Industrijski Manutec r-3 manipulator sa 6 ss. 

Defini{imo dinami~ke parametre manipulatora i pogonskog sistema. 
Uvedimo slede}e oznake: 

r iJ  - momenat inercije rotora motora  oko ose sopstvene rotacije. 
Rotor je sme{ten na segmentu 

i
1i −  a pokre}e segment . i
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iρ  - prenosni odnos reduktora ; negativan znak ukazuje na promenu 
smera rotacije izlazne osovine u odnosu na ulaznu osovinu. 

i

iv  - elektromehani~ka konstanta motora . i

max
iu  - maksimalni napon motora . i
im  - masa segmenta . i

ih  - vektor koji ukazuje na polo`aj ose narednog zloba u odnosu na 
prethodni zglob, definisan u koordinatnom sistemu prethodnog zgloba. 

id  - vektor koji ukazuje na polo`aj centra mase segmenta u odnosu na 
ta~ku preseka ose rotacije i uzdu`ne ose datog segmenta. 

iI  - tenzor inercije segmenta sa rotorom motora, u odnosu na centar 
mase datog segmenta, u fiksnom koordinatnom sistemu datog 
segmenta. 
Nominalni naponi svih motora su max

iu  = 7.5 V. 

 r iJ  
[ ] 2kgm

iρ  iv  
[ /Nm V ] 

im  
[ ]kg

ih  
[ ] m

id  
[ ] m

iI  
[ ] 2kgm

zglob 1 1.3e-3 -105 -126 × × × 1 1.16a J = 1 

zglob 2 
1.3e-3 210 252 56.5 

0.0
0.0
0.5

 
 
 
  

 
0.172
0.000
0.205

 
 
 
  

 
2.58 0.00 0.46
0.00 2.73 0.00
0.46 0.00 0.64

− 
 
 
 − 

 

zglob 3 
1.3e-3 60 72 26.4 

0.0
0.0
0.0

 
 
 
  

 
0.064
0.000
0.034

 
 
 
 − 

0.279 0.000 0.070
0.000 0.413 0.000
0.070 0.000 0.245

− 
 
 
 − 

 

zglob 4 
1.6e-4 -99 -24.8 28.7 

0.00
0.00
0.73

 
 
 
  

0.00
0.00
0.32

 
 
 
  

 
1.670 0.000 0.000
0.000 1.670 0.000
0.000 0.000 0.081

 
 
 
  

 

zglob 52 
1.8e-4 79.2 21.4 5.2 

0.0
0.0
0.0

 
 
 
  

 
0.000
0.000
0.023

 
 
 
  

 2

1.25 0.00 0.00
0.00 1.53 0.00 10
0.00 0.00 0.81

−

 
  ⋅ 
  

 

zglob 63 4.3e-5 -99 -8.6 × × × 6 4
33 10I −≈  

                                                 
1  Za prvi zglob dovoljan je samo momenat inercije oko ose 1. 
2  Segment 5, pored svoje mase i mase rotora 6. zgloba, sadr`i i segment 6. 
3  Poslednji segment robota, bez korisnog tereta, male je mase, obi~no simetri~no 

postavljene oko svoje ose rotacije. Otuda se segment 6 mo`e tretirati kao rotor motora. Otuda je, za 
sra~unavanje jedna~ina kretanja, potreban samo moment inercije oko ose rotacije. 
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Pod optere}enjem smatramo skoncentrisanu masu . Vektor od  do 
optere}enja, u fiksnom koordinatnom sistemu 6. segmenta, ozna~ava se sa . Za 
optere}enje jo{ va`i 

Lm 5H
Lr

  ( ) ( )2 2

1 2

3

0 15 [ ]

0 0

0.1 0.25 [ ]

L

L L

L

m kg

r r

r m

≤ ≤

≤ + ≤

≤ ≤

.15 [ ]m

]
Parametri motora su definisani slede}im veli~inama. 

vσ  - viskozno prigu{enje [ /Nms rad   

pK - poziciono poja~anje [ /   ]V rad

iK  - integralno poja~anje [ /  ]V rad

dK  - diferencijalno poj~anje [ /  ]
]
Vs rad

tk  - strujna konstanta [ /Nm V  

vk  - brzinska konstanta [ / ]Nms rad  

 
 

2[ ]

r iJ

kgm
 

[ /

i
v

]Nms rad
σ  

[ / ]

i
pK

V rad [ / ]

i
iK

V rad [ / ]

i
dK

Vs rad [ /

i
tk

]Nm V [ /

i
vk

]Nms rad
 

zglob 1 1.3e-3 1.86e-3 50 400 0 4.4 0.03395 

zglob 2 1.3e-3 1.86e-3 50 400 0 4.8 0.03395 

zglob 3 1.3e-3 1.86e-3 50 400 0 5.1 0.03395 

zglob 4 1.6e-4 2.43e-4 50 400 0 0.3 0.03395 

zglob 54 1.8e-4 2.43e-4 50 400 0 0.3 0.03395 

zglob 65 4.3e-5 6.7e-5 50 400 0 0.23 0.03395 

 
Neki interesantni parametri motora su dati u slede}oj tabeli. Takodje, 
posmatran kao sistem sa~injen od 6 nezavisnih podsistema, Manutec r-

3 poseduje rezonantne frekvence 0
iω  i korene karakteristi~ne jedna~ine 

1,2
is  date u slede}oj tabeli. 

                                                 
4  Segment 5, pored svoje mase i mase rotora 6. zgloba, sadr`i i segment 6. 
5  Poslednji segment robota, bez korisnog tereta, male je mase, obi~no simetri~no 

postavljene oko svoje ose rotacije. Otuda se segment 6 mo`e tretirati kao rotor motora. Otuda je, za 
sra~unavanje jedna~ina kretanja, potreban samo moment inercije oko ose rotacije.  
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 tip  

motora 
max

[ ]

iI
A

 
[ ]

i
nomM

Nm
max

[ ]

iM
Nm

max

[ / min

in
obr ]

0
iω  

2[ ]s−  
1,2
is  

zglob 1 1FT1071 25 4.5 9 3000 × × 

zglob 2 1FT1071 25 4.5 9 3000 3576 10⋅  306
706

−
±

 

zglob 3 1FT1071 25 4.5 9 3000 3573 10⋅  276
700j

−
±

 

zglob 4 1FT1043 8 1.5 3.2 3200 62.6 10⋅  425
1550

−
±

 

zglob 56 1FT1041 4.5 0.7 1.45 3200 3983 10⋅  439
869

−
±

 

zglob 67 1FT1031 2.1 0.3 0.5 3500 61.737 10⋅ 448
1264

−
±

 

 
Ograni~enja u zglobovima i ograni~enja po brzinama i ubrzanjima 

 
 

[ ]/[deg

iq

rad

<

]
 

deg[ ]/[

iq

rad ]
s s

<�

2
deg[ ]

iq

s

<��

zglob 1 2.97; 170 3; 170 170 

zglob 2 2.01; 115 1.5; 86 90 

zglob 3 2.86; 164 5.2; 298 530 

zglob 4 3.63; 208 3.4; 195 1310 

zglob 58 2.27; 130 4.3; 246 1270 

zglob 69 neograni~eno 3.7; 212 650 

                                                 
6  Segment 5, pored svoje mase i mase rotora 6. zgloba, sadr`i i segment 6. 
7  Poslednji segment robota, bez korisnog tereta, male je mase, obi~no simetri~no 

postavljene oko svoje ose rotacije. Otuda se segment 6 mo`e tretirati kao rotor motora. Otuda je, za 
sra~unavanje jedna~ina kretanja, potreban samo moment inercije oko ose rotacije. 

 
8  Segment 5, pored svoje mase i mase rotora 6. zgloba, sadr`i i segment 6. 
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Senzori u zglobovima: inkrementalni enkoderi i induktivni dava~i 
referentne pozicije. Impulsni enkoderi poseduju rezoluciju 600 impulsa po obrtaju. 
Po kvadraturnom dekodiranu, dobija se 2400 impulsa po obrtaju. Induktivni dava~i 
obezbedjuju referentni polo`aj robota. Robot se postavlja u parkirni polo`aj za 10º 
unazad od referentnog polo`aja.  

 
 referetni 

polo`aj 
parkirni 
polo`aj 

zglob 1 +40° +30° 

zglob 2 +70° +60° 

zglob 3 −130° −120° 

zglob 4 −50° −40° 

zglob 510 +30° +20° 

zglob 611 +95° +85° 

Zadatak 3.10 

Odrediti singularne ta~ke planarnog robota sa dva stepena slobode, 
prikazanog na slici 32. 

Re{enje: 

U slu~aju da robot nije redundantan, singularne ta~ke su one ta~ke u 
kojima jakobijan nije regularna matrica. Ukoliko je robot redundantan, jakobijan 
nije kvadratna matrica, pa se singularne ta~ke defini{u kao ta~ke u unutra{njem 
prostoru robota u kojima je rang jakobijana manji od stepena manipulabilnosti 
robota. Singularnosti postavljaju konfiguracije u kojima je pokretljivost srukture 
smanjena odnosno postoje pravci u kojima manipulator ne mo`e da se kre}e. U 

                                                                                                                            
9  Poslednji segment robota, bez korisnog tereta, male je mase, obi~no simetri~no 

postavljene oko svoje ose rotacije. Otuda se segment 6 mo`e tretirati kao rotor motora. Otuda je, za 
sra~unavanje jedna~ina kretanja, potreban samo moment inercije oko ose rotacije. 

10  Segment 5, pored svoje mase i mase rotora 6. zgloba, sadr`i i segment 6. 
11  Poslednji segment robota, bez korisnog tereta, male je mase, obi~no simetri~no 

postavljene oko svoje ose rotacije. Otuda se segment 6 mo`e tretirati kao rotor motora. Otuda je, za 
sra~unavanje jedna~ina kretanja, potreban samo moment inercije oko ose rotacije. 
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singularnoj poziciji postojati beskona~no mnogo re{enja inverzne kinematike. 
Kona~no, u okolini singularnih ta~aka male brzine u radnom prostoru tj. spoljnim 
koordinatama mogu proizvesti velike brzine u zglobovima, ukoliko robot 
upravljamo inverznim kinemati~kim algoritmima. Singularnosti mogu biti: 
grani~ne i untura{nje. Grani~ne nastaju kada je manipulator na granicama svoje 
radne oblasti. Njih je mogu}e ih je izbe}i planiranjem trajektorije. Unutra{nje 
singularnosti nastaju dovodjenjem vi{e zgobova na istu osu kretanja. U slu~aju 
planarnog lakatastog robota, slika 32, jedna~ine direktne kinematike su 

 ( )
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Diferenciranjem dobijamo jakobijan 
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 J=x q��  

U singularnim ta~kama jakobijan nije regularan, odnosno 

 det 0=J  

  ( ) ( )[ ]
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0
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1212
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=
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Kona~no, singularne ta~ke dobijaju se za ispru`enu ili sklopljenu konfiguraciju 
datog robota.  

 2sin 0q =  

  2 20q q= ∨ = ±π

Kada je manipulator u singularnom polo`aju kretanjem zglobova brzina ima dva 
mogu}a smera koji su isti i za segment 1 i za segment 2 (matrica J ima linearno 
zavisne vrste ) i kretanje je ograni~eno. 

1q

2q kq=� 1�

Zadatak 3.11 

Odrediti singularne polo`aje antropomorfnog, RRR robota, slika 38.  
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Re{enje: 

Homogena matrica transformacije i jakobijan antropomorfnog robot su 
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Uslov singularnosti za antropomorfni robot glasi 

   ( )2 3 3 2 2 3 23

det 0
det a a s a c a c

=

= − +

J
J

          3 2 2 3 230 0s a c a c= ∨ + =

~etvrta kolona matrice homogenih transformacija postaje  

  
2 2 3 3

0
0

1
a s a s

 
 
 
 +
 
 

{to ukazuje da singularan polo`aj nastaje kada je ( , ) (0,0)x y = , odnosno kada se 
vrh robota nalazi na  z - osi .  

  3 30q q= ∨ = ±π

U okolini singularnog polo`aja det J ≈ 0, odnosno izraz 1 1
det( ( ))adj

− =J
J

 dobija 

veoma veliku vrednost pa iz  sledi da se u okolini singulariteta brzine 
zglobova naglo pove}avaju prevazilaze}i sposobnost aktuatora da ih obezbede. 

1x�−=q J�

 70



Robotika Zbirka zadataka 

DINAMIKA  

Zadatak 4.1 

Za dvosegmentni ravanski mehanizam prikazan na Sl. 28. sra~unati 
potrebne momente u zglobovima (ne uzimaju}i u obzir gravitaciona optere}enja i 

silu trenja) da bi manipulator delovao na okolinu silom 







=








=

0
10

y

x

F
F

F
G

. 

1

2

F

Slika 28. Dvosegmentni mehanizam u kontaktu sa okolinom 

Re{enje: 

Relacija koja povezuje silu kojom robot deluje na okolinu i odgovaraju}e 
momente u zglobovima je data sa 

  FJ T ⋅=τ

Treba napomenuti da se momenti τ  u gornjem izrazu odnose samo na 
doprinos koji u zglobovima indukuje spoljna sila F  i da gravitacioni momenti od 
te`ine samih segmenata mehanizma nisu uklju~eni.  
 Jakobijan ovog mehanizma smo sra~unali ranije i on je dat sa 
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pa je transponovani jakobijan  dat sa TJ
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pa su tra`eni momenti, kona~no, dati sa 
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Zadatak 4.2 

Za trosegmentni sferni manipulator (zadatak 4.1) odrediti potrebne pogone 
u zglobovima (ne uzimaju}i u obzir gravitaciona optere}enja i silu trenja) da bi 
manipulator delovao na zid silom . TF )2,5,10(=

Re{enje: 

Jakobijeva matrica za ovaj manipulator je data sa 
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pa mo`emo pisati  
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Zadatak 4.3 

Odrediti sile i momente koji deluju na zavrtanj ako ga okre}emo klju~em 
koji je pri~vr{}en za poslednji segment robota (Sl. 29). Podatke o sili i momentu  

w

v

u

z

x

y

Slika 29. Poslednji segment robota sa senzorom sile u zglobu {ake u kontaktu sa zavrtnjem  
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dobijamo od senzora sme{tenog u "zglobu {ake" koji meri tri komponente sile i tri 
komponente momenta. 

Re{enje: 

Da bi ovaj zadatak re{ili potrebno je da malo detaljnije razmotrimo 
teoretske aspekte jakobijeve matrice. Modifikujmo definiciju vektora  koji je 
ozna~avao vektor ugaonih koordinata u zglobovima. Neka je sada vektor 

 predstavlja nezavisni i kompletan skup generalisanih koordinata u 
kome je mogu}e kompletno opisati polo`aj mehani~kog sistema (koordinate u 
zglobovima robota predstavljaju jedan takav skup). Neka su 

q

[ T
nqqqq ...,, 21= ]

[ ]T
nQQQQ ...,1= ,2  

generalisane sile i momenti koje odgovaraju generalisanim koordinatama 
. Tako|e pretpostavimo da je [ T

nqqqq ...,, 21= ] [ ]T
mpppp ...,, 21=  drugi skup 

generalisanih koordinata koji ne mora da bude kompletan, tj. ne mora biti 
obezbe|eno da se sistem mo`e u celosti njime opisati. Na primer, koordinate za 
poziciju i orijentaciju robota nisu potpun skup u slu~aju da je robot redundantan. 
Posmatrajmo, zatim, trenutak kada stati~ke sile i momenti deluju na sistem ~ija 
pozicija je opisana sa . Pretpostavimo da su te stati~ke sile i momenti obele`eni 

sa  i da su izra`eni u odnosu na koordinatni sistem 

. Problem je kako transformisati sile i momente obele`ene sa  

iz  koordinata u 

q

]
[ PPPP ...,, 21=

[ mpppp ...,, 21=

[ pppp ...,, 21=

]

]

T
m
T

T
m

P

[ ]T
nqqqq ...,, 21=  koordinate.  

Posmatrajmo virtuelna pomeranja pδ . Obzirom da je skup  koordinata 
kompletan skup generalisanih koordinata njima se mo`e izraziti pomeraj proiz-
voljne ta~ke sistema. me|utim, pomeraj opisan sa  mora biti izra`en u odnosu na 

 koordinate. Diferenciranjem funkcije mo`emo povezati virtualna pomeranja 

q

p
q pδ  
i qδ  u obliku 

 qJp δδ =  

gde je J jakobijeva matrica dimenzija m ×  n pridru`ena transformaciji 
koordinata. Da bi prona{li vezu izme|u sila  i Q  posmatrajmo ravnote`u 
sistema i napi{imo izraz za virtualni rad za taj slu~aj. Pod virtualnim pomeranjima 
se podrazumevaju infinitezimalni pomeraji mehani~kog sistema koje dozvoljavaju 
veze. Za razliku od stvarnih pomeraja virtuelni pomeraji treba samo da budu u 
saglasnosti sa ograni~enjima koja name}u veze, dok se ostalim zakonima kretanja 
ne pokoravaju. Prema tome, izraz za virtualni rad je 

P
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  ( ) 0=−=⋅−⋅= qPJQpPqQw TTT δδδδ

Obzirom da su virtuelna pomeranja razli~ita od nule 0≠qδ , prethodni izraz 
mo`e biti ta~an  samo ukoliko je izraz u zagradi jednak nuli, odakle sledi  

PJQ T=  

~ime smo odredili tra`enu zavisnost.  

U ovom slu~aju se poslednji segment robota zajedno sa klju~em za zavr-
tanje vijka i vijkom mo`e smatrati jedinstvenim krutim telom. Neka je u centru 
senzora sile sme{ten koordinatni sistem O-uvw, a u centru vijka koordinatni sistem 
O-xyz i neka su ova dva koordinatna sistema paralelna, kao {to je na Sl. 29 prika-
zano. Infinitezimalna kretanja krutog tela izra`ena u odnosu na koordinatni sistem 
O-xyz su data vektorom , a u odnosu na koordinatni 

sistem O-uvw vektorom .  

[ T
zyx ddddzdydx φφφ

[ ]T
wvu ddddwdvdu φφφ

]

Jakobijeva matrica transformacije izme|u ova dva koordinatna sistema je d 
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na osnovu izraza za vezu izme|u generalisanih sila 
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P  i  koja je izvedena ranije, 
mo`emo pisati 
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~ime je zadatak re{en. 

PLANIRANJE TRAJEKTORIJA I PRIMENE  

Zadatak 5.1 

U po~etnom trenutku se vrh manipulatora sa tri linearna stepena slobode 
(dekartova ili kartezijanska konfiguracija) nalazi u ta~ki A0 (x0=5, y0=3, z0=5) mm. 
Odrediti trajektoriju do ciljne ta~ke A1 (x1=12, y1=9, z1=15) mm ukoliko se kretanje 
ostvaruje tako da se pojedina~no (sekvencijalno) aktiviraju zglobovi. Pretpostaviti 
da maksimalne brzine aktuatora iznose 0.2 m/s. Periode ubrzanja i usporenja 
zanemariti tj. pretpostaviti da se zglobovi svo vreme kre}u maksimalnom i 
konstantnom brzinom. Period uzorkovanja (odabiranja) je 5 ms.  

Re{enje: 

Najpre }emo odrediti koliki put svaki segment (du` koordinatnih osa) treba 
da pre|e tokom ovog pokreta 

∆x = XA1 - XA0 = 12 - 5 = 7 mm 
∆y = YA1 - YA0 = 9 - 3 = 6 mm 
∆z = ZA1 - ZA0 = 15 - 5 = 10 mm 

Put koji segment pre|e tokom jednog perioda odabiranja je  

 mmms
ms
mmtvS 152.00 ===  
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Polo`aji vrha manipulatora su za svaki period odabiranja dati u slede}oj 
tabeli. 
 

Vreme 
(ms) 

X 
(mm) 

Y 
(mm) 

Z 
(mm) 

Vreme 
(ms) 

X 
(mm) 

Y 
(mm) 

Z 
(mm) 

0 5 3 5 60 12 8 5 
5 6 3 5 65 12 9 5 

10 7 3 5 70 12 9 6 
15 8 3 5 75 12 9 7 
20 9 3 5 80 12 9 8 
25 10 3 5 85 12 9 9 
30 11 3 5 90 12 9 10 
35 12 3 5 95 12 9 11 
40 12 4 5 100 12 9 12 
45 12 5 5 105 12 9 13 
50 12 6 5 110 12 9 14 
55 12 7 5 115 12 9 15 

Sa skice se mo`e videti da se vrh manipulatora prvo kre}e po x osi 
(po~ev{i od ta~ke A0) ukupno 7 mm. Vreme trajanja pokreta je 35 ms. Zatim se 
kre}e po y osi 6 mm (do trenutka t=60 ms), i na kraju, po z osi 10 mm do krajnje 
ta~ke A1. 
 

Na slede}oj skici je prikazana putanja vrha manipulatora. 
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O~igledno je da je redosled aktiviranja zglobova mogao biti i druga~iji, tj. 
molo je najpre biti realizovano kretanje du` y ili z ose, a zatim kretanje du` ostale 
dve ose. Redosled aktiviranja zglobova zadatkom nije bio specificiran tako da je 
mogao biti usvojen bilo koji redosled sa istim krajnjim polo`ajem.  

Zadatak 5.2 

U prethodnom primeru je svaki zglob bio aktiviran samo jednom i tokom 
rada je pre|en ceo planirani opseg kretanja. Za podatke iz prethodnog primera 
odrediti trajektoriju vrha robota ako se aktiviranje zglobova vr{i isto sekvencijalno 
i pojedina~no, ali se u svakom narednom periodu odabiranja uklju~i slede}i zglob.  

Re{enje: 

U po~etku pokreta }e biti redosledno aktivirana sva tri zgloba. Me|utim, 
obzirom da du`ina trajektorije vrha po osama nije ista, do kraja pokreta }e ostati 
aktivan samo onaj zglob ~iji je period anga`ovanja najdu`i. U ovom primeru je to 
zglob koji ostvaruje kretanje du` z ose. Na ovaj na~in se tako|e dobija izlomljena 
trajektorija ali mnogo bli`a pravolinijskoj putanji. 

Vrh robota se kre}e (iz po~etne ta~ke A0) za 1 mm redosledno po sve tri 
ose do vremena 95 ms. U tom trenutku su zavr{ena kretanja po x i y osi. Vrh 
manipulatora nastavlja da se kre}e samo po z osi do krajnje ta~ke A1. 

Na slede}oj skici je prikazana putanja vrha manipulatora 
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Slika 30 Putanja vrha robota iz zadatka 3.2 

U narednoj tabeli je dat prikaz polo`aja vrha manipulatora tokom trajanja pokreta 
 

Vreme 
(ms) 

X 
(mm) 

Y 
(mm) 

Z 
(mm) 

Vreme 
(ms) 

X 
(mm) 

Y 
(mm) 

Z 
(mm) 

0 5 3 5 60 9 7 9 
5 6 3 5 65 10 7 9 

10 6 4 5 70 10 8 9 
15 6 4 6 75 10 8 10 
20 7 4 6 80 11 8 10 
25 7 5 6 85 11 9 10 
30 7 5 7 90 11 9 11 
35 8 5 7 95 12 9 11 
40 8 6 7 100 12 9 12 
45 8 6 8 105 12 9 13 
50 9 6 8 110 12 9 14 
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55 9 7 8 115 12 9 15 

Zadatak 5.3 

Za podatke iz zadatka 3.1. odrediti trajektoriju vrha robota ako se svi 
zglobovi aktiviraju na po~etku pokreta istovremeno i kre}u se maksimalnom brzi-
nom. Motori ostaju uklju~eni dok svaki pojedina~ni zglob ne dostigne `eljenu 
vrednost.  

Re{enje: 

Ovaj na~in realizacije trajektorije, obzirom da su svi motori uklju~eni 
istovremeno,  omogu}uje znatno kra}e vreme trajanja pokreta ali zbog nejednakog 
vremena rada motora u pojedinim zglobovima dolazi do velikih trzaja i 
neuskla|enih kretanja. Putanja vrha robota nije prava linija i njen oblik zavisi od 
du`ine rada motora u pojedinim zglobovima. 

U narednoj tabeli su date koordinate trajektorije vrha robota za vreme 
trajanja pokreta. 

Vrh robota se kre}e istovremeno po X, Y, Z osi do trernutka t=30 ms kada 
se zavr{ava kretanje po y osi. Sledi kretanje od 1 mm po x osi. I na kraju sledi 
kretanje po z osi do krajnje ta~ke A1. 
 

Vreme  
(ms) 

X 
(mm) 

Y 
(mm) 

Z 
(mm) 

0 5 3 5 
5 6 4 6 

10 7 5 7 
15 8 6 8 
20 9 7 9 
25 10 8 10 
30 11 9 11 
35 12 9 12 
40 12 9 13 
45 12 9 14 
50 12 9 15 
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Na slede}oj skici je prilazana putanja vrha manipulatora  

x

y

z

A
1

A
0

Slika 31. Putanja vrha robota 

Zadatak 5.4 

Za laktastu strukturu strukturu manipulatora sa dva stepena slobode u 
vertikalnoj ravni, slika 32, izvesti uslov kojim se elimini{u nelinearnosti matrice 
inercije u dinami~kom modelu manipulatora. Poznate su du`ine l i l  i mase 

segmenata m i kao i masa optere}enja m  
1 2

1 2m o
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Slika 32. Laktasta struktura manipulatora sa dva stepena slobode u vertikalnoj ravni 

Re{enje:  

Primenom Langran`-Ojlerove jedna~ine formira}emo model dinamike 
datog manipulatora 

 
ii

i
LL

dt
d

θ∂
∂

−








θ∂
∂

=τ �  (2) 

gde su: 

iτ  – pogonski momenti u zglobovima 

iθ  – ugaoni pomeraji u zglobovima  

iθ�  – ugaona brzina u zglobovima 

L  – Lagran`ijan 

Pk EEL −= , gde je  ukupna kineti~ka energija manipulatora a  je 

ukupna potencijalna energija manipulatora.  
KE pE

1. Segment 

Kineti~ka energija za prvi segment iznosi 

 2
112

12
1

2
112

1
1 )( θ++= ��� IyxmE cck  (3) 

gde je  moment inercije prvog segmenta u odnosu na centar mase prvog 
segmenta. Ukoliko segment smatramo {tapom bez debljine, sa centrom mase na 
sredini {tapa, moment inercije iznosi 

1I
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 2
1112

1
1 lmI =  (4) 

  (5) 
1111111

1111111

cos,sin

sin,cos

θ⋅θ=θ=

θ⋅θ−=θ=
��

��

cccc

cccc

lyly

lxlx

Otuda, kineti~ka i potencijalna energija prvog segmenta iznose 

 2
112

12
1

2
112

1
1 θ+θ= �� IlmE ck ,  111111 sinθ== ccp lmymE gg  (6) 

2. Segment 

Ugaona brzna drugog segmenta u odnosu na osnovu iznosi θ . Otuda, 
kineti~ka energija drugog segmenta iznosi 

21 θ+ ��

 2
2112

12
2

2
222

1
2 )()( θ+θ++= ���� IyxmE cck  (7) 

Moment inercije drugog segmenta, smatraju}i da je segment {tap bez debljine, sa 
masom  skoncentrisanom na sredini {tapa . 2m 2/2l

 2
2212

1
2 lmI =  (8) 

  (9) 

),cos()(cos

),sin()(sin

),sin(sin
),cos(cos

212121112

212121112

212112

212112

θ+θθ+θ+θθ=

θ+θθ+θ−θθ−=

θ+θ+θ=
θ+θ+θ=

����
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llx

lly
llx

Kineti~ka energija drugog segmenta data je relacijom 

 
)2(cos)(

...)2(

221
2
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1
221

2
1212

221
2
1

2
222

1
1

2
122

1
2

θ+θθ+θ+θθθ+θ

+θ+θθ+θ+θ=
�������

�����

Illm

lmlmE

c

ck  (10) 

Potencijalna energija drugog segmenta data je relacijom 

 )sin(sin 2122112222 θ+θ+θ== ccp glmglmgymE  (11) 

Kineti~ka energija za optere}enje na hvataljci robota iznosi 

 )( 22
2
1

oooko yxmE �� +=  (12) 

Za centre mase hvataljke brzina iznosi 
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  (13) 

)cos()(cos

)sin()(sin

)sin(sin
)cos(cos

21212111

21212111

21211
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o

Otuda, kineti~ka i potencijalna energija drugog segmenta iznose 

 221
2
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2
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2
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1 cos)2()2( θθθ+θ+θ+θθ+θ+θ= �������� llmlmlmE oooko  (14) 

 ))sin(sin( 212112
1 θ+θ+θ== llgmgymE ooopo  (15) 

Ukupna kineti~ka energija iznosi 

 kokkk EEEE ++= 21  (16) 

a ukupna potencijalna energija iznosi 

 poppp EEEE ++= 21  (17) 

Otuda je Lagran`ijan  
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 (18) 

U cilju primene izraza za Lagran`ijan dvosegmentnog manipulatora datog 
jedna~inom (18) u Lagran`ovu jedna~inu (2), moramo da odredimo izraze za 
parcijalne izvode Lagran`ijana po ugaonim pozicijama i brzinama.  

Op{ta matri~na forma jedna~ine dinamike manipulatora sa dva stepena 
slobode glasi: 

  (19) 







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1

G
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C
C
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��
��

gde su: 
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  (20) 
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Usled prisustva mnogobrojnih sabiraka sa trigonometrijskim funkcijama 
koordinata robota u relacijama (20), model dinamike je izrazito nelinearan. Usled 
periodi~nih svojstava pomenutih funkcija, pri odre|enim frekvencijama 
upravlja~kih signala mo`e do}i do ne`eljenih vibracija strukture manipulatora. 

U su{tini, linearizacija predstavlja modifikaciju mehani~ke konstrukcije 
robota sa ciljem da se u delu radnog prostora obezbedi smanjenje ili potupno 
eliminisanje uticaja relativnog kretanja segmenata robota. To se, recimo, mo`e 
posti}i pomeranjem centara mase segmenata, u negativnom smeru ose zgloba, ka 
zglobovima.  U konkretnom slu~aju, zna~ajno eliminisanje nelinearnosti u 
Lagran`ijanu mo`e se ostvariti izborom centara mase tako da izraz m 222 lml oc + , 
koji se javlja kao ~inilac u skoro svim koeficijentima dinami~ke jedna~ine, uzme 
vrednost nula 

 0222 =+ lmlm oc , 

odnosno da centar mase drugog segmenta uzme vrednost 

 2
2

2 l
m
ml o

c −=  (21) 

Tako|e, po`eljno je i da  

 011211 =++ lmlmlm oc  

odnosno da centar mase prvog segmenta uzme vrednost 

 1
1

2
1 l

m
mml o

c
+

−=  (22) 

Ostvarivanjem uslova (21) i (22), model dinamike postaje: 
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Dakle, za robot prikazan na slici 33, ostvareno je potpuno poni{tavanje 
efekata usled centrifugalnih i koriolisovih sila. Eliminisan je uticaj gravitacione sile 
na drugi segment kao i deo gravitacione sile drugog segmenta koji je preslikan na 
prvi zglob. Takodje, potpuno su eliminisani efekti nelinearnosti u matrici inercija. 

 

Slika 33. Laktasta struktura manipulatora sa dva stepena slobode u vertikalnoj ravni sa 
kompenzovanim centrima masa 

Ukoliko je poznata masa optere}enja , izmenom konstrukcije robota, 

uvodjenjem kontramasâ m  i  posti`e se `eljeno dinami~ko uravnote`enje 
manipulatora, slika 33. To se mo`e posti}i i izme{tanjem pogonskih i redukcionih 
jedinica. Ukoliko masa optere}enja  nije poznata, treba usvojiti srednju vrednost 
o~ekivanih masa ili formirati slo`eniji sistem na bazi opruga i hidraulike.  

om

1c 2cm

om
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Zadatak 5.5 

Simulirati trajektorije PUMA560, slika 56, robota koji se iz nultog 
polo`aja q  prepu{ta dejstvu gravitacije. Motori robota nisu 
uklju~eni a ko~nice u zglobovima su isklju~ene. Pad traje 0.7652 s.  

];000000[=z

Re{enje: 

Analizirajmo pad primenom funkcije fdyn, bez dodatnog pogona u 
motorima.  

 
[t q qd] = fdyn(p560, 0, 0.7652); 

Rezultati su prikazani na slici 34. 

 

Slika 34. Simulacija pada robota PUMA560 
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U ovom slu~aju je jasno da robot pada pod dejstvom gravitacije ali usled 
koriolisovih i centrifugalnih sila de{ava se rotacija oko ose prvog zgloba (plava 
linija na slici 35).  

 

Slika 35. trajektorije prva tri zgloba robota PUMA560 pri slobodnom padu iz nultog polo`aja 

Recimo, ubrzanja na po~etku kretanja se mogu izra~unati  
 
qdd0 = accel(p560, qz, zeros(1,6), zeros(1,6)) 

daju}i rezultat 
 
qdd0 = [-0.2463 -8.7020 2.5442 0.0021 0.0672 0.0001] % rad 

Zadatak 5.6 

Sastaviti model kinemati~kih i dinami~kih parametara za robot E2R na 
bazi eksperimentalno i katalo{ki odredjenih vrednosti za segmente i motore. Izgled 
manipulatora dat je na slici 36. 

 

 l_i [m] m_i [kg] R_i [ohm] Kem_i [Nm/A] J_i [kgm2] N_i Un_i [V] 

segment 1 0.42 3.312 1.35 0.1 122e-6 35 24 

segment 2 0.28 0.42 8 48/(38*69) 1.1261e-6 69 24 
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Slika 36. Skica i fotografija laboratorijskog dvosegmentnog planarnog manipulatora namenjenog 
obuci studenata 

Re{enje: 

% Matrica kinematickih i dinamickih parametara E2R manipulatora 
 
% alfa a theta d sigma m rx ry rz Ixx Iyy Izz Ixy Iyz Ixz Jm G B Tc+ Tc- 
dh_ee2r=[ 
 0 l1 0 0 0 m1 -l1/2 0 0 0 (m1*l1 (m1*l1 0 0 0 J1
 N1 0 0 0 
            *l1/12) *l1/12) 
 0 l2 0 0 0 m2 -l2/2 0 0 0 *m2*l2 m2*l2 0 0 0 J2
 N2 0 0 0]; 
            *l2/12) *l2/12) 
% Matrica Dinamickih parametara aktuatora E2R manipulatora 
 
%         Rr Kem  Kme   Jm  N     B  U 
act_ee2r=[R1 Kem1 Kme1  J1  N1    0  Ur1 
          R2 Kem2 Kme2  J2  N2    0  Ur2]; 
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Zadatak 5.7 

Kori{}enjem odgovaraju}ih funkcija robotics-toolbox-a izra~unati 
nominalno upravljanje robotom E2R ukoliko je poznato da trajanje pokreta iznosi 1 
s a vreme diskretizacije iznosi 10 ms. Po~etni polo`aj robota definisan je vektorom 
q0=[30 -60]*pi/180 rad, a zavr{ni polo`aj vektora definisan je vektorom qf=[90 -
30]*pi/180 rad. 

Re{enje: 

Kori{}enjem matrica dh_ee2r i act_ee2r izra~una}emo napone na 
motorima za dati pokret.  

% Inverzna dinamika 
disp('Racunanje nominalnih napona motora - racunanje inverzne 

dinamike sa aktuatorima') 
 
ur=idynact(dh_ee2r, act_ee2r, q, qd, qdd); 

Izra~unavanje direktna dinamika obavlja se po slede}oj proceduri 
t111=t'; 
taunom=[t111, ur]; 
qt=[t111, q, qd, qdd]; 
Pgain=[0 0];   Dgain=[0 0]; 
qd0=qd(1,:); 
ctlanme='nomctl' 
global taunom qt Pgain Dgain ctlname 
[tsim, q_os, qd_os]=fdynact(dh_ee2r, act_ee2r, ... 

0, tf, 'nomctl', q0, qd0); 
q_os=interp1(tsim, q_os, t111); 
qd_os=interp1(tsim, qd_os, t111); 
plot(t111, q_os-q); 
plotbot(ee2rob, q_os); 

Napon koji se dovodi na motore zadaje se funkcijom nomctl. Ova funkcija 
se koristi za implementaciju upravlja~kog algoritma 

f-os = interp1(tsim, q_os, t111); 

interpolacija ostvarenih pozicija radi uskladjivanja sa t111 koristi se 
ugradjena funkcijaza numeri~ku integraciju ode23 (runge-kutte 2-3 reda). 

Rezultati su prikazani na slici 37. 
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Slika 37. Trajektorije u unutra{njim i spolja{njim koordinatama i sra~unato nominalno upravljanje. 

Zadatak 5.8 

Izvesi model dinamike antropomorfne minimalne konfiguracije sa slike 38. 

Re{enje: 

Postupak izvodjenja modela dinamike bi}e realizovan nezavisnim 
sra~unavanjem momenata za prvi zglob, u odnosu na osnovu, i za druga dva zgloba 
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koji ~ine laktasti planarni manipulator u vertikalnoj ravni. Time }e se razlo`iti 
uticaj razli~itih parametara konstrukcije manipulatora na model dinamike. 

 

Slika 38. Antropomorfna, RRR minimalna konfiguracija.  

Kineti~ka i potencijalna energija zgloba 0 date su sa: 

 
2
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Momenat  koji zglob uz osnovu treba da obezbedi odredjen je Lagran`ovom 
jedna~inom 
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Za segment 1, vektori pozicije 1gr  i brzine 1gv  centra mase su 
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Kineti~ka energija prvog segmenta je 
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K m I
ω
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pri ~emu je ugaona brzina 

 1 1 1g cv lω =  

Kombinacijom prethodnih jedna~ina dobijamo 

 ( )
2

2 2 21 1 1
1 1 1cos

2
cm l IK +

= θ ⋅ θ� �
2+ θ  

Komponente momenata koje motori osnove i ramena treba da ostvare su 
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U prethodnim jedna~inama izraza 2
1 1 1 1( ) coscm l I+ θ , predstavlja inerciju prvog 

segmenta u odnosu na vertikalnu osu Z. Ova inercije, pomo`ena sa ugaonim 
ubrzanjem segmenta uz osnovu daje momenat potreban da se ostvari to ubrzanje. 
Drugi ~lan je koriolisova sila koji nestaje pri nultim brzinama drugog i tre}eg 
zgloba. Ovaj ~lan je ekvivalentan efektu pove}enja rotacionog ubrzanja oko 
vertikalne ose koji kliza~ na ledu posti~e skupljaju}i ispru`ene ruke. Prvi ~lan 
druge jedna~ine defini}e momenat potreban da se ubrza segment 1 sa inercijom 

 u odnosu na osu zgloba 1. Drugi ~lan je centrifugalna sila koja 
ukazuje na tendenciju zauzimanja horizontalnog polo`aja segmenta koji rotira oko 
vertikalne ose.  

2
1 1 1( cm l I+ )

0Za segment 2, masa je  a inercija  definisana je oko ose normalne 
na segment, postavljene kroz centar mase segmenta.  

2 2'm m m= + 1I

Polo`aj vektora drugog centra mase drugog segmenta u odnosu na  je 1O
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dok je vektor brzine  
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Moduo ugaone brzine drugog segmenta je 
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Pa je kineti~ka energija drugog segmenta 
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a momenti motora u zglobovima 0, 1, i 2 potrebnih da podr`e kretanje segmenta 2 
su, respektivno,  
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Komponente momenata usled gravitacije izra~unavaju se iz izraza za potencijalnu 
energiju 

 ( ){ }1 1 1 2 1 1 2 1 2sin sin cosc cV g m l m l l = θ + θ + θ + θ  

Shodno tome, gravitacione komponente u aktuatorima zglobova 1 i 2 su 
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Ove stati~ke komponente dodaju se komponentama usled kretanja pa se ukupni 
momenti zglobova 0, 1 i 2 dobijaju kao suma prethodno izvedenih izraza za 
momente (T T ) 0 1 2, ,T
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Kona~no, model dinamike je izveden. Razmotrimo mogu}nosti 
pojednostavljenja mehanike modifikacijom dizajna.  

Prvo, uticaj nelinearnih gravitacionih ~lanova mo`e biti umanjen stati~kim 
uravnote`enjem segmenata 1, da bi se postiglo 1 0cl =  i 2 2 0cl = . Kod prvog 
segmenta primena stati~kog uravnote`enja je jednostavnija nego kod drugog s 
obzirom na ~injenicu da je masa drugog segmenta relativno srazmerna korisnom 
teretu koji robot nosi. Ukoliko je ostvareno idealno re{enje 1 0cl =  i 2 2 0cl = , 
jedna~ine momenata su 
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Zadatak 5.912 

Dat je dvosegmentni laktasti manipulator, slika 32, u vertikalnoj ravni. 
Definisan je du`inama segmenata a_i = 1m, polo`ajima centara masâ lc_i=0.5m, 
momentima inercija segmenata za ose rotacije u zglobovima Il_i = 10; masama 
segmenata m_i=50kg, masama m_mi=5kg i momentima inercija motora Im_i=0.01 
i prenosnim odnosima reduktora k_ri=100. Odrediti pogonske momente motora za 
tri razli~ite trajektorije.  

a. Oba zgloba rotiraju za po / 2π , u trajanju od 0.5 s; ugaone brzine imaju 
trougaoni profil, 

b. Oba zgloba rotiraju tako da vrh robota prevode iz ta~ke x_i = [0.2;0]; u 
ta~ku x_f = [1.8;0]; u trajanju od 0.66 s; profil brzine je trapeznog oblika; trajanje 
vremena ubrzanja/usporenja je 0.15 s a brzina krstarenja ograni~ena je na 5 rad/s. 

c. Vrh robota kre}e se pravolinijski od x_i = [0.2;0]; do x_f = [1.8;0]; u 
trajanju 0.6 s; profil brzine je trapeznog oblika; trajanje vremena 
ubrzanja/usporenja je 0.15 s a brzina krstarenja ograni~ena je na 5 rad/s. 

                                                 
12 dan3 
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Re{enje: 

Simulacioni skript mo`e se na}i u fajlovima dan3a.m, dan3b.m i dan3c.m. 
Rezultati su prikazani na skupovima dijagrama 39 , 40 , 41.  

 

Slika 39. Trougaoni profili brzine za trajektoriju a) 
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Sa slike 39 uo~avamo da inercijalni element prvog zgloba prati oblik 
ubrzanja u prvom zglobu. Usled konstantnog sopstvenog momenta inercije drugog 
zgloba, sopstveni inercijalni element drugog zgloba je takodje konstantan za 
odgovaraju}u vrednost ugaonog ubrzanja drugog zgloba. Inercioni elementi usled 
sprezanja prvog i drugog zgloba su jednaki {to je obezbedjeno trajektorijom. 
Koriolisovi efekti su prisutni samo u prvom zglobu jer se vrh robota kre}e u 
odnosu na koordinatni sistem vezan za centar mase prvog segmenta dok je 
nepokretan u odnosu na koordinatni sistem vezan za centar mase drugog segmenta. 
Kona~no, centrifugalni efekti u prvom i drugom zglobu su simetri~ni jer je 

. 1 2( ) ( )t tθ = θ� �

Kako su zadatkom definisana jednaka ubrzanja, unakrsni (spre`ni) linearni 
momenti imaju suprotne vrednosti u delu kretanja kada oba ubrzanja imaju istu 
vrednost a suprotnog su znaka, slika 40. Trapezni profili brzina u prvom i drugom 
zglobu traju razli~ito {to dovodi do toga da centrifugalne komponente momenta u 
prvom zglobu, usled brzine kretanja drugog zgloba traju du`e nego centrifugalna 
komponenta momenta u drugom zglobu usled kretanja u prvom zglobu. 

Dijagrami brzina i ubrzanja u zglobovima, kao i komponente momenata, 
slika 41, razlikuju se od dijagrama koji odgovaraju trajektorijama prvog i drugog, 
{to je posledica nelinearne veze koja postoji izmedju uglova u zglobovima i 
kretanja vrha robota. 
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Slika 40. Trapezni profili brzine za trajektoriju pod b) 
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Slika 41. Dijagrami za trajektoriju pod c) 

Zadatak 5.10 

Izvr{iti simulaciju robota PUMA 560 u zadatku pra}enja pravolinijske 
trajektorije koja polazi iz ta~ke: 

( , , ) [0.4,0.1,0.2]i i ix y z =  
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po trapeznom  profilu brzine sa vremenom ubrzanja/usporenja od 20% ukupnog 
zadatog vremena, i dolazi u ta~ku: 

( , , ) [0.2,0.2, 0.25]f f fx y z = −  

za vreme od T=3s. 
Dinami~ki parametri manipulatora PUMA560 su dati u tabeli. 
 

m 
[kg] 

rx 
[m] 

ry 
[m] 

rz 
[m] 

Ixx 
[kgm2] 

Iyy 
[kgm2] 

Izz 
[kgm2] 

0 0 0 0 0 0.35 0 
17.4 -.3638 .006 .0774 .13 .524 .539 
4.8 0 -.014 .070 .066 .086 .0125 
0.82 0 .019 0 1.8e-3 1.3e-3 1.8e-3 
0.34 0 0 0 .3e-3 .4e-3 .3e-3 
m6 0 0 .032 .15e-3/.09*m6 .15e-3/.09*m6 .04e-3/.09*m6 

 
Ixy 

[kgm2] 
Iyz 

[kgm2] 
Ixz 

[kgm2] 
Jm 

[kgm2] 
G B Tc+ Tc- 

0 0 0 200e-6 -62.6111 1.48e-3 .395 -.435 
0 0 0 200e-6 107.815 .817e-3 .126 -.071 
0 0 0 200e-6 -53.7063 1.38e-3 .132 -.105 
0 0 0 33e-6 76.0364 71.2e-6 11.2e-3 -16.9e-3 
0 0 0 33e-6 71.923 82.6e-6 9.26e-3 -14.5e-3 
0 0 0 33e-6 76.686 36.7e-6 3.96e-3 -10.5e-3]; 

 
Dinami~ki parametri motora su: 
 

% Dinamicki parametri modela motora 
%        R   Kem   Kme     J       N      B    U 
motdyn=[1.1 0.034 0.034 0.00132 62.6111 0.0001 20 
        1.1 0.034 0.034 0.00132 107.815 0.0001 20 
        1.1 0.034 0.034 0.00132 53.7063 0.0001 20 
        1.1 0.034 0.034 0.00132 76.0364 0.0001 20 
        1.1 0.034 0.034 0.00132 71.9230 0.0001 20 
        1.1 0.034 0.034 0.00132 76.6860 0.0001 20]; 

Za simulaciju dinamike koristiti PD regulator. 

Re{enje: 

Trajektorija je definisana sa: 
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Slika 42. Trajektorije u radnom prostoru (levo) i gre{ke dobijene re{avanjem inverzne kinematike 
(desno). 

PD regulator je pode{en na maksimalnom momentu inercije po svakom zglobu za 
datu trajektoriju 
 

J_i_max = [ 2.7471    4.1218    0.9373    0.1926    0.1713    
0.1941]; 

 
i za struktrunu rezonantnu frekvenciju u svakom zglobu  

 
w0_i = 157 % rad/s 
 

Primenom relacije 
 
Pgain=(J.*(w.^2)).*(motdyn(:,1)')./(motdyn(:,5)')./(motdyn(:,2)')/4 
Dgain=2*sqrt(Pgain) 
 

dobijena su poja~anja 
 
Pgain =  1.0e+003 [ 8.7472    7.6219    3.4796    0.5050    0.4750    

0.5046];  
Dgain = [ 187.0532  174.6068  117.9761   44.9463   43.5876   

44.9279];  
 

Dinami~ka simulacija daje slede}e napone aktuatora  
 

% Izracunavanje greske u unutrasnjim koordinatama 
e_din=q_dmd-q_r; 
ed_din=qd_dmd-qd_r; 
% Izracunavanje upravljackog napona PD regulatora 
u1s=e_din * diag(Pgain) + ed_din * diag(Dgain); 
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Slika 43. Naponi aktuatora prva tri motora i ostvarena i zadata trajektorija u radnom prostoru (skoro 
potupno poklapanje). 

kao i gre{ke u spolja{njim koordinatama 

 

Slika 44. Gre{ke u spolja{njim koordinatama, posle simulacije dinamike. 
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Zadatak 5.11 

Robot PUMA560 opisuje polukru`nu putanju sa centrom u 
( )0 0 0, , (50,0,40)x y z cm= , polupre~nika 20 cm. Koriste se samo prva tri motora. 

Kretanje zapo~inje u ta~ki A: (50,0,20) cm, i prati trougaoni profil intenziteta 
brzine do ta~ke C: (50,0,60) cm, preko ta~ke B: (70,0,40) cm. Trajanje pokreta 
iznosi 3s. Dinami~ki parametri robota i motora su dati u tabeli.  

 
m 

[kg] 
rx 
[m] 

ry 
[m] 

rz 
[m] 

Ixx 
[kgm2] 

Iyy 
[kgm2] 

Izz 
[kgm2] 

0 0 0 0 0 0.35 0 
17.4 -.3638 .006 .0774 .13 .524 .539 
4.8 0 -.014 .070 .066 .086 .0125 
0.82 0 .019 0 1.8e-3 1.3e-3 1.8e-3 
0.34 0 0 0 .3e-3 .4e-3 .3e-3 
m6 0 0 .032 .15e-3/.09*m6 .15e-3/.09*m6 .04e-3/.09*m6 

 
Ixy 

[kgm2] 
Iyz 

[kgm2] 
Ixz 

[kgm2] 
Jm 

[kgm2] 
G B Tc+ Tc- 

0 0 0 200e-6 -62.6111 1.48e-3 .395 -.435 
0 0 0 200e-6 107.815 .817e-3 .126 -.071 
0 0 0 200e-6 -53.7063 1.38e-3 .132 -.105 
0 0 0 33e-6 76.0364 71.2e-6 11.2e-3 -16.9e-3 
0 0 0 33e-6 71.923 82.6e-6 9.26e-3 -14.5e-3 
0 0 0 33e-6 76.686 36.7e-6 3.96e-3 -10.5e-3]; 

 
 R Kem N Jm B Unom 

motor 1 0.176 0.08 62.6111 1.46e-4 0 24 

motor 2 0.176 0.08 107.815  1.46e-4 0 24 

motor 3 1.35 0.1 53.7063  1.22e-4 0 24 

motor 4 1.35 0.1 76.0364  1.22e-4 0 24 

motor 5 1.89 0.06 71.9230  6.62e-5 0 24 

motor 6 1.89 0.06 76.6860 6.62e-5 0 24 

Izra~unati inverznu kinematiku i uporedi gre{ke dobijene u re{enju za 
trajektoriju u radnom prostoru. Izra~unati napone motora potrebne da se ostvari 
dati pokret. Odrediti poja~anja PD regulatora u zglobovima. Numeri~kom 
integracijom modela robota sa regulatorima simulirati zadati pokret i uporediti 
dobijenu trajektoriju sa zadatom. Uvesti kompenzaciju gravitacije. Simulacijom 
robota sa upravlja~kom {emom na bazi kompenzacije gravitacije proveriti kvalitet 
upravljanja.  
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Re{enje: 

DH parametri robota dati su u tabeli. 

 
alpha A theta D sigma 
pi/2 0 0 0 0 
0 .4318 0 0 0 
-pi/2 .0203 0 .1254 0 
pi/2 0 0 .4318 0 
-pi/2 0 0 0 0 
   0 0 0 0 0 

 

Trajektorija u radnom prostoru kao i trajektorije, brzine i ubrzanja u 
unutra{njim koordinatama date su na slici 45. 
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Slika 45. Inverzna kinematika i simulacija robota PUMA560. 

Re{enje inverzne kinematike daje gre{ke u spolja{njim koordinatama 

Model dinamike aktuatora je preuzet iz tabele date zadatkom. PD 
regulatori pode{eni su na bazi procenjenih maksimalnih inerecija du` zadate 
trajektorije i strukturne rezonantne frekvencije.  

 
J = [2.8672    5.0577    0.9392    0.1926    0.1713    0.194];  % J_max 
w = [70 100 100 100 50 50]; % Strukturne rez. frekv. 

 107



Robotika Zbirka zadataka 

Pgain = [148.0494  344.5856  811.3697  398.5831  140.6414  149.7780]; 
Dgain = [3.4511    5.1582   27.0842    8.3397    6.9359    7.3811]; 

Poznaju}i kretanje u prostoru stanja, poja~anja regulatora i dinamiku 
robota i aktuatora, numeri~ka integracija dinami~kog modela robota daje slede}i 
rezultat.  

 

Slika 46. Trajektorije robota PUMA560 u zadatku pra}enja trajektorije bez kompenzacije 
gravitacionog optere}enja. 

Uvedimo kompenzaciju gravitacije (Siciliano i Sciavico, 2000), koriste}i 
ista poja~anja PD regulatora. Po simulaciji dobijaju se slede}i dijagrami gre{aka po 
radnim koordinatama i pogonski naponi. 

Uo~avamo da se gre{ka po kriti~noj osi, Oz, smanjila za pribli`no 20%. To 
je postignuto modifikacijom nominalnog napona na samom po~etku putanje, kada 
se od tre}eg motora nije zahtevalo da obezbedi veliki trzaj.  
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Slika 47. Trajektorije robota PUMA560 u zadatku pra}enja trajektorije sa kompenzacijom 
gravitacije.  

Zadatak 5.12  

Odrediti momente dr`anja u drugom i tre}em zglobu Manutec-r3 robota. 
Smatrati da je masa drugog segmenta, sa masom rotora drugog motora, ukupno 57 
kg, skoncentrisana u ta~ki 2s , na 0.2 m od ose rotacije, du` ose drugog segmenta, 
dok su mase tre}eg, ~etvrtog i petog segmenta, sa tre}im, ~etvrtim i petim 
motorom, ukupno 61 kg, skoncentrisane na 0.2 m od ose rotacije tre}eg zgloba du` 
ose tre}eg segmenta. Odrediti maksimalan momenat dr`anja.  
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s2 s3,4,5

0.2 m

0.5 m 0.2 m

M2max

TCP

 

Slika 48. Procena maksimalnog momenta dr`anja u drugom i tre}em zglobu Manutec r-3 

 

Slika 49. Fotografija Manutec r-3 sa delimi~no skinutom oplatom drugog i ~etvrtog segmenta 

Re{enje: 

Maksimalan moment dr`anja o~ekuje se kada su drugi, tre}i, ~etvrti i peti 
segment robota paralelni sa osnovom. Tada je: 

- za drugu osu  

 [ ]2max 2
61 (0.5 0.2 ) 57 0.2 9.81 531mM kg m m kg m Nm

s
= ⋅ + + ⋅ ⋅ =  
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Reduktor primenjen u drugom zglobu ima prenosni odnos 210, {to daje 
maksimalan moment dr`anja motora od  

 
max2

531 2.5
210mot

NmM Nm= =  

- za tre}u osu 

 3max 261 0.2 9.81 120mM kg m Nm
s

= ⋅ ⋅ =  

Reduktor primenjen u drugom zglobu ima prenosni odnos 60, {to daje 
maksimalan moment dr`anja motora od  

 
max2

120 2
60mot

NmM Nm= =  

Zadatak 5.13-1 

Dat je laktasti manipulator sa dva stepena slobode du`ina segmenata po 1 
m, slika 50. Po~etni polo`aj odredjen je pozicijom vrha manipulatora [0.2; 0] m. 
Primenom MATLAB funkcije inv_k2d.m odrediti po~etni polo`aj manipulatora u 
unutra{njim koordinatama i simulirati pokret od 0.6 s, sa vremenom diskretizacije 
od 1 ms. Pokret nastaje simultanom rotacijom oba zgloba za 2/π , sa trapeznim 
profilom brzine u trajanju od 0.5 s. Kretanje je ograni~eno maksimalnom brzinom 
od s

radπ2  po zglobu. Prikazati trajektorije u unutra{njem koordinatnom sistemu. 

 

Slika 50. Dvosegmentni planarni manipulator 
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Re{enje: 

Slede}i matlab skript predstavlja delimi~no re{enje zadatka. 
 
% duzine segmenata 
  a  = [1;1]; 
% polazna pozicija vrha 
  x_i = [0.2;0]; 
% polazna pozicija zglobova 
  q_i = inv_k2d(a,x_i); 
% vreme odabiranja 
  Ts = 1e-3; 
% trajanje 
  t_d = 0.6; 
% vektor vremenskih odbiraka 
  time = 0:Ts:t_d; 
% parametri trajektorije 
  dq_M =  2*pi;      % maximum velocity 
  Delta_q =  0.5*pi; % joint total variation 
  t_f  =  0.5;       % final time 
% trougaoni profil brzine trajektorije od 0 do Delta_q 
  [T,q_t,dq_t,ddq_t,err]=trapez(0,Delta_q,dq_M,t_f,Ts); 
% trajektroija u unutrasnjem prostoru u trajanju od t_d sec 
  n = size(time,2); 
  m = size(T,1); 
  q = zeros(2,n); 
  dq = q; 
  ddq = q; 
  % pozicija 
    q_ta = [q_t; Delta_q*ones(n-m,1)]; 
    q(1,:) = q_i(1)*ones(1,n) + q_ta'; 
    q(2,:) = q_i(2)*ones(1,n) + q_ta'; 
  % brzina 
    dq(1,1:m) = dq_t'; 
    dq(2,1:m) = dq(1,1:m); 
  % ubrzanje 
    ddq(1,1:m) = ddq_t'; 
    ddq(2,1:m) = ddq(1,1:m); 

Neki medjurezultati su 
 
q_i = [ -1.4706; 2.9413]; 

Rezultat simulacije daje trajektoriju trapeznog profila intenziteta brzine, 
slika 51. 
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Slika 51. Trajektorija sa trougaonim profilom intenziteta brzine. 

Zadatak 5.14  

Dat je laktasti manipulator sa dva stepena slobode du`ina segmenata po 1 
m. Po~etni polo`aj odredjen je pozicijom vrha manipulatora x_i = [0.2; 0] m. 
Polo`aj vrha na kraju kretanja odredjen je vektorom: x_f = [1.8;0] m. Primenom 
funkcije inv_k2d.m odrediti po~etni i zavr{ni polo`aj u unutra{njim koordinatama 
i simulirati pokret od 0.66 s, sa vremenom diskretizacije od 1 ms. Pokret nastaje 
simultanom rotacijom oba zgloba za 2/π , sa trapeznim profilom brzine u trajanju 
od 0.5 s. Kretanje je ograni~eno maksimalnom brzinom od s

rad5  po zglobu, a 

vreme trajanja ubrzanja/usporenja iznosi 0.15 s. Prikazati zahtevane trajektorije u 
unutra{njem koordinatnom sistemu. 

Re{enje:  

Delimi~no re{enje dato je slede}im MATLAB skriptom. 
 
% duzina segmenata 
  a  = [1;1]; 
% polazna pozicija vrha 
  x_i = [0.2;0]; 
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% polazna pozicija zglobova 
  q_i = inv_k2d(a,x_i); 
% zavrsna pozicija vrha 
  x_f = [1.8;0]; 
% zavrsna pozicija zglobova 
  q_f= inv_k2d(a,x_f); 
% vreme odabiranja 
  Ts = 1e-3; 
% trajanje 
  t_d = 0.66; 
% vektor vremenskih odbiraka 
  time = 0:Ts:t_d; 
% generisanje trajektorije 
  n = size(time,2); 
  q = zeros(2,n); 
  dq = q; 
  ddq = q; 
% parametri trajektorije za zglob 1 
  dq_M = 5;                             % maximalna brzina 
  t_a  = 0.15;                          % trajanje ubrzanja 
  t_f  = abs(q_f(1)-q_i(1))/dq_M + t_a; % vreme trajanja 
% trapezni profil brzine za zglob 1 
  [T,q_t,dq_t,ddq_t,err]=trapez(q_i(1),q_f(1),dq_M,t_f,Ts); 
% trajektorija u unutrasnjem prostoru u trajanju od t_d sec za zglob 

1 
  m = size(T,1); 
  q(1,:) = [q_t' q_f(1)*ones(1,n-m)]; 
  dq(1,1:m) = dq_t'; 
  ddq(1,1:m) = ddq_t'; 
 
  clear T dq_t dq_t ddq_t 
% parametri trajektorije zglboa 2 
  dq_M = 5;                             % maximum velocity 
  t_a  = 0.15;                          % acceleration time 
  t_f  = abs(q_f(2)-q_i(2))/dq_M + t_a; % final time 
% trapezni profil brzine zgloba 2 
  [T,q_t,dq_t,ddq_t,err]=trapez(q_i(2),q_f(2),dq_M,t_f,Ts); 
% trajektorija u unutrasnjem prostoru u trajanju od t_d sec za zglob 

2 
  m = size(T,1); 
  q(2,:) = [q_t' q_f(2)*ones(1,n-m)]; 
  dq(2,1:m) = dq_t'; 
  ddq(2,1:m) = ddq_t'; 

Neki medjurezultati su: 

inicijalna pozicija u unutra{njim koordinatama  
 
q_i = [ -1.4706; 2.9413] rad; 

a zavr{na pozicija u unutra{njim koordinatama  
 
q_f = [-0.4510; 0.9021] rad; 

Zahtevana trajektorija trapeznog profila data je na slede}oj slici 
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Zadatak 5.15 

 Za podatke iz zadatka 3.1. odrediti na~in aktiviranja zglobova tako 
da se obezbedi pravolinijska trajektorija vrha robota izme|u ta~aka A0 i A1.  

Re{enje: 

Da bi se obezbedila pravolinijska trajektorija vrha potrebno je da su svi 
zglobovi aktivni svo vreme trajanja pokreta i da tokom kretanja imaju 
nepromenljivu brzinu. (Treba primetiti da brzine u svim zglobovima ne moraju da 
budu iste).  

Da bi ovo ostvarili usvaja se da zglob koji prelazi najve}e rastojanje ide 
maksimalnom brzinom, a brzine ostalih zglobova se odre|uju tako da svi 
istovremeno zavr{e kretanje. Jasno je da svi motori ostaju uklju~eni tokom 
ukupnog vremena trajanja pokreta. 

Podsetimo se da du`ina projekcije trajektorije na x osu iznosi 7 mm, na y 
osu 6 mm, a na z osu 10 mm. Odavde se vidi da je najdu`a komponenta kretanja u 
pravcu z ose pa }emo usvojiti da }e se motor u tom zglobu kretati maksimalnom 
brzinom od 0.2 m/s.  U zadatku 3.1. smo videli da se u tom slu~aju za jedan period 
odabiranja prelazi 1 mm, a obzirom da najdu`i segment putanje ima 10 mm sledi 
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da }e ukupan pokret trajati 10 perioda odabiranja, tj. 0.05 s. Zahtevana brzina 
kretanja du` x ose se mo`e sra~unati na slede}i na~in 

 
s
mx 14.0

05.0
007.0

==�  

{to je manje od 0.2 m/s koliko iznosi maksimalna brzina. Obzirom da celu 
trajektoriju od 7 mm treba pre}i za 10 koraka, proizilazi da }e se u jednom koraku 
pre}i 0.7 mm. Prema tome, x koordinata vrha }e posle prvog koraka iznositi 5.7 
mm, posle drugog 6.4 mm, … 

Na isti na~in se mo`e odrediti kretanje du` y ose. Brzina je smy 12.0=� , a 
koordinate vrha se menjaju na slede}i na~in (3, 3.6, 4.2, ...). 

Du` z ose se manipulator kre}e maksimalnom brzinom (tokom 1 s vrh 
manipulatora prelazi po 1 mm), pa se koordinate menjaju na slede}i na~in (5, 6, 7, 
8, ...). Promena sve tri koordinate vrha tokom trajanja pokreta su date u tabeli. 
 

Vreme  
(ms) 

X 
(mm) 

Y 
(mm) 

Z 
(mm) 

0 5 3 5 
5 5.7 3.6 6 

10 6.4 4.2 7 
15 7.1 4.8 8 
20 7.8 5.4 9 
25 8.5 6.0 10 
30 9.2 6.6 11 
35 9.9 7.2 12 
40 10.6 7.8 13 
45 11.3 8.4 14 
50 12 9 15 

 
 

Zadatak 5.16 

 

 Objasniti sintezu trajektorije kori{}enjem polinoma.  
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Re{enje: 

Da bi ostvarili uravnote`eno kretanje bez trzaja i naglih promena brzina i 
ubrzanja potrebno je da hvataljka prati trajektoriju koja je kontinualna i glatka po 
poziciji, ubrzanju i brzini. Ako defini{emo svaku komponentu putanje ( x, y, z, .... ) 
kao polinomsku funkciju vremena mogu se odrediti koeficijenti polinoma tako da 
zadovoljavaju gore navedene uslove. 

Na~in sinteze }emo objasniti na primeru koji se odnosi samo na jedan 
stepen slobode (npr. x-koordinatu), a isti na~in se mo`e primeniti i za sve ostale.  

Posmatra}emo slu~aj kada se robot u po~etnom trenutku ( ) 00 xtx ==  

nalazi u mirovanju , dok se u krajnjoj ta~ki putanje 00 =x� ( ) ff xttx ==  

zaustavlja  pa sledi da je . Odavde se tako|e vidi da je vreme trajanja 

pokreta .  

0=fx�

ftt =

Ako usvojimo polinom III stepena 

01
2

2
3

3)( atatatatx +⋅+⋅+⋅=      (1) 

posle diferenciranja dobijamo 

12
2

3 23)( atatatx +⋅⋅+⋅⋅=�       (2) 

a posle jo{ jednog diferenciranja sledi 

23 26)( atatx ⋅+⋅⋅=��        (3) 

Iz izraza (1) za  po~etni vremenski trenutak 0=t odmah mo`emo odrediti : 0a

00 ax =  

Za  i za  izraz (2) postaje 0=t ftt =

  102
2

030 23)( atatatx +⋅⋅+⋅⋅=�

    12
2

3 23)( atatatx fff +⋅⋅+⋅⋅=�

Na osnovu uslova 00 =x�  za  iz prve jedna~ine sledi  0=t

01 =a .  
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Uzimaju}i ovaj rezultat u obzir, kao i ~injenicu da za ftt =  va`i 0=fx� druga 

jedna~ina postaje  

12
2

3 230 atata ff +⋅⋅+⋅⋅=  

pa posle deljenja sa  dobijamo ft

023 23 =⋅+⋅⋅ ata f  

odakle odre|ujemo  u obliku 2a

ftaa ⋅⋅−= 32 2
3

 

Ako u jedna~inu (1) zamenimo ( ) fxtx =  sledi 

0
2

2
3

3 0)( attatatx ffff +⋅+⋅+⋅=  

gde posle smenjivanja vrednosti za  i  dobijamo 2a 0a

 0
2

3
3

3 2
3)( xttatatx ffff +⋅






 ⋅⋅−+⋅=  

odakle, kona~no, sra~unavamo vrednost koeficijenta  3a

 ( )033
2 xx

t
a f

f

−−=  

Smenjuju}i izraz za  u prethodno dobijen izraz za  posle jednostavnih 
transformacija sledi 

3a 2a

 ( )022
3 xx

t
a f

f

−=  

~ime su svi koeficijenti odre|eni. 
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Zadatak 5.18 

Pokret manipulatora sa rotacionim zglobom sa jednim stepenom slobode 
traje od pozicije  do pozicije 00 )( qtqi = 1)( qtq fi =  za vreme t . Poznate su 

po~etna q t i zavr{na 
f

0( )i =� 0q′ 1( )i fq t q′=�  brzina. Interpolirati kretanje zgloba 

kubnim splajnom i odrediti koeficijente polinoma. 

Re{enje: 

Oblik trajektorije zgloba na bazi op{te jedna~ine polinoma tre}eg stepena 
glasi 

  3
3

2
210)( tatataatqi +++=

Otuda, jedna~ine brzine glasi 

  2
321 32)( tataatqi ++=�

Treba odrediti koeficijente 3,,0, …=iia , tako da zadovoljavaju uslove  

 ,   00 )( qtqi = 1)( qtq fi = , 

  ,( qq = ,   )( qq f = .  00 )ti�
,
1ti�

Koeficijenti  i  odredjuju se iz po~etnih uslova 0a 1a

 ,   q a00)0( qaqi == 1 0(0)i q′= =�  

 ,   a00 qa = 1 q′=  (23) 

Koeficijenti  i  odredjuju se iz zavr{nih uslova 2a 3a

  
2 3

0 0 2 3

2
0 2 3 1

( )

( ) 2 3
i f f f f

i f f f

q t q q t a t a t q

q t q a t a t q

′= + + + =

′ ′= + + =�
1

33

Eliminacijom  iz prethodnog skupa jedna~ina dobija se 3a

 
2 2

1 1 0 0 2 0 2 3

2
0 0 2

3 3 3 3 2

3 2
f f f f f

f f

q t q q q t a t q t a t a t

q q t a t

′ ′ ′− = + + − − −

′= − +

f
 

Otuda se odredjuju i preostali koeficijenti  
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 1 0 0 1
2 2

3( ) (2 ) f

f

q q q q t
a

t
′ ′− − +

= ,   0 1 0 0
3 3

2( ) ( ) f

f

q q q q t
a

t
′ ′− + +

=  (24) 

Zadatak 5.19 

Jednozglobni robot polazi iz mirovanja sa pozicije 0)0( θ==tq  i za vreme 

 dolazi i zaustavlja se na poziciji ft ffttq θ== )( . Tokom kretanja ograni~ena je 

maksimalna brzina i maksimalno ubrzanje koje robot sme da postigne slede}im 
nejednakostima 

 maxmax )(,)( θ<θθ<θ ������ tt  

Smatraju}i da se promena ugla q(t) mo`e aproksimirati kubnim splajnom, odrediti 
minimalno vreme za koje }e robot obaviti zadatak. 

Re{enje: 

Na bazi jedna~ina kubnog splajna (23) i (24), po uslovu zadatka, 
koeficijenti kubnog splajna su 

 3
0

32
0

2100
)(2

,
)(3

,0,
f

f

f

f

t
a

t
aaa

θ−θ
−=

θ−θ
==θ=  

Da bi ograni~enje iz uslova zadatka bilo zadovoljeno, odredimo maksimalne 
vrednosti brzine i ubrzanja 

 max)( θ<θ≤θ ���
ext ,  kao i  max)( θ<θ≤θ ������

ext  

Za brzinu va`e slede}e relacije 

 

max
2

321

max

2
321

)2/(3)2/(2

)2/(

32)(

θ<++

θ<θ=θ

++=θ

�

���

�

ff

fex

tataa

t

tataat

 

Otuda dobijamo da je uslov da se robot kre}e ograni~enom brzinom mogu}e 
zadovoljiti ukoliko 
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max

0

2
)(3

θ

θ−θ
> �

f
ft  

Na sli~an na~in, za ubrzanje dobijamo da je 

 

max2
0

max2max

)(6

2,)0(

)()0(

θ<
θ−θ

θ<θ<θ

θ=θ=θ

��

������

������

f

f

fex

t

a

t

 

Otuda se odredjuje minimalno potrebno vreme koje zadovoljava ograni~enje po 
ubrzanju 

 
max

0 )(6
θ

θ−θ
> ��

f
ft  

Kona~no, vreme koje }e zadovoljiti oba uslova zadatka je 

 












θ

θ−θ

θ

θ−θ
>>

max

0

max

0 )(6
,

2
)(3

max ���
ff

ff tt  

Zadatak 5.20 

Definisati kretanje i-tog zgloba robota izme|u dve pozicije. Zglob iz stanja 
mirovanja ubrzava po paraboli~nom zakonu do brzine V, zatim se kre}e 
konstantnom brzinom V, i na kraju na isti na~in usporava do stanja mirovanja.  

Re{enje: 

Kvadratni i kubni polinomi obezbedjuju tri neophodna grani~na uslova za 
definisanje trajektorije kao i mogu}nost da se zadovolji jedan uslov tokom putanje.  

  (25) 
2

0 1 2

1 2

( )
( ) 2

i

i

q t a a t a t
q t a a t

= + +
= +�

sa po~etnim uslovom 
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 0(0)
(0) 0

i

i

q q
q

=
=�

 

Za polaznu brzinu usvojena je nulta vrednost pa je otuda 

 0 0

1

(0)
(0) 0

i

i

q a
q a

q= =
= =�

 

Zamenom u (25), dolazimo do  

  (26) 
2

0 2

2

( )
( ) 2

i

i

q t q a t
q t a t

= +
=�

Koeficijent  odredjujemo iz uslova konstante brzine V  do koje 

ubrzavamo za vreme t . To vreme takodje nije poznato. Na delu putanje tokom 

koga je brzina konstantna iz jedna~ine (26) mo`emo odrediti koeficijent  kao 

funkciju  

2a

b

2a

bt

 
2

2

( ) 2

2

i b

b

q t a t V
Va
t

= =

=

�
 

pa se iz jedna~ine (26) dobija 

 2
0( ) 0

2i
b

Vq t q t t t
t

= + ≤ ≤ b

b b

 (27) 

Linearni segment je 

 0 1 0( )iq t t Vt t t t t= α + α = α + ≤ ≤ −  (28) 

gde je ft  ukupno vreme trajanja pokreta. Po uslovu simetrije brzina i ubrzanja, 

srednja pozicija pojavi}e se na sredini vremenskog intervala 

 0 1( / 2)
2i f

q qq t +
=  

gde je . Otuda se iz jedna~ine 1.4 dobija  1 ( )i fq q t=

 

0 1
0

0 1
0

2 2

2

f

f

Vtq q

q q Vt

+
= α +

+ −
α =

 (29) 
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Naravno, paraboli~ni produ`etak trajektorije mora pravilno da se nastavi {to se 
posti`e izjedna~avanjem (27) i (28) u  bt

 

0 12
0

0 1

2 2
f

b b
b

f
b

q q VtVq t
t

q q Vt
t

V

+ −
+ = +

+ −
=

Vt
 (30) 

Neka je 
b

V
tia q= =�� . Tada je kona~an rezultat iz (27), za dato (30) i iz (28) za dato 

(29) 

 

21
0 2

0 1

0
( )

2

b

i f
f b b

q at t t
q t q q Vt

Vt t t t t

 + ≤ ≤
=  + −

+ ≤ ≤ −

 (31) 

Sli~no, kvadratni polinom na drugom kraju mora da zadovolji oblik 

 2 2
1( )

2 2i f f f b
a aq t q t at t t t t t t f= − + − − ≤ ≤  (32) 

gde su zavr{ni uslovi dati sa 

 
1( )

( ) 0
i f

i f

q t q

q t

=

=�
 

 

Zadatak 5.21 

Linearni aktuator robota ~ija je uzdu`na osa paralelna x - osi, treba iz stanja 
mirovanja pri polo`aju radne ta~ke hvataljke x0 = 15 mm da pre|e u poziciju xf = 
75 mm za t = 3 s. i tamo da se zaustavi. Odrediti koeficijente polinoma koji 
ostvaruju `eljenu trajektoriju. Nactrati dijagrame pozicije, brzine i ubrzanja radne 
ta~ke hvataljke u funkciji vremena. Ako pretpostavimo da se odabiranje vr{i 
frekvencijom od 40 Hz koliki je period odabiranja? 

Re{enje: 

Period odabiranja je mss 25025.0401 ==

0a 1

. Koriste}i izraze dobijene u 

prethodnom zadatku koeficijente  i a  mo`emo odmah odrediti 
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1500 == xa    01 =a

dok su koeficijenti  i  sra~unavaju iz 3a 4a

( ) ( ) 201575
3
33
2022 =−⋅=−⋅= xx

t
a f

f

  

( ) ( ) 44.41575
3
22
3033 −=−⋅−=−⋅−= xx

t
a f

f

 

U slede}oj tabeli i dijagramu je prikazan polo`aj vrha manipulatora tokom pokreta. 
 

Vreme 
ms 

X 
mm 

Vreme 
ms 

X 
mm 

Vreme 
ms 

X 
mm 

0 15.00 1100 33.28 2200 64.47 
100 15.19 1200 36.12 2300 66.72 
200 15.76 1300 39.03 2400 68.76 
300 16.68 1400 42.00 2500 70.55 
400 17.91 1500 45.00 2600 72.08 
500 19.44 1600 47.99 2700 73.32 
600 21.24 1700 50.96 2800 74.23 
700 23.27 1800 53.88 2900 74.80 
800 25.52 1900 56.71 3000 75.00 
900 27.96 2000 59.44   

1000 30.55 2100 62.04   
 

Dijagram pozicije 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Dijagram pozicije 

15

0 Xj

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
15

20

25

30
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65
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80

3 10 3.

t[ms]

s1 j 1,

 
X(t) 

75
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Promena brzine tokom vremena je prikazana  u slede}oj tabeli 
 

Vreme 
ms 

x�  
mm/s 

Vreme 
ms 

x�  
mm/s 

Vreme 
ms 

x�  
mm/s 

0 0 1100 27.86 2200 23.46 
100 3.86 1200 28.80 2300 21.46 
200 7.46 1300 29.46 2400 19.20 
300 10.80 1400 29.86 2500 16.66 
400 13.86 1500 30.00 2600 13.86 
500 16.66 1600 29.86 2700 10.80 
600 19.20 1700 29.46 2800 7.46 
700 21.46 1800 28.80 2900 3.86 
800 23.46 1900 27.86 3000 0 
900 25.20 2000 26.66   

1000 26.66 2100 25.20   
 
dok je grafi~ki prikaz dat na narednom dijagramu 

32

s1j 1,
14

16

18

20

22

24

26

28

30

32

•

 

 
Na isti n
prikaza
 

 

0

000 Xj

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
0

2

4

6

8

10

12)t(X

30
t[ms]

Dijagram brzine 

a~in kao pozicije i brzine mo`emo odrediti i ubrzanje. Rezultati su 
ni u narednoj tabeli. 
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Vreme 
ms 

x��  
2smm  

Vreme 
ms 

x��  
2smm

Vreme 
ms 

x��  
2smm  

0 40 1100 10.66 2200 -18.66 
100 37.33 1200 8 2300 -21.33 
200 34.66 1300 5.33 2400 -24 
300 32 1400 2.66 2500 -26.66 
400 29.33 1500 0 2600 -29.33 
500 26.66 1600 -2.66 2700 -32 
600 24 1700 -5.33 2800 -34.66 
700 21.33 1800 -8 2900 -37.33 
800 18.66 1900 -10.66 3000 -40 
900 16 2000 -13.33   

1000 13.33 2100 -16   
 
dok je dijagramski prikaz dat na narednoj slici 

Dijagram ubrzanja 

45

45

s1j 1,

00 Xj

0 500 1000 1500 2000 2500
45

0

45

)t(X
••

300
3000t[ms]

Zadatak 5.22 

Odrediti koeficijente polinoma za aproksimaciju trajektorije tako da u 
po~etnom trenutku hvataljka miruje, dok u krajnjoj ta~ki putanje ima konstantnu 
brzinu .  )0;.;0( 0 === ff xconstxx ����
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Re{enje: 

Za re{enje ovog zadatka koristimo polinom IV reda. 

( ) 4
4

3
3

2
210 tatatataatx ⋅+⋅+⋅+⋅+=      (1) 

gde posle diferenciranja dobijamo 

( ) 3
4

2
321 432 tatataatx ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+=�    (2) 

( ) 2
432 1262 tataatx ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=��       (3) 

Problem je prikazan dijagramski na slede}oj slici (koordinatni sistem je 
postavljen u sredinu posmatranog vremenskog intervala tj. ( )TTt f ,−=  ~ime nije 

umanjena  

T-T 0

*c

kriva const.
brzine

x

Slika 52. Putanja  koja u trenutku ( )tx Tt = zadovoljava ( ) Tctx =�  i ( ) 0=tx��  

 
op{tost razmatranja. Neka je tokom posmatranog intervala hvataljka pre{la put 
du`ine c. Tada je intenzitet brzine u krajnjoj ta~ki dat sa 

T
c

TT
c

t
cx
f

f =
+
⋅

==
2

2

�  

Grani~ni uslovi su: 

( ) 0=− Tx     ( ) 0=− Tx� ( ) 0=− Tx��  

( ) cTx =   ( )
T
cTx =�   ( ) 0=Tx��  
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Iz jedna~ine (3) za Tt −=  sledi: 0  23
2

4 2612 aTaTa ⋅+⋅⋅−⋅⋅=

Iz jedna~ine (3) za Tt =  sledi:  23
2

4 26120 aTaTa ⋅+⋅⋅+⋅⋅=

pa iz ova dva izraza mo`emo odrediti  

03 =a  

Ostale koeficijente jednostavno odre|ujemo, pa sledi 

16
3

0
ca ⋅

=   
T

ca
⋅

=
21    

22 8
3

T
ca

⋅
⋅

=   44 16 T
ca

⋅
−

=  

Zadatak 5.23 

Odrediti pravolinijsku putanju vrha hvataljke u 0xy - ravni tako da se kre}e 
u skladu sa slede}im zahtevima: 

za vremenski trenutak t = -3  sledi: 0=x   0=x�   0=x��  
   0=y   0=y�   0=y��  

9=x 3=x� 0=x��za vremenski trenutak t = +3  sledi:      
     15=y   5=y�   0=y��  

Formirati tabelu u kojoj su prikazane pozicije, brzine i ubrzanja tokom 
pokreta. Za periodu odabiranja usvojiti t = 0.2 s. Nacrtati trajektoriju u 0xy - ravni 
kao i krive . ( ) )(,)(, txtxtx ���

Re{enje: 

Trajektorija hvataljke u 0xy - ravni je prikazana na narednoj slici. Treba 
napomenuti da se krajnja ta~ka ove trajektorije naziva prolaznom jer se na nju 
mo`e nadovezati naredna trajektorija na koju bi hvataljka pre{la bez zaustavljanja 
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x

y

9

15

Slika 53 Trajektorija u 0xy - ravni 

Koeficijenti polinoma za x i y komponentu trajektorije (gornji indeks 
ozna~ava pripadnost x ili y komponenti trajektorije) su:  

( )
16
27

0 =xa x  ( )
2
3

1 =xa x  ( )
8
3

2
=xa x  ( ) 03 =xa x  ( )

144
1

4 −=xa x  

( )
16
45

0 =ya y  ( )
2
5

1 =ya y  ( )
8
5

2 =ya y  ( ) 03 =ya y  ( )
432
5

4 −=ya y  

Prikaz pozicija, brzina i ubrzanja tokom pokreta je dat u narednoj tabeli 
 

Vreme ( )tx  ( )tx�  ( )tx��  ( )ty  ( )ty�  ( )ty��  
-3.0 0 0 0 0 0 0 
-2.8 0.00065 0.0097 0.0966 0.001 0.0162 0.1611 
-2.6 0.00515 0.0382 0.1866 0.0085 0.0637 0.3111 
-2.4 0.0171 0.084 0.27 0.0285 0.14 0.45 
-2.2 0.0398 0.1457 0.3466 0.0663 0.2429 0.5777 
-2.0 0.0763 0.222 0.4166 0.1273 0.3703 0.6944 
-1.8 0.1296 0.312 0.48 0.216 0.52 0.8 
-1.6 0.2010 0.413 0.5366 0.3366 0.6896 0.89 
-1.4 0.2958 0.526 0.5866 0.4930 0.8770 0.977 
-1.2 0.4131 0.648 0.63 0.6885 1.08 1.05 
-1.0 0.5550 0.777 0.6666 0.9259 1.2962 1.111 
-0.8 0.7246 0.9142 0.6966 1.2077 1.5237 1.161 
-0.6 0.9216 1.056 0.72 1.536 1.76 1.20 
-0.4 1.147 1.201 0.736 1.9122 2.0029 1.2277 
-0.2 1.402 1.350 0.746 2.3374 2.25003 1.2444 

 129



Robotika Zbirka zadataka 

0.0 1.6875 1.50 0.75 2.8125 2.5 1.25 
0.2 2.00 1.6497 0.746 3.3374 2.7496 1.2444 
0.4 2.347 1.7982 0.736 3.9122 2.997 1.2277 
0.6 2.7216 1.944 0.72 4.536 3.24 1.2 
0.8 3.1303 2.085 0.6966 5.2070 3.4762 1.161 
1.0 3.5555 2.222 0.6666 5.9259 3.7037 1.111 
1.2 4.0131 2.352 0.63 6.6885 3.92 1.05 
1.4 4.4958 2.473 0.5866 7.493 4.1229 0.977 
1.6 5.00 2.586 0.5366 8.3366 4.3103 0.89 
1.8 5.5296 2.688 0.48 9.216 4.48 0.8 
2.0 6.076 2.777 0.4166 10.127 4.6296 0.6944 
2.2 6.639 2.8542 0.3466 11.066 4.757 0.5777 
2.4 7.217 2.916 0.27 12.028 4.86 0.45 
2.6 7.805 2.961 0.1866 13.008 4.9362 0.3111 
2.8 8.400 2.990 0.0966 14.001 4.9837 0.1611 
3.0 9.00 3.00 0 15 5.00 0 

 

Na narednim dijagramima koje pokazuju trajektorije pozicije, brzine i ubr-
zanja kriva koja je nacrtana isprekidanom linijom odgovara x, a punom y 
komponenti. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Dijagram polo`aja (pozicije) 

15

0

s1j 1,

s1j 4,

3 Xj

3 2 1 0 1 2 3
0

5

10

15

)t(Y

)t(X

3t (s)
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    Dijagram brzine 

5

0

s1j 2,

s1j 5,

3 Xj

3 2 1 0 1 2 3
0

1

2

3

4

5

)t(Y
•

)t(X
•

3t (s)

 
 

1.25

0

s1j 3,

s1j 6,

3 Xj

3 2 1 0 1 2 3
0

0.5

1

1.5

)t(Y
••

)t(Y
••

 3t (s)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    Dijagram ubrzanja 
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Zadatak 5.24 

Odrediti koeficijente polinoma za aproksimaciju trajektorije tako da u 
po~etnom trenutku hvataljka miruje i kroz krajnju ta~ku pro|e bez zaustavljanja 
bez obzira na ubrzanje koje ima, tj, grani~ni uslovi su 0,, 210 ≠== ff xCxCx ��� .  

Re{enje: 

Za re{enje ovog problema koristimo polinom III reda, a koeficijente }emo 
odrediti pomo}u slede}ih grani~nih uslova . 

( ) 00 xtx �� ==     ( ) 00 xtx ==

( ) ff xttx �� ==    ( ) ff xttx ==

Tra`eni koeficijenti su 

00 xa =   01

•
= xa ( ) f

ff
f

f

x
t

x
t

xx
t

a
••

⋅−⋅−−⋅=
123

0022   

( ) 





 +⋅+−⋅−=

••

f

f
f

f

xx
t

xx
t

a 02033
12

 

Zadatak 5.25 

Nacrtati dijagrame pozicije, brzine i ubrzanja za dvosegmentnu 
pravolinijsku putanju gde je svaki segment aproksimiran kubnim polinomom. 
Hvataljka se kre}e du` x ose, po~etna pozicija je , prolazna i krajnja ta~ka su  

i . Pretpostaviti da kretanje du` svakog od segmenata treba da se zavr{i za 1s. 

Brzina u prolaznoj ta~ki treba da bude 17.5 mm/s. Po~etna brzina je . 

0x vx

gx

0x�

Re{enje: 

Uslovi postavljeni zadatkom su slede}i 
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mmx 50 =       t = 1s 00 =x� mmx f 15=  
s

mmx f 5.17=�  

mmx g 40=       0=gx� mmxv 15=  
s

mmxv 5.17=�  

 
I segment  II segment   

           
 010 5 xmmx == 0215 xmmxv ==  240 fg xmmx ==     

  010 0 xx �� == 025.17 x
s

mmxv �� ==       20 fg xx �� ==  

 
Koeficijente treba odrediti za svaki od segmenata posebno 
 
 

I segment 
50 =a  01 =a  

 

( ) 5.125.17
1
10

1
2515

1
3
22 =⋅−⋅−−⋅=a    ⇒ 5.122 =a  

( ) ( ) 5.25.170
1
1515

1
2

233 −=+⋅+−⋅−=a    ⇒ 5.23 −=a  

 
II segment 

150 =a   5.171 =a

( ) 400
1
15.17

1
21540

1
2
32 =⋅−⋅−−⋅=a    ⇒ 402 =a  

( ) ( ) 5.325.170
1
11540

1
2

233 −=+⋅+−⋅−=a   ⇒ 5.323 −=a  

 
Prema tome, polinom III reda (kao i njegovi izvodi) primenjeni na prvi i drugi 
segment trajektorije se mogu napisati u formi 
 

I segment   II segment 
 

( ) 32 5.25.125 tttx ⋅−⋅+=  ( ) 32 5.32405.1715 ttttx ⋅−⋅+⋅+=  

 133



Robotika Zbirka zadataka 

( ) 25.725 tttx ⋅−⋅=�   ( ) 25.97805.17 tttx ⋅−⋅+=�  
( ) ttx ⋅−= 1525��   ( ) ttx ⋅−= 19580��  

 
{to se u tabelarnoj formi mo`e prikazati na slede}i na~in 

 
Vreme 

s 
x (t) 
mm 

( )tx�  
mm/s 

( )tx��  
mm/s2 

0.0 5.0 0.0 25.0 
0.1 5.1225 2.425 23.5 
0.2 5.48 4.70 22.0 
0.3 6.0575 6.825 20.0 
0.4 6.84 8.80 19.0 
0.5 7.8125 10.625 17.5 
0.6 8.96 12.30 16.0 
0.7 10.267 13.825 14.5 
0.8 11.72 15.20 13.0 
0.9 13.302 16.425 11.5 

 
I 
 

S 
E 
G 
M 
E 
N 
T 
 

1.0 15 17.50 10.0 
 

Vreme x (t) ( )tx�  
mm/s 

( )tx��  
mm/s2 

1.0 15.00 17.50 80.0 
1.1 17.117 24.525 60.5 
1.2 19.84 29.60 41.0 
1.3 22.972 32.725 21.5 
1.4 26.32 33.90 2.0 
1.5 29.687 33.125 -17.5 
1.6 32.88 30.40 -37.0 
1.7 35.70 25.724 -56.5 
1.8 37.96 19.10 -76.0 
1.9 39.45 10.525 -95.5 

 
II 
 

S 
E 
G 
M 
E 
N 
T 
 

2.0 40.00 0.0 -115.0 
 

Dijagramski prikaz je dat na slikama koje slede. 

Spoj dva segmenta krive je u trenutku t = 1 s. Mo`e se uo~iti da je na 
dijagramu pozicije kriva glatka, dok kod se na dijagramima brzine i ubrzanja mogu 
uo~iti skokovite promene. 
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Dijagram pozicije  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Dijagram brzine 
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Dijagram ubrzanja 
 

Zadatak 5.26 

Trajektorije se sastoji od dva segmenta. Po~etna ta~ka prvog segmenta i 
krajnja ta~ka drugog segmenta su zaustavne. Uslovi postavljeni zadatkom su 
slede}i: 

mmx 50 =      t = 1s 00 =x�
mmx f 15=   mm15xv =  
mmx g 40=   0=gx�  

Izvr{iti sintezu trajektorije tako da je u prolaznoj ta~ki obezbe|en uslov 
kontinualnosti brzine i ubrzanja.  

Re{enje: 

Koristi}emo polinome III stepena (a1 su koeficijenti polinoma I segmenta, 
a2 su koeficijenti polinoma II segmenta polinom II krive). 
 
I segment     II segment 
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( ) 3
13

2
121110 tatataatx +++=           ( ) 3

23
2

222120 tatataatx +++=  

U po~etnom trenutku za t = 0 imamo x0 = a10, pa zatim sledi 

3
113

2
11211110 fffv tatataax ⋅+⋅+⋅+=  

gde je xv - krajnja ta~ka prvog segmenta koja je i po~etna pozicija drugog segmenta 
putanje. Dalje imamo 

20axv =  
3

223
2

22222120 fffg tatataax ⋅+⋅+⋅+=  

Na kraju drugog segmenta brzina je jednaka nuli. 

110 a=  
2

22322221 320 ff tataa ⋅⋅+⋅⋅+=  

U prolaznoj ta~ki brzine i ubrzanja su isti. 

21
2

11311211 32 atataa ff =⋅⋅+⋅⋅+  

2211312 262 ataa f =⋅⋅+⋅  

Ako ovaj sistem jedna~ina re{imo pod uslovom  dobijamo koeficijente za 

prvi segment 
21 ff tt =

010 xa =    011 =a  

2
0

12 4

9312

t

xxx
a gv

⋅

⋅−⋅−⋅
=  

3
0

13 4

538

t

xxx
a gv

⋅

⋅+⋅+⋅−
=  

i koeficijente za drugi segment 

vxa =20    
t

xx
a g

⋅

⋅−⋅
=

4
33 0

21   

2
0

22 4

6612

t

xxx
a gv

⋅

⋅+⋅+⋅−
=  

3
0

23 4

358

t

xxx
a gv

⋅

⋅−⋅−⋅
=  

Na osnovu uslova postavljenih zadatkom koeficijenti polinoma za prvi i drugi 
segment glase: 
 

 137



Robotika Zbirka zadataka 

I segment    II segment 
a10=5  a11=0   a20=15  a21=26.25 
a12=3.75 a13=6.25  a22=22.5 a23=-23.75 
 
Tabelarni prikaz pozicija, brzina i ubrzanja za svaki od segmenata trajektorije je 
dat u slede}im tabelama, dok je dijagramski prikaz kompletne trajektorije dat na 
dijagramima koji slede nakon tabela.  
 

Vreme 
s 

x (t) 
mm 

( )tx�  
mm/s 

( )tx��  
mm/s2 

0.0 5.0 0 7.5 
0.1 5.0437 0.9375 11.25 
0.2 5.2 2.25 15 
0.3 5.506 3.937 18.75 
0.4 6 6 22.5 
0.5 6.178 8.4375 26.25 
0.6 8.1 11.25 30 
0.7 8.981 14.437 33.75 
0.8 10.6 18 37.5 
0.9 12.593 21.937 41.25 

 
I 
 

S 
E 
G 
M 
E 
N 
T 
 

1.0 15.00 26.25 45 
 
 

Vreme x (t) ( )tx�  
mm/s 

( )tx��  
mm/s2 

1.0 15.00 26.25 45 
1.1 17.826 30.03 30.75 
1.2 20.96 32.41 16.5 
1.3 24.258 33.34 2.25 
1.4 27.58 32.86 -12 
1.5 30.7 30.94 -26.25 
1.6 33.72 27.6 -40.5 
1.7 36.25 22.84 -54.75 
1.8 38.24 16.66 -69 
1.9 39.53 9.037 -83.25 

 
II 
 

S 
E 
G 
M 
E 
N 
T 
 

2.0 40.00 0.0 -97.5 
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Dijagram pozicije 

 
40

25

30

35

)t(x
•

 

 

0

5

10

15

20

0 0.5 1 1.5 2

t [s]

Dijagram brzine 
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••
Dijagram ubrzanja 

Zadatak 5.27 

Odrediti koeficijente polinoma za aproksimaciju trajektorije ukoliko su u 
tnoj i krajnjoj ta~ki zadate (poznate) pozicija, brzina i ubrzanje (obe ta~ke su 

azne). Nacrtati dijagrame pozicije, brzine i ubrzanja za kretanje du` x ose 
iko su uslovi postavljeni zadatkom slede}i: 

   
. 

Kretanje traje 1s.  

Re{enje: 

U ovom slu~aju je potrebno da  primenimo polinom petog stepena. 

-100

-80

-60

-40

-20

0
)t(x

0 0.5 1 1.5 2
t [s]

mmx 150 =  smmx /100 =�  2
0 /6 smmx =��

mmx f 40=  smmx f /5=�  2/3 smmx f =��
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( ) 2
210 tataatx +⋅+⋅+= 5

5
4

4
3

3 tatata ⋅+⋅+⋅  

Iz izraza za poziciju u po~etnom (t=0) i krajnjem trenutku (t=tf) sledi 

 

Iz izraza za ubrzanje u po~etnom (t=0) i krajnjem trenutku (t=tf) sledi 

 
 

odakle s

00

(

ax =  
5432

t⋅

543210 ffffff tatatatataax ⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+=  

Iz izraza za brzinu u po~etnom (t=0) i krajnjem trenutku (t=tf) sledi 

 ax =�  10

za 0=15,  a
 

4
fa ⋅⋅   5

3
4

2
321 5432 ffff tatatatax ⋅⋅+⋅+⋅⋅+⋅+=�

20

G 
M 

2 ax ⋅=��  
3

5
2

432 201262 ffff tatataax ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅=��  

ledi 

( ) ( ) 2
000 31282020 fffff txxtxxxx ⋅−⋅−⋅⋅+⋅−⋅−⋅ �������

33 2 ft
a

⋅
=  

( ) ( ) ( ) 2
000 23161430 fffff txxtxxxx ⋅⋅−⋅+⋅⋅+⋅+−⋅ �������

44 2 ft
a

⋅
=  

) ( ) ( )
5

2
000

5 2

6612

f

fffff

t

xxtxxxx
a

⋅

−−⋅⋅+⋅−−⋅
=

������
 

~ime su odre|eni svi tra`eni koeficijenti. Izra~unati koeficijenti polinoma 
 putanju su: a 1=10,  a2=162.5,  a3=-254,  a4=103.5. 

Vreme 
s 

x (t) 
mm 

( )tx�  ( )tx��  
mm/s mm/s

E 
2 

0.0 15 10 6
0.1 16.17 14.51 75.09
0.2 18.04 23.4 95.64
0.3 20.85 32.43 80.07
0.4 24.43 38.62 40.8
0.5 28.42 40.21 -9.75

 
S 

E 
N 
T 
 

0.6 32.3 36.71 -59.16
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0.7 35.61 28.83 -95.01
0.8 37.99 18.57 -104.88
0.9 39.35 9.14 -76.35

 

1.0 40 5 3
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Dijagram brzine 

 
 
 
 
 
 

Z

R
)  se 

e|e
Maksima

)t(x
•

D

x
••

(r
je

θ,
 odr

trajektor
drugi po

 

100

150
 

adatak 5.28 

otacioni zglob manipulatora sa dva stepena slobode polarne konfiguracije 
nalazi u koordinatnom po~etku, dok mu se hvataljka nalazi u polo`aju koji 
n koordinatama x1=3 ; y1= 4 i treba da pre|e u polo`aj x2=4 ; y2=3. 
lne brzine zglobova su 

ijagram ubrzanja 

-150

-100

-50

0

50

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t [s]

)(t

smr 2max =� , sradq 2max =� . Treba izvr{iti sintezu 
ije u unutra{njim koordinatama tako da hvataljka iz prvog polo`aja pre|e u 
 lu~noj putanji. 
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Re{enje: 

Proces sinteze trajektorije u spolja{nim koordinatama u op{tem slu~aju 
o`emo podeliti na slede}e faze (korake): 

1. Podeliti putanju hvataljke u spoja{nim koordinatama na 
pogodan broj segmenata.  
2. Za svaki segment transformisati spoja{nje koordinate 
po~etne i krajnje ta~ke u unutra{nje koordinate i odrediti po~etne i 
krajnje pozicije svakog zgloba.  
3. Odrediti vreme potebno svakom stepenu slobode za 
prela`enje svakog od segmenata prema izrazu: 

 

m
 







 −

=
i

ii
seg q

qq
T

�
21max  

gde je - unapred poznata max brzina i - tog stepena slobode. 
1. Podeliti Tseg na m podjednakih vremenskih intervala . 

 

iq�

segT∆

seg

seg

T
T

m
∆

=    
semp

seg f
T 1

=∆   

gde je fsemp - frekvencija odabiranja ( semplovanja ). 
2. Za svaki zglob odrediti rastojanja koja treba da pre|e za vreme . 

 

segT∆

qq
q ii

i
21 −

=∆  
m

Obzirom na jednostavnost zadate putanje u ovom zadatku (luk 
polupre~nika r=5) nema potrebe deliti je na vi{e segmenata ve} }emo je posmatrati 
kao jedan segment. Transformacijom spolja{njih koordinata hvataljke u unutra{nje 
koordinate mehani~ke strukture robota se dobija r1 = 5; 93.01 =q  rad, r2 = 5; 

6.02 =q 4  rad. 

29.064.093.021 =−=−=∆ ii qqq rad 

Ako usvojimo da je Hzf semp 60= , sledi 

mss
f

T
semp

seg 161066.16
60
11 3 ≈⋅===∆ −   
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15.0145.0
2
29.0

≈=
qseg �

=
∆

=
qT s 

pa je 

.0
∆

= s

T
T

m 9375.9
1016
15

3
≈=

⋅
=

−
seg

eg  

odakle sledi 

01 ==∆
q

q 03222.0
9

64.093.2 =
−−

m
q  

R b
 

ezultate sinteze trajektorije mo`emo prikazati ta elarno 

t r θ  x y 
0 5 0.93 3.00 4.00 

16 5 0.90 3.11 3.90 
32 5 0.87 3.24 3.80 
48 5 0.83 3.36 3.70 
64 5 0.80 3.47 3.59 
80 5 0.77 3.59 3.47 
96 5 0.73 3.70 3.36 

112 5 0.70 3.80 3.23 
128 5 0.67 3.91 3.11 
144 5 0.64 4.00 3.00 

 

2

3

0 1 4 5

x [mm]

4

5y [mm]

2 3

i dijagramski 
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Trajektorija vrha robota (hvataljke) u x-y ravni 

 
 

Promena koordinate q 

 

Promena koordinate r 

0.8

1θ [rad]

3

3.5

4

0 50 100 150

t [ms]

4.5

5

5.5r [mm]

0

0.2

0.4

0.6

0 50 100 150

t [ms]
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Zadatak 5.29 

Odrediti putanju vrha robota u radnom prostoru , od ta~ke  preko 

ta~ke  do ta~ke . Pri tome smatrati da je ta~ka  prolazna, odnosno da vrh 

( )tp

ljno blizu nje, uz ograni~enje brzine 

0p

1p 2p
robota ne mora da pro|e kroz nju ve} dovo
vrha. Period perturbovanog kretanja traje 

1p

2τ  i simetri~an je u odnosu na prolaznu 
ta~ku.  Data su vremena  i  kao i ta~ke 

Re{enje: 

Razmotrimo prvo ograni~enja trajektorije po poziciji.  

 

1t 2t 0 1, ,p p p2 .  

1 1 1 1 1

1 1 2 2 2
2

( ) , gde je  

( ) , gde je  

t

t
t

τ
− τ = − ∆ ∆ = −

τ
+ τ = + ∆ ∆ = −

p p p p p

p p p p p

0

1

p

p
 (33) 

grani~enja po brzinama dovode do relacija 

 

1t

O

1
1

1

2
1

2

( )

( )

t
t

t
t

∆
− τ =

∆
+ τ =

pp

pp

�

�
 (34) 

Ubrzanje je konstantno tokom tranzicije oko prolazne ta~ke 

 ( ) pt =p a��  (35) 

gde ubrzanje  jo{ nije odredjeno. Integracijom (35), po osnovnoj relaciji 

, dobijamo re{enje 

 

pa

/ 22
0s V t at= +

( )2
1 1 1 1( ) ( ) ( )( )

2
pt t t t t t t− − τ = − τ − + τ + − + τ

a
p p p�  (36) 

Smenom iz (33) i (34) i preuredjivanjem, dobijamo 

 ( ) ( )21
1 1 1

1
( )

2
pt t t t t

t
∆

= + − − + τ
app p +  (37) 

Da bi re{ili  moramo da odredimo (1.13) u na kraju tranzicije pa 1t t= + τ  
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2 11
2p t t

 ∆ ∆
= − τ

p pa   
2 1 

~ijom zamenom u (37) dobijamo  

 ( ) ( )2 21 2
1 1 1

1 2
( )

4 4
t t t t t

t t
∆ ∆

= − − − τ − + τ
p pp p 38) 

zicionom a~kom u  glasi 

 

 (

Sumarno prikazano, trajektorija ( )tp  sa tran  t

+
τ τ

 1p

1
1 1 1

1

1 2

1
1 2 1 1

2

0

4 4

t t t t
t

t t
t t t t t

t

 −
− ∆ ≤ ≤ − τ

 ∆ ∆ ≤ + τ
τ τ

 −
+ ∆ + τ ≤ ≤ +



p p

p pp

p p

 




( ) ( )2 21 2
1 1 1 1( )t t t t t t t= − − − τ + − + τ − τ ≤p 1

2

t

t

Date su vrednosti unutra{njih koordinata 

Zadatak 5.30 

(0) 0, (2) 2  i  (4) 3q q q= = =

} . Polazna i zavr{na brzina { (0), (2)}q q { (2), (4)q q

. 
a}i polinom koji interpolira pravolinijske seg

unutra{njih koordinata  i 
jednake su nuli.  

Re{enje 

Re{enje }emo odrediti primenom funkcije lin_par.m13 

 
% vektor odbiraka vremena 
  t = [0;2;4]; 
% vektor definicije prolaznih tacaka 

% vektor trajanja parabolicnog produzenja 
  D_t = 0.2*ones(size(t)); 
% pocetne i zavrsne brzine 
  dq_i = 0; 
  dq_f = 0; 

                                                

N mente definisane na parovima 

  q_v = [0 2 3]; 

% vreme odabiranja 

 
13 function [T,Q,dQ,ddQ] = lin_par(t,q_v,D_t,dq_i,dq_f,Ts) 
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  Ts = 0.01; 
% generisanje trajektorije 
  [time,q,dq,ddq] = lin_par(t,q_v,D_t,dq_i,dq_f,Ts); 

i 54. Rezultat je prikazan na slic

0 1 2 3 4
−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3.5
pos

[s]

[r
ad

]

0 1 2 3 4
−0.5

0

0.5

1

1.5

2
vel

[s]

[r
ad

/s
]

1 2 3 4
−6

−4

4

6
acc

[s]

 

3

−2

0

2

[r
ad

/s
2 ]

0

Slika 54. Interpoliraciona trajektorija u unutra{njim koordinatama 

dnom prostoru robota du` pravolinijskog 

segmenta sa trapeznim profilom brzine izmedju ta~aka  i 

. 

Zadatak 5.31 

retanja ( )tp  u raNa}i zakon k

0 [0 0.5 0]T=p

1 [1 1.5 0]T= −p
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Re{enje: 

Delimi~no re{enje je dato slede}im MATLAB skriptom 
 

% polazno i zavrsno vreme 
  t = [0;2]; 
% polazna pozicij
  p_i = [0;0.5;0]; 
% zavrsna pozicija 
  p_f = [1;-0.5;0]; 
% vreme odabiranja 
  Ts = 0.01; 
% maksimalna brzina koordinate puta 

  D_s = norm(p_f - p_i); 
% trapezni profil brzine duz trajektorije za koordinatu puta od 0 do 

1 
[time,s,ds,dds,err] = trapez(0,1,ds_c/D_s,t(2)-t(1),Ts); 
% generisanje trajektorije 

ones( ze(ti ))*p_  + s* _f - p_
  dp = ds*(p_f - p_i)'; 
  ddp = dds*(p_f - p_i)'; 

Rezultat je prikazan na slici 55. 

a 

  ds_c = 1; 
% duzina segmenta 

  p = si me i' (p i)'; 
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Slika 55. Interpolacioni polinom sa trapeznim profilom brzine u spolja{njim koordinatama 

Zadatak 5.3214 

Formirati model kinematike robota PUMA560 u DH notaciji. Formirati 
vektore vremena do 0.5 s i do 1 s, sa vremenima odabiranja 10 ms. Definisati nulti 
i radni polo`aj robota kao  

3 4 4

[0 0 0 0 0 0]

[ 0 0

T
z

T
r

π π π

=

= −

q

q
 

0]

Potom definisati unutra{nje trajektorije koje robot prevode iz nultog u 
radni polo`aj. Izra~unati direktnu kinematiku robota za date trajektorije primenom 
funkcije fkine.m.  

                                                 
14  PUMA560 trajectories, dan5a.m 
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Re{enje: 

Robot PUMA560 dat je na slici 56. 

 

Slika 56. Robot serije PUMA500 od kojih se model 560 naj~e{}e koristi u edukativne svrhe. 

Postupak re{avanja zadatka obavi}emo u MATLAB-u kori{}enjem 
funk

puma560; 
t0=[0:0.01:0.5]; 
t1=[0.5:0.01:1]; 

qf=[pi/3,pi/4,-pi/4,0,0,0]; 

qd=[qd;qdpom]; 
qdd=[qdd;qddpom]; 
 
figure(1); 
plot(t,q*180/pi); 

; 
legend('qd1','qd2','qd3','qd4','qd5','qd6'); 
 
figure(3); 
plot(t,qdd); 
legend('qdd1','qdd2','qdd3','qdd4','qdd5','qdd6'); 

cija iz Robotics tbx.  

t=[t0,t1]; 
 

 
[q,qd,qdd]=jtraj(qz,qr,t0); 
[qpom,qdpom,qddpom]=jtraj(qr,qf,t0); 
 
q=[q;qpom]; 

legend('q1','q2','q3','q4','q5','q6'); 
 
figure(2); 
plot(t,qd)
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disp('Priti
pause; 

sni razmaknicu radi animacije pokreta !'); 

 

 
figure(4); 
plot3(FK(:,13),FK(:,14),FK(:,15),'c'); 
hold; 
plotpro2(p560,q); 

 
Rezultat je prikazan na slici 57. 

FK=fkine(p560,q); 
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Slika 57. Trajektorije, brzine i ubrzanja u unutra{njim koordinatama PUMA560 robota 
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Zadatak 5.33 

Za robot prikazan na slici 58, ~ije su dimenzije segmenata 0.8m, 0.6m i 
0.4m, po~ev od osnove do hvataljke, potrebno je: 

 

Slika 58. Cilindri~ni, TRR robot 

Izvr{iti modeliranje kinematike i dinamije robota u skladu sa DH 
notacijom. Segmente smatrati homogenim idealnim {ipkama polupre~nika r=0.05 
m. 

Izvr{iti sintezu trajektorije, tako  da vrh robota prati trajektoriju zadatu 
parametarskom jedna~inom 

 [ ]sin(3 ), 0,Rρ = φ φ∈ π , 

gde su  i  polarne koordinate u ravni, a R=0.2m. Polarna ravan u kojoj le`i 

kriva nagnuta je u odnosu na referentnu xy ravan pod uglom od 30° mereno od x 
ose, a centar krive izra`en u referetnom koordinatnom sistemu, nalazi se u ta~ki sa 
koordinatama (0.5, 0.5, 0.4)m. Promena koordinate 

ρ φ

φ  odvija se po trapeznom 
profilu brzine, pri ~emu je ukupno vreme trajanja pokreta 4.5 s, a vreme 
ubrzavanja/usporavanja iznosi po 20% ukupnog trajanja pokreta. Re{iti inverznu 
kinematiku du` generisane trajektorije. 

Re{enje: 

Re{enje zadatka nalazi se u MATLAB skriptu zadatak.m 
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Deo skripta koji se odnosi na planiranje u spolja{njim koordinatama dat je 
u nastavku. 

rdinatama 
 
tf=4.5; 
proc=20; 
dt=1e-2; 
tc=proc/100*tf; 
 
X0=0.5; 
Y0=0.5; 
Z0=0.4; 
 
a0= pi/(tc*(tf-tc));   % Ubrzanje  
v0= a0/tc;             %brzina krstarenja 
 
% inicijalizacija matrice "ispeglanih" homogenih transformacija 
TC=[];  
fivek=[]; 
 
jj=0; 
% definisanje vektora vremenskih trenutaka pri ubrzanju 
t=[0:dt:tc-dt];  
for ii=1:numcols(t), 
  jj=jj+1; 

  X1=0.2*sin(3*fi)*sin(fi);   Y1=0.2*sin(3*fi)*cos(fi); 
  Z1=0; 

)+Y1*sin(pi/6)+Z0; 
% tekuca vrednost matrice homogene transformacije 
  A=[1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, X(jj), Y(jj), Z(jj), 1];  
  TC=[TC;A]; 
end 
 

  Y(jj)=Y1*cos(pi/6)-Z1*sin(pi/6)+Y0; 
  Z(jj)=Z1*cos(pi/6)+Y1*sin(pi/6)+Z0; 
% tekuca vrednost matrice homogene transformacije 

0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, X(jj), Y(jj), Z(jj), 1];  
; 

end 

% definisanje vektora vremenskih trenutaka pri usporenju 
t=[tf-tc:dt:tf];  
for ii=1:numcols(t), 

 
% planiranje kretanja u spoljasnjim koo

  fi=0.5*(a0)*t(ii)^2; 
  fivek(jj)=fi; 

  X(jj)=X1+X0; 
  Y(jj)=Y1*cos(pi/6)-Z1*sin(pi/6)+Y0; 
  Z(jj)=Z1*cos(pi/6

% definisanje vektora vremenskih trenutaka pri konst brzini 
t=[tc:dt:tf-tc-dt];  
for ii=1:numcols(t), 
  jj=jj+1; 
  fi=(v0)*(t(ii)-tc) + 0.5*a0*tc*tc; %+pi/8; 
  fivek(jj)=fi; 
  X1=0.2*sin(3*fi)*sin(fi);   Y1=0.2*sin(3*fi)*cos(fi); 
  Z1=0; 
  X(jj)=X1+X0; 

  A=[1, 0, 
  TC=[TC;A]
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  jj=jj+1; 
  %f
  fi

i=-(32*pi/243)*t(ii)^2+(32*pi/27)*t(ii)-pi/3; 
=-(0.5*a0)*(t(ii)-(tf-tc))^2+(v0)*(t(ii)-(tf-tc))+ pi/8+ v0*(tf-

2*tc); 
 fivek(jj)=fi; 

(fi); 
Z1=0; 

1+X0; 
*cos(pi/6)-Z1*sin(pi/6)+Y0; 
*cos(pi/6)+Y1*sin(pi/6)+Z0; 

t matrice homogene transformacije 
A=[1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, X(jj), Y(jj), Z(jj), 1];  

A]; 

rajektorije u spolja{njim koordinatama, kao i trajektorije unutra{njih 
koordinata i unutra{njih brzina date su na slede}im slikama.  

 
  X1=0.2*sin(3*fi)*sin(fi);   Y1=0.2*sin(3*fi)*cos
  
  X(jj)=X
  Y(jj)=Y1
  Z(jj)=Z1
%_ tekuca vrednos
  
  TC=[TC;
end 

T

 

Slika 5  
ota dobijene inverznom kinematikom na bazi funkcije ikine.m 

9. Trajektorija, trolisna rozeta, sa parametarskim profilom brzine, i unutra{nje koordinate
cilindri~nog rob
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Zadatak 5.34 

 
Robot poslu`uje tri ma{ine za obradu koje imaju ista vremena ciklusa od 

50 sekundi. Svaki ciklus se sastoji od vremena rada ma{ine od 30 sekundi i 
vremen di. Odrediti kartu toka procesa 
za svaki . 

Sa karte toka procesa je data na slici mo`emo videti da robot poslu`uje 
prvo ma{inu M1, potom M2 i na kraju M3. Punjenje ma{ine M2 mo`e zapo~eti 
kada je napunjena ma{ina M1, a punjenje ma{ine M3 kada je zavr{eno punjenje 
ma{ine M2. U drugom ciklusu se sistem rada ustali pa u njemu mo`emo da 
o~itamo vrednosti praznih hodova i vreme trajanja ciklusa. Ako je vreme ciklusa 
(punjenje-rad) po ma{ini 50 sekundi vreme ~ekanja (praznog hoda) svake ma{ine 
izme|u ciklusa (punjenje-rad) je 10 sekundi. Tako dobijamo da je ukupan ciklus 
(tCIK) po ma{ini 60 sekundi.   
Oznake kori{}ene ma slici su: 
 

tS1-vreme praznog hoda prve ma{ine (slobodno vreme)  
tS2-vreme praznog hoda druge ma{ine (slobodno vreme) 
tS3-vreme praznog hoda trece ma{ine (slobodno vreme) 
tCIK-ukupno vreme trajanja ciklusa (punjenje, rad, ~ekanje) 

 

              

a punjenja odnosno pra`njenja od 20 sekun
 ure|aj u }eliji kao i interferencu  izra`enu u procentima∗

Re{enje: 

                                   
∗) Robot ~esto poslu`uje vi{e ma{ina. Interferenca je vreme dok ma{ina stoji a robot 

poslu`uje drugu ma{inu. Interferenca ma{ina mo`e se meriti  kao odnos ukupnog 
vrenema i zastoja svih ma{ina i ciklusa robota. Naj~e{}e se izra`ava u procentima. 
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ja, rada i ~ekanja isto za sve tri ma{ine postoji samo 
oju mo`emo izra~unati prema izrazu: 

 
Karta toka procesa 

Po{to je vreme punjen

interferenca

Rob M2 M3

2. ciklus

tS1

t S3

ttS2

Slobodno vreme sa 
kojim se ra~una 

vreme punjenja 
ma{ine robotom

ot M1

1. ciklus
vreme rada 
ma{ine

jedna vrednost interference Ir  k
 

++ ttt
%100321 ⋅= SSS

r t
I  

CIK

 
odakle 
 

sledi 

%50%100
60

101010
=⋅

++
=rI  

Zadatak 5.35 

Za ista vremena trajanja ciklusa kao u prethodnom zadatku odrediti 
vrednosti interference ma{ina kao i procenat neiskori{}enosti robota u 
robotizovanoj }eliji sastavljenoj od ~etiri ma{ine. 
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Re{enje: 

Karta toka procesa u ovom slu~aju je data na slede}oj slici. 

Karta toka procesa 

 

2, M3 i na 
 ma{ini je ostalo isto. Vreme 

~ekanja (praznog hoda) svake ma{ine izme|u ciklusa (punjenje-rad) se pove}alo na 
30 sekundi, tako da je ukupan ciklus (tCIK) po ma{ini 80 sekundi. Sistem se 
ustaljuje u drugom ciklusu i iz njega o~itavamo vrednosti praznog hoda. 

 
 

1. ciklus

2. ciklus

tS1

ttS2

tt S2

ttS3

tt S4

Slobodno vreme sa 
kojim se ra~una 
interferenca

vreme punjenja 
ma{ine robotom

 rada 
ma{ine

‘

Robot M1 M2 M3 M4

vreme

Sa dijagrama mo`emo videti da robot poslu`uje ma{ine M1, M
kraju ma{inu M4. Vreme ciklusa (punjenje-rad) po
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Interesantno je da se primeti da se vreme praznog hoda kod ma{ine M2 deli na tS2 i 
t’S2. 
 

 %100
)( 43

'
221 ⋅

++++
=

CIK

SSSSS
r t

ttttt
I  

%150%100
80

30303030
=⋅

+++
=rI   

Zadatak 5.36 

Tri ma{ine su organizovane u }eliju sa robotom koji puni i prazni. 
Vremena ciklusa su dati na slede}i na~in. 
 

 rad poslu`ivanje 
M1 30 20 
M2 15 10 
M3 20 10 

 
Odrediti najbolji redosled aktivnosti koriste}i kartu procesa rada, iznos interferenca 
ma{ina i procenat neiskori{}enog vremena robota. 

Re{enje: 

Kod ovog zadatka vreme punjenja, rada i praznog hoda nije isto za sve 
a{ine, pa se interferenca razlikuje zavisno od redosleda poslu`ivanja ma{ina. 

Stoga treba da se razmotre mogu}e kombinacije redosleda poslu`ivanja ma{ina 
koje su date u  sle- de}oj tabeli. 

Mogu}e kombinacije 

m

  

1 3 2 
1 2 3 
2 1 3 
2 3 1 
3 1 2 
3 2 1 
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Detaljno }emo razmotriti samo dve kombinacije i to: M2, M3, M1 i M1, 
M2, M3.  

Razmotrimo najpre prvu kombinaciju redosleda poslu`ivanja ma{ina: M2, 
3, M1. Ako pogledamo drugi ciklus u kojem se sistem ustalio prime}ujemo da se 

reme praznog hoda ma{ine M2 deli na dva segmenta od po 10 s, dok kod ma{ine 
M3 ne postoji vreme praznog hoda tj. tS3=0. 

 

Karta toka procesa za redosled poslu`ivanja ma{ina: M2, M3, M1 
 

{ine 
IK-ukupno vreme trajanja ciklusa (punjenje, rad, ~ekanje) 

 
U ovom slu~aju sra~unavamo inteferencu prema izrazima 

  

 

M
v

 

 

Robot M2 M3 M1

1. ciklus

2. cikl
tS1

S2

ttS2

Slobo reme sa 
kojim se ra~una 

vreme punjenja 
ma{ine robotom

vreme rada 

‘

tt
ma{ine

us

dno v

interferenca

tS1-vreme praznog hoda prve ma{ine  
tS2-vreme praznog hoda druge ma{ine 
tS3-vreme praznog hoda trece ma
tC
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+++
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)1010(25

=⋅
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ije zavr{en. 

 

 poslu`ivanja ma{ina: M1, M2, M3 

ovde sra~unavamo inteferencu prema izrazima 
 

 

 
Kod kombinacije M1, M2, M3 (isto posmatramo drugi ciklus kada se 

sistem ustalio) treba da primetimo da se kod ma{ine M2,  javlja dva puta vreme 
punjenja. Ako robot nije zauzet punjenjem (opslu`ivanjem) ma{ine, dozvoljeno je 
opslu`ivanje ma{ina koje ~ekaju iako ciklus n

 

Robot M1 M2 M3

1. ciklus

2. ciklus

tS1

tS3
ttS2

Slobodno vreme sa 
kojim se ra~una 
interferenca

vreme punjenja 
ma{ine robotom

vreme rada 
ma{ine

Karta toka procesa za redosled

 
I 
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=
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va kombinacija je ujedno i najbolja jer daje najmanju vrednost interference. 

D O D A T A K  1 

ODRE\IVANJE MATRICE ROTACIJE IZME\U DVA  
KOORDINATNA SISTEMA 

Neka su dva desna koordinatna sistema Oo-xoyozo i O1-x1y1z1 (sa ortovima 

O

 
 

{ }000 k,j,i { }111 k,j,i
GGG

 i 
GGG

, respektivno) poklapaju samo koordinatnim po~ecima 
(koordinatne ose im se ne poklapaju) gde }emo sistem Oo-xoyozo smatrati nepokret- 

inatna sistema 

 

im. Veza izme|u koordinata neke ta~ke P izra`ene u odnosu na ova dva 

koordinatna sistema se mo`e se prikazati matricom  na slede}i na~in: 

z
0

y
0

0

y
1

z
1

x
1

k
1

k
0

j
0

j
1

i
1

i
0

P

P

x
0

Slika D1. Dva, me|usobno zakrenuta, koord

n
1
0R

1
1
00 pRp
GG

⋅=  
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pri ~emu je matrica  definisana na slede}i na~in.  

 

 1R0

GGGGGG

















⋅⋅⋅
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

=

010101

01101

01101
1
0

kkkjki
jkjjji
ikijii

R GGGGGG
GGGGGG

 
0

0

Dakle, matrica  predstavlja transformciju kojom treba pomno`iti 
koordinate ta~ke P izra`ene u odnosu na koordinatni sistem O1-x1y1z1 da bi se 
dobile koordinate iste ta~ke izra`ene u odnosu na koordinatni sistem Oo-xoyozo. 
Tako|e se mo`e videti da dstavljaju projekcije 
ortova zarotiranog koordi 1 1 1 1  nepokretnog 
koordinatnog sistema Oo-xoyozo. 

Na sli~an na~in se mo`e odrediti i matrica inverzne transformacije 

 

1
0R

 kolone matrice transformacije pre
natnog sistema O -x y z  na ortove

0
1R  

0
0
11 pRp
GG

⋅=   
koja je s

 

ada definisana kao: 





 ⋅⋅⋅ 101010

0

ikijii GGGGGG
GGGGGG








 ⋅⋅⋅
⋅⋅⋅=

101010

1010101

kkkjki
jkjjjiR GGGGGG  

Na osnovu ovih op{tih izraza se mogu odrediti matrice rotacije koordinatnih 

sistema oko sopstvenih koordinatnih osa za neki ugao θ  koje nazivamo osnovnim 

(bazi~nim) matricama rotacije. Ako usvojimo skra}eni zapis θθ S=sin  i 

θθ C=cos , sledi: 
- Matrica rotacije oko z – ose (Sl. D2): 

 

- Matrica rota

- Matrica rotacije oko x – ose (Sl. - D4): 















 −
=















 −
=

100
0
0

100
0cossin
0sincos

, θθ
θθ

θθ
θθ

θ CS
SC

Rz  

cije oko y – ose (Sl. D3): 











− θθ

θθ

CS

SC 0







=θR y

0
010,  
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









−=
θθ
θθθ

CS
SCRx

0
0

0

,  
 01

 

Slika D2

                  sistema oko z – ose  

 

Slika D4. Rotacija koordinatnog sistema oko x – ose 

Sva tri slu~aja su ilustrovana na Sl. D2. – D4. 
 

. Rotacija koordinatnog Slika D3. Rotacija koordinatnog  

– ose        sistema oko y 
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D O D A T A K  2 

RAZLI^ITI NA^INI ZADAVANJA MATRICA ROTACIJE 
 

• Ojlerovi uglovi 

Jedan od na~ina za definisanje `eljene orijentacije koordinatnog sistema je 
putem zadavanja Ojlerovih uglova θ , φ  i ψ  koji predstavljaju tri uzastopne 
rotacije izvedene na ta~no odre|eni na~in. Postoji dvanaest na~ina definisanja 

jlerovih uglova, ali }emo mi pomenuti samo dva koji se naj~e{}e sre}u.  
 
O

ZYZ Ojlerovi uglovi 

Da bi dobili krajnju orijentaciju koordinatnog sistema treba koordinatni 
sistem iz po~etnog polo`aja zarotirati oko z0 ose za ugao φ , zatim oko novog 
polo`aja ose y izvr{iti rotaciju za ugao θ , i na kraju, oko novog polo`aja ose z za 
ugao . Matrica rotacije koja odgovara ovoj transformaciji je 

. 

 

ZYX Ojlerovi uglovi

ψ

















⋅⋅−
⋅⋅+⋅⋅−⋅+⋅⋅
⋅⋅−⋅⋅−⋅−⋅⋅

=
θψθψθ

θφψφψθφψφψθφ
θφψφψθφψφψθφ

CSSCS
SSCCSCSSCCCS
SCCSSCCSSCCC

R1
0

 

U ovom slu~aju, krajnju orijentaciju koordinatnog sistema dobijamo kada 
amo oko ose z0 za ugao koordinatni sistem iz po~etnog polo`aja zarotir φ , zatim 
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ko novog polo`aja ose y izvr{imo rotaciju za ugao o θ , i na kraju, oko novog 
polo`aja ose x izvr{imo  rotaciju za ugao ψ

⋅C

 
 

ati 

o

θψ⋅θψ⋅θ− CSSCS
 

φ
φ

S
C

+
−

C
S

z
0

. 

Kona~na matrica rotacije se dobija u obliku: 

• Rota
 

e mo`emo definis nizom uzastopnih rotacija oko osa 
nepokre

  u

















−
⋅⋅⋅
⋅+⋅⋅−⋅⋅⋅

=
θ

ψφθφθφ
ψφψθφψφψθφθφ

CS
SCSSCS
SSSCCSSSCCC

R1
0  

⋅⋅
−⋅⋅⋅+⋅
ψθψθ

ψθφψφψ
CCS

CSSCCS

cija definisana uglovima skretanja, valjanja i propinjanja 

Matricu rotacij
tnog koordinatnog sistema po odre|enom redosledu (Sl. D5.): rotacija oko 

z0 ose za ugao φ , rotacija oko x0 ose za ga ψ i rotacija oko y0 ose za ugao θ
analogiji sa kretanjem vozila (broda, aviona, ...) ugao 

. Po 
φ  nazivamo uglom skret

(defini{e 

 
anja 

 
 

 
 

ja 
 

skretanje sa kursa), ugao nazivamo uglom valjanja (odgovara bo~nom valjanju 

broda) a ugao 

 

 
 

 
 

Sl. D5. Uglovi skretanja, valjanja i propinjan

x
0

0
0

y0

ψ

θ  nazivamo uglom propinjanja. Zbog izuzetne rasprostranjenosti 

navodimo termine za ove uglove na engleskom jeziku: ugao skretanja se naziva 

w, ugao valjanja roll, a ugao propinjanja pitch.  

 Matrica rotacije ima slede}i oblik 

 

ya









θ⋅ψ⋅φψ⋅θ⋅φ−ψ⋅φ+ψ⋅θ⋅φ
θ⋅ψ⋅φψ⋅θ⋅φ−

= SCSCSSCCCS
SCSCC

R1
0  

 ψ⋅φ−ψ⋅θ⋅φ SSCCC
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• Rotacija oko proizvoljne ose 
 

Matricu rotacije, ukoliko je rotacija izvr{ena oko proizvoljne ose (Sl. D6) 
definisane ortom [ ]Tzyx t,t,tt =

G
, koja se ne poklapa ni sa jednom od koordinatnih  

 

 

 

 
 

 
Slika 60. Rotacija oko proizvoljne ose 

 
sa, za odre|eni ugao  mo`emo odrediti iz 
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• Odre|ivanje ose i ugla rotacije ako je poznata matrica rotacije 

onda je ekvivalentni ugao, obele`imo ga sa 

 
Ukoliko je poznata matrica rotacije  

 1211 rr
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D O D A T A K  3 

 
HOMOGENE TRANSFORMACIJE 

 

Veza dva koordinatna sistema kod kojih se koordinatni po~eci ne 
poklapaju (postoji translacija) kao i ~ije ose nisu paralelne (postoji matrica rotacije) 

 opisati slede}im izrazom se mo`e
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Slika D7. Koordinatni sistemi u proizvoljnom relativnom polo`aju 

 

Me|utim, uvo|enjem homogenih transformacija se ova veza mo`e izraziti 
na slede}i, jednostavniji, na~in  

1
1
00 pHp
GG

⋅=  

gde je sa 1H  obele`ena matrica homog ne tran0 e sformacije koja na slede}i 
na~in objedinjava matricu rotacije i vektor translacije 
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××
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gde je: 
  - matrica rotacije koordinatnog sistema 
  - vektor translacije koordinatnog po~etka 
 - vektor perspektive  
 -  faktor skaliranja 

U primenama koje }emo mi razmatrati vektor perspektive i faktor 
skaliranja }e biti konstant njim izrazom 

U slu~aju da nam je poznato 

[ ] 33×R
13×[ ]d
31×[ ]0

11×[ ]1

ni i ima}e uvek vrednosti date gor

0p
G

 koordinate vektora 1p
G

 mo`emo da 
odredimo iz izraza: 

1
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Matrice homogenih transformacija za bazi~ne transformacije su date sa: 

Translacija du` ose x za du`inu a:  

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Translacija du` ose y za du`inu b:  

Translacija du` ose z za du`inu c:  

otacija oko ose x za ugao :  

Rotacija oko

Rotacij
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D O D A T A K  4 

 
DENAVIT-HARTENBERGOVA NOTACIJA 

 

Razmotrimo dva susedna segmenta robota, i-1-vog i i-tog, (na sl. D8. je 
pretpostavljeno da segmenti spojeni rotacionim zglobovima sa samo jednim ste-
penom slobode) gde su ose obrtanja zglobova obele`ene sa zi, zi-1 i zi-2 koje se, u 
op{tem slu~aju, mimoilaze u prostoru. Pretpostavimo, dalje, da je koordinatni sis-
tem sa po~etkom O  ve} postavljen. Tada je mogu}e odrediti zajedni~ku normalu 

 dve mimoilazne prave (na l. D8. 
je ova zajedni~ka normala obele`ena sa ). Ako u pravcu zajedni~ke normale 

.postavimo osu xi yi odredimo tako  

 
da sa xi

predstavljaju dva koordinatna sistema koji su postavljeni u skladu sa Denavit-

Hartenbergovom notacijom. 

i-1

izme|u osa zi, zi-1 kao zajedni~ku normalu izme|u  s

ia
 (smer se mo`e birati proizvoljno), a osu ia

Slika D8.  DH parametri za rotacioni zglob 

, i zi obrazuje desni koordinatni sistem tada koordinatni sistemi Oi-1 i Oi 
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D-H parametre θ , α , d  i a  izme|u ova dva koordinatna sistema 
mo`emo odrediti na slede}i na~in: 

parametar  je rastojanje izme|u osa zi-1 i zi mereno du` ose xi 
parametar  je rastojanje koordinatnog po~etka Oi-1 i preseka osa xi i 
zi-1  mereno du` ose zi-1; 
pa

a
d

rametar α  je ugao izme|u osa zi-1 i zi (od ose zi-1 ka osi zi) meren u 
ravni normalnoj na osu xi; 
parametar θ  je ugao izme|u osa x  i x  meren u ravni normalnoj na i-1 i

osu zi-1 

Parametre θ , α , d  i a  je mogu}e na sli~an na~in odrediti i u slu~aju 
linearnog (translatornog) zgloba, koji je prikazan na sl. D9. Koordinatni sistem ko
odgovara translatornom zglobu se postavlja tako da se poklapa sa po~etkom 
narednog koordinatnog sistema koji je definisan. Osa xi se postavlja u istom ili 
suprotnom smeru od vektora zi-1 x zi. Veli~ina d odgovara unutra{njoj koordinat

nstantni a id  predstavlja pomeraj u zglobu (unutra{nja koordinata qi). Treba 

ji 

i qi. 
Nulta vrednost qi odgovara polo`aju kada se koordinatni po~eci Oi i Oi-1 poklapaju. 
Za translatorni zglob ugao iθ  nije promenljiv ve} fiksan i predstavlja kinemati~ki 

parametar, isto kao i ugao iα . 

Kada se za dati robot izvr{i pridru`ivanje koordinatnih sistema pojedinim 
segmentima i odrede DH parametri tada su homogene matrice transformacije funk-
cije samo unutra{njih koordinata qi u zglobovima. 

Parametar  reprezentuje du`inu segmanta, ia iα  ugao izme|u osa zglobova 

istog segmenta (uvrnutost segmenta), parametar  predstavlja smaknutost (engl. 
offset) koordinatnih po~etaka Oi-1 i Oi (u slu~aju pravilnih geometrijskih oblika 
segmenata  predstavlja smaknutost “centara zglobova”) dok parametar 

id

id iθ  pred-
stavlja ugao me|usobnog zakretanja i-1-vog i i-tog koordinatnog sistema {to je u 
slu~aju linearnog zgloba posledica savijenosti segmenta. 

U slu~aju rotacionog zgloba ,  iia id  iα  predstavljaju fiksne parametre 
mehanizma dok iθ  predstavlja ugao zakretanja izme|u dva segmenta (unutra{nja 

koordinata zgloba i , q ), dok su u slu~aju translatornog zgloba parametri ia iθ  i iα  

ko
obratiti pa`nju da kod DH notacije postoji neslaganje u rednom broju zgloba i 
njemu pripadaju}eg koo a segmenata 
kinemati~kog lanca kre}e od segmenta vezanog za podlogu i po~inje sa 1 (1, 2, ... , 

). Numeracija zglobova tako|e po~inje od podloge na isti na~in kao i kod 

0

rdinatnog sistema. Naime, numeracij

n
segmenata, ali se koordinatni sistemi koji pripadaju svakom od zglobova numeri{u 
druga~ije. Osa baznog zgloba (zglob kojim se robot povezuje sa podlogom) 
obele`ava se uvek sa z  tj. numeracija po~inje od nule. To zna~i, da je i-ti zglob 
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prvi zglob i-tog segmenta dok je odgovaraju}i koordinatni sistem i-1-vi {to se mo`e 
videti na slikama D8. i D9. Na isti na~in, prvi zglob po~etnog segmenta 
kinemat m t  j g 0. 

Pro i ih 
sistema i for t
bova. Tip i r  biti poznati unapred.  

Baz tn
(njegov polo`aj nije jednozna~no odre|en i mo`e se izabrati najpovoljnija pozicija) 
a ose x0 i y0 it
koordinatni sistemi postavljaju na na~in opisan ranije. 

 zi

 d je u tom slu~aju di jednako nuli, a zbog paralelnosti 
osa zi-1 i z  parametar α  je tako|e jednak nuli. Kada je osa x  odre|ena, osa y  se bira 
tako da 

i se bira kao normala na ravan 
definisanu osama z  i z  dok je pravac x  proizvoljan. Najprirodniji izbor 
koordin ka

n
i 

da se On bira simetri~no 
izme|u 

 

 

i~kog lanca (seg en  1) e z lob 1, a njegov koordinatni sistem je O

cedura form ranja kinemati~kog modela (postavljanja koordinatn
miranja ma rica transformacije) po~inje identifikacijom osa svih zglo-
aspored zglobova moraju

ni koordina i sistem se mo`e postaviti bilo gde (Sl. D10) na osi z0 

treba odred i tako da se oformi desni koordinatni sistem. Dalje se 

Razmotrimo, dalje, problem koji se javlja ako ose zglobova zi-1 i zi 
pripadaju istoj ravni. Tu se mogu javiti dva slu~aja: 

 a) ose zi-1 i zi se seku, 

 b) ose zi-1 i zi su paralelne. 

U drugom slu~aju, koji je sasvim ~est u praksi, postoji beskona~no mnogo 
zajedni~kih normala na ose -1 i zi. Tada se osa xi bira kao normala na zi-1 i da 
prolazi kroz Oi-1. Primetimo a 

i i i i

oformi desni koordinatni sistem. 

U prvom slu~aju, kade se ose zi-1 i zi seku, x
i-1 i i

atnog po~et  Oi je u preseku osa zi-1 i zi mada se mo`e izabrati bilo koja 
ta~ka na osi zi. Treba primetiti da je u ovom slu~aju parametar ia jednak nuli.  

Tako|e treba obratiti pa`nju na postavljanje koordinatnog sistema 
poslednjeg ( -tog) segmenta, tj. koordinatnog sistema hvataljke. Koordinatni 
po~etak On se mo`e izabrati proizvoljno, ali treba voditi ra~una da se DH parametr
maksimalno uproste. Zbog toga se preporu~uje (Sl. D10) 

prstiju hvataljke, jedino treba da se obezbedi da je osa xn upravna na zn-1. 
Ukoliko je poslednji zglob rotacioni treba osu zn izabrati tako da je paralelna zn-1 ili
da se sa njom poklapa.  

Prema svemu izlo`enom mogu}e je propisati “algoritam” za definisanje
kinemati~kog modela robota proizvoljne mehani~ke konfogutacije: 

• Locirati i ozna~iti sve ose zglobova od z0 do zn-1. 
• Postaviti bazni koordinatni sistem bilo gde na z0 osi. 
• Napomena: korake 53 ÷  ponavljati za i = 1 do i = n-1 
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• Locirati koordinatni po~etak Oi na mestu gde zajedni~ka normala na 
zi-1 preseca osu zi. Ako se zi preseca sa zi-1 onda Oi postaviti u ta~ku prese
a ako su zi i zi-1 paralelni onda Oi postaviti u zglob zi. 

• Postaviti osu xi du` zajedni~ke normale izme|u zi-1 i zi kroz ta~ku
pravcu normalnom na ravan zi ; zi-1 ako se ove dve ose seku. 

ose zi i 
ka, 

 Oi ili u 

• 

i i i i

3. For tara 

Odavde

obota, 

nalaze po dva koordinatna sistema, 

nato od po~etka (baze, osnove) kinematskog 

la  

s ntu u 

 izme|u dva koordinatna sistema koji su 
zra`ena u funkciji D-H parametara) je 

data sa 

 u odnosu na bazni (nepokretni) koordinatni sistem 
 

 
 
 

Postaviti yi tako da se formira desni koordinatni sistem. 
1. Postaviti koordinatni sistem hvataljke na pogodan na~in. 

2. Formirati tablicu parametara a , d , α , θ . 

mirati homogenu matricu transformacije zamenjuju}i vrednosti parame

iz tablice, formirati ukupnu matricu transformacije mno`e}i sve matrice od 

po~etne do krajnje. 

 se mo`e zaklju~iti slede}e: 

- koordinatni sistemi se postavljaju u zglobove r

- na svakom segmentu se 

- prvi koordinani sistem (ra~u

nca je vezan za doti~ni segment, polo`aj drugog koordinatnog sistema

zavisi od polo`aja narednog segmenta tj. pripada narednom egme

odnosu na  

Matrica homogene transformacije
postavljeni u skladu sa D-H notacijom (i i

 







⋅⋅−⋅
⋅⋅⋅− iiiiiii

SaSCCCS
CaSSCSC

θαθαθθ
θαθαθθ








 1000
0 iii

i dCS αα

Na opisani na~in je mogu}e u potpunosti definisati polo`aje svih koordi-
natnih sistema i oformiti ukupnu matricu transformacije koja povezuje poziciju i 
orijentaciju krajnjeg koordinatnog sistema kinematskog lanca (koordinatnog sis-
tema hvataljke) izra`enu

= iiiiiiiA  
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V  

 
 

D O D A T A K  5 

Jakobijan 

 
G G

eza izme|u linearne p  i ugaone ω  brzine hvataljke i brzina u zglobovima q�  ro-

se mo`e napisati na slede}i na~in 

qp �� J=  

�=ϖ

bota, 

      (D5.1) 

gde je  ukupni vektor brzine hvataljke izra`en u spolja{njim koordinatama (ob-

jedinjeni su vektori linearne i ugaone brzine), je vektor brzina u 

zglobovima mehanizma. Matrica kojom 

i-

ot-

`ene u 
polja{njim (dekartovim pravouglim) koordinatama.  

Da bi bolje razumeli prirodu matrice J napi{imo izraz (D5.1) u razvijenoj 
rmi (posmatra}emo mehanizam koji ima {est stepeni slobode),  

L

qJU  

Obe jedna~ine mo`emo objediniti u jedinstven izraz ~ime se dobija relacija 

qqJ
p

vs �
�

� )(=







ϖ

==

s�
T

n21 ]q,,...qq[ ���� ,=q
se povezuje kretanje u zglobovima )(qJ

mehanizma sa kretanjem hvataljke se naziva jakobijevom matricom ili jakob

janom. Prema tome, jakobijeva matrica povezuje brzine kretanja zglobova rob

skog mehanizma sa linearnom i ugaonom brzinom kretanja hvataljke izra
s

fo
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    (D5.2) 

Posmatrajmo samo prvu jedna~inu sistema 
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616515414313212111 qJqJx ��� ++= qJqJqJqJ ���� +++    (D5.3) 

Iz forme izraza (D5.3) se vidi da su ~lanovi (elementi) jakobijana u stvari parcijalni 

ije kojom se defini{e pozicija i orijentacija vrha robota u spolja{njim 

koordinatama po unutra{njim uglovima u zglobovima mehanizma robota i mogu se 

odrediti analiti~ki ili numeri~ki. 

ijana 
 
Za odre|ivanje Jakobijana analiti~kim putem potrebno je imati  funkciju kojom se 
povezuju spolja{nje koordinate hvataljke sa unutra{njim koordinatama u 
zglobovima, koju zatim treba diferencirati po unutra{njim koordinatama. Na 
primer, za minimalnu konfiguraciju (samo tri prva stepena slobode) funkcije 

izvodi funkc

 
• Analiti~ko sra~unavanje jakob

),,( qqqfx = , ),,( qqqfy =  i ),,( qqqfz =  predstavljaju pozicij321 321 321 u vrha 
robota ~ijim diferenciranjem dobijamo 
 

 321321321 )q,q,q(x)q,q,q(x)q,q,q(x ∂
+

∂
+

∂
=  3

3
2

2
1

1

dq
q

dq
q

dq
q

dx
∂∂∂

3
3

2
321

1
1

321

q
)q,q,q(y

q
)q,q,q(y

∂
∂

+
∂

∂
=

 3
3

321
2

2

321
1

1

321 dq
q

)q,q,q(z
dq

q
)q,q,q(z

dq
q

)q,q,q(z
dz

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=  

321

2

dq
)q,q,q(y

dq
q

dqdy
∂

+
∂

  (D5.4) 

{to se u vektorskoj formi mo`e napisati kao 

 

gde je  

qdqJsd )(=        (D5.5) 
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  ,        . 

pa sledi  

 










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


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dz
dy
dx

sd


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
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
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









∂∂∂
∂∂∂

∂∂∂

=
3121
zzz
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xxx

J


∂∂∂
∂∂∂ 321

yyy
qqq

 ∂∂∂ 321 qqq

321 321

321

      (D5.6) 

Matrica J je, dakle, matrica parcijalnih izvoda funkcija i 

u odnosu na uglove u zglobovima  i 

emenata matrice J se mogu dobiti diferenciranjem gornjih izraza.  

tako da svaki elemenat  i  predstavlja vektor kolonu 

dimenzije (3x1), lako se mo`e uo~iti da prvi deo kolone ( ) 

odgovara doprinosu i-tog zgloba linearnom, a drugi deo ( ) 
ugaonom kretanju hvataljke. Prema tome, u razvijenoj formi 
mo`emo pisati 

),,,( qqqx
.

),,( qqqy
 Prema tome, vrednosti ),,( qqqz 21,qq 3q

el
 
• Numeri~ko sra~unavanje jakobijana 
 

Ako napi{emo jakobijevu matricu u slede}em obliku 


= LnLL JJJ

J
"21      (D5.7) 
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Odavde se linearna brzina vrha robota mo`e napisati kao 

    (D5.9) 

brzina hvataljke kao 

    (D5.10) 

Na sl. 3.3.a. je prikazan slu~aj kada je i-ti zglob robota (rotacioni) i njegov 

polo`aj u odnosu na hvataljku, dok je na sl. 3.3.b. i-ti zglob robota translatorni. 

Neka su sa zi obele`ene ose zglobova koje su postavljene u prethodnom postupku 

Ra

U slu~aju da je i-ti zglob translatoran (pripadaju}a z osa je tada zi-1)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

a) rotacion zglob          b) translatorni zglob 

Slika 61. Infinitezimalni pomeraji hvataljke zbog pomeranja rotacionog 
                       i linearnog (translatornog) zgloba 

 

njegovo pomeranje izaziva samo translatorno pomeranje hvataljke pravcu zi-1 ose,  
intenziteta , tj. 

nLnLLH qJqJqJv ⋅++⋅+⋅= "�� 2211

a ugaona 

nUnUUH qJqJqJ �"�� ⋅++⋅+⋅= 2211ω

Razmotrimo kako mo`emo da odredimo elemente matrice LiJ  i UiJ .  

odre|ivanja DH parametara. 

zmotrimo najpre kako kretanje nekog od zglobova mehanizma mo`e da 

doprinese promeni linearne brzine hvataljke. 

 

 

id�
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i1iiLi dzqJ �� ⋅=⋅ −       (D5.11) 

Ako je i-ti zglob rotacioni njegovim pokr

izme|u zgloba koji se pokre}e i hvataljke dobiti ugaonu brzinu 

       (D5.12) 

koja }e linearnu brzinu hvataljke robota, koja je od ose obrtanja udaljena za , 

 odrediti kako kretanja u translatornom i rotacionom 

zglobu d

prinosi promeni ugaone brzine 
hvataljk

       (D5.14) 

ko je i-ti zglob rotacioni, ugaona brzina koja se generi{e kretanjem zgloba, je data 

a 

etanjem }e deo mehanizma koji se nalazi 

i1ii qzω �⋅= −

Hir ,1−

promeniti za 

iH1,i1iH1,iiiLi q)rz(rqJ �� ⋅×=×=⋅ −−−ω     (D5.13) 

Na sli~an na~in }emo

oprinose promeni ugaone brzine hvataljke.  

Ako je i-ti zglob translatorni on ne do
e  

0=⋅ iUi qJ �

A

s

i1iiUi qzqJ �� ⋅=⋅ −       (D5.15) 

rema tome, jedna~inama (D5.11, D5.13- D5.15) je mogu}e odrediti elemente 

kobijana  i  za slu~aj translatornih i rotacionih zglobova pa mo`emo 

zimirati 

- za translatorni zglob 

  (D5.16) 

- 

Pri sra~unavanju jakobijana jedine veli~ine koje treba odrediti su vektori 

P

LiJ UiJja

re




 −zJ 1i

Ui

Li



=



 0J

     

za rotacioni zglob 





 ×

=



 −− H1,i1iLi rzJ

     (D5.17) 
 −1iUi zJ
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1iz −  i  koji su fu

predstavlja tre}u kolonu u matrici rotacije  i mogu}e ga je veoma jednostavno 
H1,ir − 1  

1−iR
nkcije samo pomeraja u zglobovima robota. Vektor iz −

o

odrediti na slede}i na~in 

01221 i−
12

1
1
0 z)q(R...)q(R)q(Rz i

1i
−

− = i−     (D5.18) 

gde je  {to nam omogu}ava da se iz matrice  odaberemo samo 

Vektor polo`aja od i-1-vog zgloba do hvataljke  je mogu}e odrediti 

(slike 3.3.a i b) kao razliku vektora od k

vektora  od koordinatnog po~etka do i-1-vog zgloba. Vektor  je mogu}e 
odrediti

pa sledi 

 je  dato sa . Sli~nim postupkom je mogu}e odrediti i vektor 

[ ]T100=z 1−iR0 o

tre}u kolonu. 

H1,ir −

Hp  

1-ip Hp
oordinatnog po~etka do hvataljke i 

 kao prva tri elementa ~etvrte kolone ukupne homogene matrice transfor-
macije HT0  koja je data sa 

 T HH 21
0 )q(H...)q(H)q(H nin−= 2110  

 00 pTpH =        (D5.19) 

gde

H

 0p
. Naime,  

[ ]Tp 1000 =

1−ip

01
1
22

2
11

1
01 p)q(H...)q(H)q(Hp i

i
ii −

−
−

jakobijana numeri~kim putem pod uslovom da su poznate matrice 
transformacije koje odgovaraju datoj (trenutnoj) pozi mehani~kestrukture robota.  

 

− =     (D5.20) 

Prema tome, izrazi (D5.18-D5.20) omogu}avaju jednostavno sra~unavanje 
elemenata 
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D ERENCIJALNA KINEMATIKA ROBOTA IF

Polo`aj vrha robota odredjen je v

 ,   

ektorom 

[ ]Tx y z= ψ θr ϕ dim 6m= ≤r  

a kofiguracija robota odredjena je vektorom 

 [ ]1 2 nq q q=q " ,   dim 6n= ≤q , n ≥

za n m>  robot je redundantan. 

Funkcija koja preslivaka vektor unutra{njih koordinata q  na vektor spolja{njih 
koordinata x  naziva se direktnom kinemati~kom funkcijom. 

T m ;  

 ,    

funkcije,  

 

( )f=x q : n mf →\ \
Zna~ajno slo`eniji problem predstavlja izra~unavanje inverzne kinemati~ke 

1 : m nf − →\ \  

Ukoliko je zadata ta~ka vrha robota van doma{aja, inverzna kinemati~ka funkcija 
1f −  ne postoji. 

Posmatrajmo {ta se dogadja sa diferencijalnim tuma~enjem vektora polo`aja robota 
i vrha robota. Po diferenciranju direktne kinemati~ke funkcije dobija se 

 (f∂
= =

∂
x q J q

q
�� ) ⋅q� , 

gde je x� - vektor poznatih brzina vrha, a q�  - vector nepoznatih brzina zglobova. 
Uvedimo definiciju Jakobijana 

( ) f∂
≡

∂
J q

q
   

Ukoliko znamo matrice transformacija od nosnove do vrha robota, mo`emo 
odrediti Jakobijan. 

 T   

gde su 

0 0 1 1
1 2

n
n n

−= ⋅T T T "
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 1 0 0 0 1i−  
 

i i i ii p 
=

n s a
T  

Predpostavimo da Jakobijan ima slede}u po kolonama gde svaka kolona sadr`i dva 
vektora dimenzije 3: 

 
p1 2

6

p p n

on n×

 
=  

  

j j j
J

j j j

"

"
 

1 2o o

gde su pij

ma v  oij
ro

 - deo jakobijana koji se defini{e doprinos ugaonih brizna translatornim 

rzina rha robota ib defini{e doprinos ugaonih  - deo jakobijana koji se 
na  robota. Op{ta definicija elemenata jakobijana 

 ,   (39) 

briz tacionim brzinama vrha
glasi 

1i−z 0, translacija
( )1

pi
i i−

=  × −
j

z p p 1, r tacijai−
= 


j

z ooi

gde je 1i−z  tre}a kolona matrice  0T  1i−

 0 0
1 1 0 1i i i− − −  = ⋅ = ⋅

 
z T z T  

0
0
1
1

 
 

 
 

a p - vektor polo`aja na matricu 0
nT  a  ip  - vektor polo`aja na matricu 0

iT . 

iferencijalne kinematike 

Algoritam za re{avanje inverzne kinematike 

Podjimo od jedna~ine d

  ( )=x J q q��

Ako je Jakobijan kvadratna matrica i ako ima pun rang, jednak 

, onda postoji   i mogu se izra~unati unutra{nje brzine dim( ) dim( ) n= =x q 1− ( )J q

( ) 1−=q J q x� �   

Prethodna jedna~ina mo`e se napisati i kao 
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( )1d
dt

−=
q J q   v

 

Za kona~no vreme diskretizacije t∆  mo`e se napisati 

(q ) ( ) ( )( ) ( )1 1k k
k k

t t
t t

t
+ −−

= ⋅
∆

q
J q v , 

odnosno 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )1t t t t t−= + ⋅ ⋅ ∆q q J q v , ( )tq  

Time je linearizovan model � . Veoma je va`no da pravilno odaberem

vredn

1k k k k+ 0

( )= ⋅x J q q�
. Premala vrednost dovodi do sporog re

d −x

 t∆

ije d= −e x x

o 

ost {avanja inverzne kinematike a 
preveliko dovodi do prevelike gre{ke. Defini{imo gre{ku ostvarene i `eljene 

ajektor  gde je 

 

−

Pretpostavimo da je vremenska zavisnost promene gre{ka, odstupanje od `eljene 
trajektrorije, definisano diferencijalnom jedna~inom prvog reda sa konstantnim 

 

Tada je re{enje inverzne kinematike, kao funkcija gre{ke 

[to je k k jer ako 
idemo preko nje, algoritam mo`e postati nestabilan. 

 

tr `eljeni (desired) polo`aj vrha robota 

( )

( )
( ) [ ]

1

1

d

d

d

−

−

= ⋅

= − ⋅

= ⋅

q J q x
x

e x J q q

q J q x e

� �
�

� ��

� ��

 
= −e x� �

koeficijentom k  

0k+ =e e�  

 ( ) ( )1
d k−= ⋅ +q J q x e� �  , 

 ve}e impulsni odziv br`e te`i nuli! Ali postoji gornja granica za 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )1
kt t t t k t f t−  = + ⋅ + − q q J q v x q  1k k k d k d k+ 
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