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Robotika Zbirka zadataka

PREDGOVOR

Zbirka zadataka iz robotike namenjena je studentima zavr$nih godina studija elektrotehnike
i masinstva. Imajuci u vidu da je broj studenata koji slusaju robotiku u Srbiji tokom jedne
Skolske godine relativno mali, odlucili smo se za verziju Zbirke koja bi bila uskladena sa
nastavnim planovima robotike Fakulteta tehnickih nauka Univerziteta u Novom Sadu i
Elektronskog fakulteta Univerziteta u NiSu. Mnogi od zadataka Zbirke korisceni su tokom
niza godina pri izvodjenju racunskih ili laboratorijskih veZbanja iz predmeta Tehnicka ro-
botika i Industrijska robotika. Ipak, Zbirka sadrZi i nekoliko novih zadataka koji, nadamo
se, uspesno povezuju poglavlja u neophodnu celinu. Na ovom mestu smatramo da je neop-
hodno da se zahvalimo Mr. Draganu Kosticu koji je pomogao u koncipiranju znacajnog
broja zadataka Zbirke tokom rada na Elektronskom fakultetu u Nisu.

Pazljivo odabrani zadaci pruzaju sveobuhvatan uvod neophodan za izuavanje naucnih i
tehnoloskih osnova industrijske robotike. Prateci savremene trendove u robotici a istovre-
meno imajuci na umu sloZenost materije koja nije pogodna za tekstualno izlaganje, odlucili
smo se da se oslonimo, tamo gde je moguce, na prednosti koje pruza okruZzenje MATLAB-
a. Veliki broj osnovnih matematickih funkcija nad vektorima i matricama, bogat skup funk-
cija za graficko predstavljanje rezultata a posebno funkcije koje pripadaju velikom broju
korisnickih alata, tzv. toolbox-ova, pruZilo je, i bukvalno, programsku osnovu za virtuelnu
robotsku laboratoriju. Otuda i preporuka da se pre pocetka kori§cenja ove Zbirke studenti
kratkim uvodom pripreme za rad u MATLAB okruZenju.

Smatrajuci da izdavanje udzbenika osnovnih studija ne treba da donosi profit, odlu¢ili smo
se da Zbirka bude dostupna svakom studentu, bez materijalne nadoknade. Dodatan razlog
koji opravdava elektronsku distribuciju knjige je da velika vecina zadataka poseduje MAT-
LAB skript kao deo reSenja. Time je omogucena direktna verifikacija zadataka a takode
ostavljena i sloboda autonomnog rada, bez zamornog prekucavanja koda reSenja.

Autori pozivaju sve korisnike ove Zbirke da sugestije, primedbe i uocene nedostake posalju
elektronskim putem na adresu ZbirkalzRobotikeZyahoo.com.
Autori,

Novi Sad, Nis, April 2002. godine
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Zbirka zadataka

HOMOGENE TRANSFORMACIJE
Zadatak 1.1

Odrediti projekcije vektora ;1 , }1 , El na ose koordinatnog sistema O,-
X,y,Z, 1 matricu rotacije Rg) za slu€aj prikazan na Sl. 1.

Resenje:

Obzirom da kolone matrice transformacije Ré predstavljaju projekcije
ortova rotiranog koordinatnog sistema O;-x;y,z;, na ortove nepokretnog

koordinatnog sistema O,-x,y,z, (videti Dodatak 1), za situaciju prikazanu na Sl. 1.
mozZemo pisati:

v s

|2 |0

i=l 0| j= o0 K=|1
V2 V2 0
2 2
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Slika /. Relativni poloZaj koordinatnih sistema posle rotacije

odakle, zamenom u kolone matrice, sledi traZzena matrica rotacije

RER)

0
2 2
R, =| 0 0 1
22
2 2

Zadatak 1.2
Vektor p, = [1,1, O]T je rotiran oko y, ose za ugao 6’=% kao Sto je
prikazano na Sl. 2. Odrediti koordinate vektora posle rotacije.
ReSenje:
P = R,,- Do = Ry,9o° “Po

Na osnovu osnovnih (bazi¢nih) matrica rotacije oko koordinatnih osa
(videti Dodatak 1) sledi
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Slika 2. llustracija uz zadatak 1.2

pa posle sracunavanja vrednosti za ugao 8 =% dobijamo traZene koordinate

vektora

S = O
o — f—
Il

Zadatak 1.3

Odrediti matricu rotacije R koja predstavlja rotaciju za — % oko x ose

pracenu rotacijom za ugao —% oko trenutne z ose.
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ReSenje:

Ukupnu matricu rotacije (vidi Dodatak 2) moZemo odrediti kao rezultat dve
uzastopne rotacije prema izrazu

R= Rx,—90° ’ Rz,—45°
odakle sledi

0

R=|0 CO6 -S SO0 CO 0=

0 SO Co 1
e JE - :

— 0] {2 2
O 2 2 0
=0 0 1 —% % 0(=| O 0 1
0 -1 o)1 o o 1| Y2 V2
L 2 2
Zadatak 1.4

Da bi utvrdili da li za uzastopne rotacije vazi zakon komutativnosti odrediti

matricu rotacije R' za iste pojedinacne rotacije kao u prethodnom primeru (zadatak
1.3) ali izvedene obrnutim redosledom.

ResSenje:
U ovom slu¢aju ukupna matrica rotacije nastaje kao rezultat dve uzastopne
rotacije ali obrnutim redosledom, tj.

R =R ‘R

7,-45° x,-90°
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ce -S6 0|1 O 0
R'=|S6 C6 0|0 CO6 -S6|=
0 0 1|0 S6 C6

22 V2, 2]
2 2 Lo o 2 2
|2 V2 gy o ] o2 g 2
2 2 0 1o 2 2
0 0 1 - 0 -1 0

Odavde se vidi da za konacne rotacije na vazi zakon komutativnosti.

Zadatak 1.5

Odrediti matricu rotacije koja odgovara skupu rotacija definisanih sa:

1.- rotacija oko z ose za ugao @
2.- rotacija oko nove y ose za ugao 0
3.- rotaciju oko nove z ose za ugao y

ako su uglovi rotacija dati sa: 6 = 7/ ,9=0, y= % . Koji je smer x; ose u odnosu
na bazni koordinatni sistem?

Resenje:

Posto su u pitanju ZYZ Ojlerovi uglovi, matrica rotacije je data sa
CH-CO-Cy—Sp-Sy —Cp-CO-Sy—Sp-Cy Co- SO
R =|5¢-CO-Cy+Ch-Sy —S6-CO-Sy+Cop-Cy S-S50
-86-Cy S0- Sy co
odakle sledi
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0 0 1
V2 2
-— — 0
L 2 2 J
AZ)
a i)
3
0 45'% g 3;0
K
X
: s 7
3

Slika 3. PoloZaj koordinatnog sistema posle rotacije u odnosu na bazni

PoloZaj koordinatnog sistema posle rotacije u odnosu na bazni je dat na Sl. 3.

Zadatak 1.6

Odrediti matricu rotacije za date uglove valjanja ¢=0°, propinjanja 6 :%

. o
i skretanja y = A .

ReSenje:

Ako primenimo odgovarajucu matricu transformacije (vidi Dodatak 2)

CH-CO-Cy—SHp-Sy —CH-CO-Sy—-Sp-Cy Co-S6
R, =|S0-CO-Cy+Ch-Sy —Sp-CO-Sy+Ch-Cy So-S0
- 86-Cy S6- Sy co

za date vrednosti uglova ¢, 6 i y dobijamo
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o 2 2

2 2

R(l): 0 ﬁ _Q
2 2

-1 0 0

Zadatak 1.7

Odrediti homogenu transformacionu matricu H koja predstavlja rotaciju
oko Ox ose za ugao a prateci translaciju duZ rotirane Oy ose za b jedinica.

Resenje:

H2 :Hl'Hy,b :Hx,a:Hx,a'Hy,b = H=H -H

Zadatak 1.8

Odrediti homogenu matricu transformacije koja predstavlja rotaciju za o
stepeni oko trenutne x ose pracenu translacijom za b jedinica duz trenutne x ose,

Z

0 AZ

X =X
0

10
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AZU
Z 0
7 R 7z ,\ AZU
\ \ y
\\\ 0 y0 \\ //,/"I/
by L N 1
P y 4 0
_ X
X, =X X & X
v 0
7Z» Ao
V0
Y,
0
Ly
X X X

Slika 4. Transformacije koordinatnih sistema

pracenu translacijom za d jedinica duZ trenutne z ose i pracenu rotacijom za
0 stepeni oko trenutne z ose.

Resenje:

odrediti na osnovu izraza:

Ako primenimo sukcesivno matrice specificiranih homogenih transformacija, koje
su skicirane na Sl. 4, rezultujuca homogena matrica ukupne transformacije se moze

H=R,, T,

b T-q-R.p.

11
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Zamenom pojedina¢nih matrica homogenih transformacija (vidi Dodatak 3) sledi

1 0 0 0]t oo s][t 00 0][co —s8 0 0
|0 ca ~Sa o0 1 00|01 0o0f|S6 €8 0 0]
|0 Sa Ca o[|0 01 0|00 1 4|0 o 1 0
0 0 o0 1llooo 1]/loo0oo0 1|/l0 0o 01
1 0 0 bl[co —s6 0 0
0 Ca -Sa 0||S6 Co 0 0
0 Se¢ Ca O[]0 0 14
0 0 o0 1|0 o0 01
pa na kraju dobijamo
c6 -S6 0 b

Ca-S0 Ca-CO0 —-Sa -d-Sa
Sa-S0 Sa-CO0 Ca d-Ca
0 0 0 1

Zadatak 1.9

Odrediti transformacionu matricu T koja predstavlja rotaciju oko Ox ose za
ugao o pracenu translacijom duz Ox ose za a jedinica, pracenu translacijom duz
oz ose za d jedinica, pracenu rotacijom oko 0z ose za ugao 6.

ResSenje:




Robotika Zbirka zadataka

Odakle dobijamo
H= Hz,@- 'Hz,d 'Hx,a 'Hx,a
Cop —Sp 0 0|1 0O Of|L O O a||l O 0 0
He S Cp 0 0O 1 0 Ojj0O 1 0 Oj|O0 C, =-S5, O
1o 0 104|001 4d{|OO0T1 0|0 S, €, O
0 0O 0 1](0 0 O 1]]/0 O O 1(]0 O 0 1
Zadatak 1.10

Odrediti homogene transformacije H%), H% , H12 koje predstavljaju trans-

formacije izmedu sistema prikazanih na slici. PokaZite da je H% = H%)le .

Xl
g
Yoa Za —
0
Oz };I A
X, 0
Z, < 1m >

Slika 5. PolozZaj koordinatnih sistema

ResSenje:

Sa slike se moze uociti da izmedu koordinatnih sistema O ,-x,y,z, i O,-X,y,z,
postoje sledece transformacije:

1 = . .
H, = Tranz,l Rle,90° ROtz,—QOO

13
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na osnovu ¢ega sledi

1 0 0 O 1 0 0 O 0 1 0 O
) 0 1 0 O 0 0 -1 0] -1 0 0 0
Hoz . . =
0 0 1 1 01 0 O 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 O 0o 1 0 O 0o 1 0 O
01 0 0 0 0 -1 0 0 0 -1 0
B 0 0 1 1‘—1 0 0 O B -1 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
Na sli¢an nacin se dobija
Hg =Trany,l -Rotx’900 'R0ty’_9oo
odakle sledi
1 0 0 O 1 0 0 O 0 0 -1 0
) 0 1 0 1 0 0 -1 0 01 0 O
Hy = . =
0 0 1 O 01 0 O 1 0 0 O
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 -1 0
1 0 1 -1 0 0 O -1 0 0 1
B 0 1 0. 0o 1 0 O B 0o 1 0 O

[ - =]

o o0 1[0 O O 1] |0 O 0 1

Za vezu izmedu koordinatnih sistema O,-x,y,z; 1 O,-X,y,z, vazi

H} = Tran,, -Tran__, -Rotyrgoo “Rot
na osnovu ¢ega sledi
1 00 1]|{L OO0 Of|0O O 1201 0 0 0
H2—0100-0100-0100-00_10
"loo 1 oflo 01 —1[{1 0 0 Of[0 1 0 0
000 1]{0 0 0 1 00 O 1/|/10 0 0 1

pa konacno za homogenu transformaciju H 12 dobijamo

14



Robotika Zbirka zadataka

0 -1 0 1
, 1000 -1 0
H! = :
1 0 0 -1
0 0 0 1

Takode, na osnovu medusobnog poloZaja koordinatnih sistema O ,-x,y,z, i
0,-x;y,z; se moZze pisati

l = . .
H, _Rotx,900 Rotzv_900 Tran, _,

odakle sledi

(=
—
(=]
(=]
=]
(=
—
(=]
(=]
(=]
—
(=]

0o 0 -1 0 0o 1 0 0 0o 0 -1 0
-1 0 0 O 0 0 1 0 -1 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

Na osnovu gornjih izraza za H (1) i H 12 moZemo odrediti ukupnu homogenu ma-

tricu transformacije H g prema izrazu

H;=H, H!
odakle sledi
01 0 0lf[o -1 0 1 0 0 -1 0
g2 0 0 =1 010 0 -1 0/ |-10 0 1
=10 0 1||{1 0 0 -1 |0 1 0 0
0 0 0 1[0 0 0 1 0 0 0 1

Obzirom da je dobijeni rezultat identiCan matrici homogene transformacije H g
dobijene direktnim sradunavanjem dokazano je da relacija H: = H (1) -H 12 vazi.
Ovaj zadatak je moguce reSiti koriS¢enjem drugih transformacija. Naime,

sa SI. 5 se moZe uociti da izmedu koordinatnih sistema O,-x,y,z, i O;-x,y,z, postoji
drugaciji niz transformacija kojima se koordinatni sistemi dovode do poklapanja:

15
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Robotika

Rot ,-Rot ,-Tran, ,
x,90 2,90 2y

1
0

H

ledi

~

na osnovu cega s

S O~ —~
S o — O
S — O O

- o o O

o o o —
oS O — O
—_ o O O

—

(=] | e <@

S O O

—

(=] | e <@

oS o —= O

— o o O
Il

H,

dobiti

v

¢an nacin se moze

~

Na sli

Rot _,-Rot ,-Tran, ,
2,-90 x,90 Vs

2
0

H

S o — O
S - O O

—_ o O O

S O O —

o 7 oo
c o ~ o

— o O O

S O O
S o — O

— o O O

S - O -
—

| e e <

S O — O

Za vezu izmedu koordinatnih sistema takode O,-x,y,z; 1 O,-x,y,z, vazi

Tran, _, -Tran, _,

Rot , -Rot
»,-90 x,90

2
1

H

ledi

~

na osnovu cega s

S O — O
S — O O

—_ o O O

(=) ;] e =
S O —= O
S - O O
—_ o O O

— _ 1
S O O o~

—
(=] | e <2
S O — O

—_ o O O

S O O —~

T o — o

S - O O
S O — O
Il
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Treba uociti da se dobijeni rezultati poklapaju sa rezultatima dobijenim u
prethodnom slucaju, ¢ime smo pokazali da rezultat ne zavisi od nacina na koji je
neka transformacija realizovana.

Zadatak 1. 11

Robot je postavljen (SI. 6) na rastojanju od 1 m od stola Cije dve noge se
nalaze na y, osi. Gornja povrsina stola je na rastojanju od 1 m od podloge i kvadrat-
nog je oblika sa stranicom duzine 1 m. Koordinatni sistem O,-x,y,z; je fiksiran za
ivicu stola. Kocka dimenzija 0,2 m je postavljena na sredini radne povrSine stola sa
koordinatnim sistemom O,-x,y,z, smeStenim u centru kocke. Kamera je postavljena
direkto iznad centra kocke 2 m iznad povrsine stola sa sopstvenim koordinatnim
sistemom O;-x;y;z;. Odrediti homogene transformacije svih koordinatnih sistema u
odnosu na bazni koordinatni sistem O,-x,y,z, kao i homogenu transformaciju ko-
ordinatnog sistema O,-x,y,z, u odnosu na koordinatni sistem O;-x;y;z;.

Resenje:

1 _
H,=Tran,, -Tran_,

Slika 6. Slika uz zadatak

17
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Robotika

O = o e

S O — O

S - O O

2

Tramy,l_5 Tran_,, -Tran,

0=

Bl

Tran, 5 -Tran_,-Tran ;- Rot, , - Rot

3 _
0 =

H

S o o
— o o O
S —- O O
e — |
1
PR
(s R e T ]
|

B~

: Rot

Tran_,,-Rot  -:

3
2

H

-1 0 0
0
0
0 0 0

0
1
0

1o o

0
0
1_

0 0 O
0

1.9

1

0

18
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Zadatak 1.12

Kocka iz zadatka 1.10. je rotirana za 90° oko ose z,. Ponovo sracunati sve
transformacije kao u prethodnom zadatku.

ResSenje:
1 00 -05
, 101 0 05
H} =
001 01
000 1
1 00 0[[t 00 -05][1 00 -05
He—mgio|® VO T[[o 10 05 o1 0 15
0 o001 10|00 1 01 001 Ll
000 1][000 1 000 1
1 00 -05[[1 0 0 O 1 0 0 =05
Ho_mge |0 1005 0100{010 1.5
YT 01 01 |{0 0 -1 1.9 |0 0 -1 3.0
000 1 [[0O0 0 1 00 0 1

Zadatak 1.13

Pretpostavimo da je kamera u zadatku 1.10. zarotirana za 90° oko ose z, i
pomerena tako da njen centar u odnosu na koordinatni sistem O,-x,y,z, ima
koordinate [0 0.8 0.1]. Sraunati homogene transformacije izmedu kocke i
kamere i kocke i koordinatnog sistema O,;-x,y,z,.

ReSenje:
1 0 0 -03
, |0 -1 0 04
H; =
0 0 -1 L9
0 0 O 1

19
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Homogena transformacija od kocke do koordinatnog sistema O;-x,y,z, je

Zadatak 1.14

0 -1 0 0
1 0 0 08
1o 0 1 01
00 0 1

Lovac presretac nalazi se u odnosu na bazu u poloZaju opisanom

homogenom transformaciju OAI , slika 7. Izvidjacki avion na polozaju 0A2 u

odnosu na bazu uocio je neprijateljsku letelicu na polozaju 2A3 u odnosu na sebe.

Odrediti parametre po kojima lovac treba da ispali raketu na neprijateljski avion

ako je poznato:

0,866
0,25
07 =
0,433
0

0

0,866

[e]

0,5

0

0,5
0
0,866

0,5
-0,433
0,75

0

1
2

4

3 0,866 -0,5 0 2

4 0 0,433 0,75 05 5
;A=

5 0,25 0,433 0,866 10

1 0 0 0 1

Xy Yo
baza

Slika 7. Primer presretanja lovca

20
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ReSenje:

Odredimo osnovne homogene matrice transformacija koje ce definisati
poloZzaj cilja. PoloZaj cilja u odnosu na bazu odredren je relacijom

OA3 = 0A2 . OA3
1 0, \7!
Ao=("41)

-1
3A1=1A0'0A3 Z(OAI) '0A2'0A3

Zadatak 1.15

Za kordinatne sisteme prikazane na slici 8, odrediti transf. matrice i1 A; i

0Al- za i=1,2,---,6. Koristiti funkcije rotx, roty, rotz, i transl Robotics
toolbox-a.

Slika 8. Koordinatni sistemi na temenima slova L

ResSenje:
Slaganjem matrica transformacija dobijamo

0
A= Ty,c+e 'Tx,a—d 'Rx,—90° 'Ry,180°

21
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-1 0 0 0 0 -1 0 b
0 0 0 -1 c+el, 0 0 -1 a-d
A1= N A2=

0 -1 0 a-d 1 0 O 0

0 0 O 1 0 0 O 1

Prethodno opisana procedura moze biti realizovana pomocu i paketa Robotics
toolbox:

1 0 0 O
0 Cg -Sp O
T = rot x (teta) = Ryp= 0 S Cp O
0 0
0 0 0 1]
c, 0 -§, 0]
01 0 0
T = rot y (alpha) = Ry,= S, 0 C, O
a [04
0 0 0 I
Cg 0 0 0]
T t (beta) R ’ e
=rot z eta = 2p =
, Sﬂ Cﬁ’ 1 0
0 0 0 1]
1 0 0 «x
010 y
T = transl (x,y,z) = T= 0 0 1
z
0 0 0 1

0,895 -0,433 -0,58 —0,8971

L. |0,433 0,866 0,25 55981
37120,58 —0,25 0,9665 —0,7141
0 0 0 1

22
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D-H NOTACIJA I DIREKTNI ZADATAK
KINEMATIKE

Zadatak 2.1

Odrediti Denavit-Hartenbergove (D-H) parametre i matricu transformacije
T 02 za dvosegmentni ravanski manipulator koji je prikazan na SI. 9.

!

Slika 9. Dvosegmentni ravanski manipulator

Resenje:

Pripadajuci koordinatni sistemi su prikazani na narednoj slici, a odgo-
varajuci D-H parametri su sistematizovani u sledecoj tabeli

Segment a, ao; d, 0,
1 a, 0 0 0
2 a, 0 0 05

6, i 0, supromenljive koordinate zgloba i u tabeli ih obelezavamo sa GT i 6;

Tablica D-H parametara dvosegmentnog manipulatora sa koordinatnim sistemima
postavljenim kao na Sl1. 10.

23
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lika /0. Mehanizam sa postavljenim koordinatnim sistemima

Ukupna matrica transformacije je definisana izrazom
Tg =4y 4

Ako uvedemo skraceni zapis C0; =C; i S0, =S, za pojedina¢ne matrice

transformacije moZemo pisati

co, -S6, 0 a,-Co,| [C, -S, 0 a,C,
|56 €O 0 a-S6,| IS € 0 a-S$
1o 0 1 0 [0 0 1 0

0 0 Lo o o 1

co, -5, 0 a,-CH,| [C, -S, 0 a,-C,
4 - s, €0, 0 a,-86,| S, C, 0 a,-S,
1o 0 1 o [0 o0 1 0

0 0 0 1] [o o o 1

pa se ukupna matrica transformacije dobija mnoZenjem matrica A4, i A4,
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c, -8, 0 a-C/][C, -S, 0 a,-C,

o |S €0 eSS, € 0 aS,
0O 0 1 0 o 0 1 0
0o 0 0 1 0 0 0

na osnovu ¢ega sedi
c-c-5-5, -C,-§5,-§,:¢C, 0 C,-a,-C,-8,-a,-S,+a,-C,
B s -c,+C-S, C -C,-§8,-S, 0 S-a,-C,+C,-a,-S,+a,-S,
0 0 1 0
0 0 0 1

Na osnovu vec poznatih relacija cos(a + f)=cosa -cos fFsina -sin # kao i
sin( £ f)=sina -cos f £ sin B -cosa (skracenom notacijom ove izraze mozemo
zapisati kao C,-C,-S8,-8,=C,, i §,-C, +C,-S, =S,,) matricu T; moZemo
napisati u kona¢noj formi

C, -8, 0 a-Ci+a, C,
T2 = S, €, 0 a-S +a, S,
2 =
0 0 1 0
0 0 0 1

¢ime je zadatak reSen.

Zadatak 2.2.

Formirati model kinematike i dinamike planarnog manipulatora sa tri
stepena slobode. DuZine segmenata su a;,i=1,2,3, poloZaji cenatara masa su

l.;,i=1,2,3 amase segmenata su skoncentrisane u centrima masa C;,i=1,2,3 i

iznose m;,i=1,2,3.
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Slika 11. Planarni, RRR, laktasti robot

ReSenje:

DH parametri planarnog redundatnog robota su
DH|o |d |a |6
1 0 0 a q1
2 010 |a | g
3 0 10 | a| g3

Homogena matrica transformacije glasi

3 —s123 0 fiep+hop +53egp3
ro|%23 s O hsithsp+hsg
0 0 1 0
0 0 0 1
Zadatak 2.3

Za trosegmentni manipulator cilindri¢ne konfiguracije koji je prikazan na
Sl. 12 odrediti D-H parametre i matricu transformacije TO3 .
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Slika /2. Trosegmentna cilindricna konfiguracija

Resenje:

Koordinatni sistemi postavljeni prema D-H notaciji su skicirani na SI. 12,
dok su odgovarajuci D-H parametri dati u tabeli.

Segment a o; d, 0;
1 0 0 d, 0
2 0 I ds 0
2
3 0 0 d; 0

Tablica D-H parametara trosegmentne cilindri¢ne konfiguracije sa koordinatnim
sistemima postavljenim kao na SI. 13.
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>l

Slika /3. Trosegmentna cilindricna konfiguracija sa postavljenim koordinatnim sistemima

Pojedinac¢ne matrice transformacije su date sa

¢, =S, 0 0 1 0 0 0 1 00 O
s C, 0 0 01 0 O
A = 1 1 Ay = 0 0 1 O A, =
0 0 1 d, 0 -1 0 dy 0 0 1 d,
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
dok se ukupna matrica transformacije odreduje prema
¢, -§ 0 01 0 O O}|L 0 O O
; s ¢, 0 0[O O 1 O0}|0O 1 0 O
T, =A,-A4, - A, =
0 0 1 d,||0 -1 0 d,[|0 O 1 d,
0 0 0 1{/0 0 0 1}]|0 0 0 1
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odakle, konacno, sledi

c, 0 -S 0 100 0] [c, 0 -8 -8, d,

R e 0 |01 0 0| |S 0 € C-d

®*7lo -1 0 d+d,||0 0 1 dy| |0 -1 0 d +d,
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
Zadatak 2.4

Odrediti DH parametre i matrice homogenih transformacija za sfe
rni manipulator, prikazan na slici 14.

Slika 14. Sferna, RRT, minimalna konfiguracija

ReSenje:

Postavimo koordinatne sisteme kako je prikazano na skici sfernog
manipulatora

gde je d,- duzina ruke robota
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G 0 § 0 =-S5 0 G 0 1 00 O

S 0 -C 0 G 0 85 0 01 0 O
‘A= N FV VI e 2 Ay =

01 0 0 0 1 0 O 1 dj

0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
Poznajudi trigonometrijske relacije cos (0 +90°) =-sin® ; sin (6 +90°) =cos 0

slaganjem homogenih matrica transformacija izra¢unacemo poloZaj vrha robota
OA3 = OAI . 0A2 . OA3
-GS, 8§ GG dyGGy
=518, ¢ §C d35C
C 0 ShH d;S,
0 0 0 1

0A3=

Zadatak 2.5

Za manipulator sa tri stepena slobode antropomorfne konfiguracije,

il @@ 0

Slika 15. Minimalna konfiguracija antropomorfnog robota

koji je prikazan na Sl. 15. odrediti D - H parametre 1 ukupnu transformaciju TO3 .
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ReSenje:

Koordinatni sistemi postavljeni prema D-H notaciji su skicirani na Sl. 16,
dok su odgovarajuci D-H parametri dati u tabeli.

A

Slika 16. Minimalna konfiguracija antropomorfnog robota sa postavljenim koordinatnim sistemima
prema D-H notaciji

Segment a, ; d 0;
1 0 I 0 o
2
2 a, 0 0 0,
3 a, 0 0 0

Tablica D-H parametara za minimalnu konfiguraciju antropomorfnog robota sa
koordinatnim sistemima postavljenim kao na SI. 16.

pojedina¢ne matrice transformacija su date sa
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c, 0§ 0 C, -8, 0 a,-C,
Alzs1 0 -C, 0 Az:s2 C, 0 a,S,
01 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

c, -S, 0 a,-C,
A3:s3 C, 0 a,-S,

0o 0 1 0

0 0 0 1

dok je ukupna transformacija data sa

¢ -Cy -C-Sy S Ci(a;:Cyp+a,-C,)
S, -C -5 -S -C, S, - -C,.+a,-C
T03 —A A, A, = 1S 23 é 23 01 1a(a.3s Zj—aa.zs 2)
23 23 37923 292
0 0 0 1
Zadatak 2.6

Za sferni zglob, prikazan na Sl. 17, odrediti D - H parametre i matricu
transformacije T;°.

P Co—

B6

0,

Slika 17. Shematski prikaz sfernog zgloba
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ReSenje:

Koordinatni sistemi postavljeni prema D-H notaciji su skicirani na Sl. 18,
dok su odgovarajuci D-H parametri dati u tabeli.

Slika 18. Shematski prikaz sfernog zgloba sa postavijenim koordinatnim sistemima prema D-H

notaciji
Segment g a; d; 0;
1 0 A 0 0,
2 0 A 0 0
3 0 0 dg 06

Tablica D-H parametara sternog zgloba sa koordinatnim sistemima postavljenim
kao na SI. 18.

Pojedina¢ne matrice transformacija su date sa

33



Robotika Zbirka zadataka

c, 0 -8, O] C; 0 S; 0
A4:s4 0o C, 0 A5=S5 0 -C, 0
0 -1 0 0 01 0 0
0 0 0 1] 0 0 0 1
c, -S, 0 0]
A6:S6 c, 0 0
0 0 1 d,
0 0 0 1|
dok je matrica ukupne transformacije
TS =A,-A;- A, =
c, 0 -5, o][c, 0 S5 oO][Cc, -S; O O
|s, 0 €, O[S 0 -C; Of|S; C 0 0
1o -1t 0 ofl0 1 0 of|l0 0 1 d
o 0 o0 1//0 0 O 1|0 0 0 1

C, C;-C,-S,-S, —-C,-Cs-S,—Cy-S, C,-S; C,-S,-d,
§,-C;-C,+C,-S, -8,-C;-S;+C,-C; S,-8S; 8,-S;-d,

T =
’ _Ss‘Cé SS'S6 Cs Cs'dé
0 0 0 1
Zadatak 2.7

Za manipulator cilindri¢ne konfiguracije sa sfernim zglobom treba odrediti
D - H parametre i matricu ukupne transformacije TO6 .

ReSenje:

Koordinatni sistemi postavljeni prema D-H notaciji su skicirani na Sl. 19, dok su
odgovarajuéi D-H parametri dati u tabeli.

Na osnovu zadatka 1.12 sledi:
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¢, 0 -5, 0 ([t oo o] [c 0 -S -5 -ds
S S0 a0 fJo1 0 0| s 0 G Ged
0710 —1 0 d+dy|]0 01 d3| |0 -1 0 d+d,
0 0 0 1 00 0 1 0 O 0 1
d
< 6 N
05

Slika 19. Cilindric¢na konfiguracija sa sfernim zglobom

Segment a, o d; 0;
1 0 0 d, 0
2 0 -/2 d> 0
3 0 0 d; 0
4 0 -/2 0 0,
5 0 /2 0 05
6 0 0 d 06

Tablica D-H parametara cilindricne konfiguracije sa sfernim zglobom
dok na osnovu zadatka 1.14 sledi:
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c,-c,-C,-S,-S -C,-C;,-S,-C,-S, C,-S; C,-S,-d,

|8,C-C+Cy oS -8,-C S, +C,-C, S, S,-S5-d

B -8,-C, S-S, C, C.-d,
0 0 0 1

T

pa se ukupna matrica transformacije moze odrediti kao

¢, 0 -S -5 -d,

S, 0 C( C -d,

0 -1 0 d +d,

0 0 0 1
c,-c-¢c,-8,-§, -¢C¢,-¢;-8,-C,-§, C,-S§S; C,-S§;-d,
S, -8-8,+¢,-8 -8§,-C;-§,+C,-C, S§,-S; S,-8;-d;

‘ _SS'CG SS'S6 Cs Cs'ds

0 0 0 1

To" = T03 .T36 =

Rezultujuca matrica transformacije je
rorp hyod
| T T3 d

By Fy By d

gde su elementi matrice rotacije dati sa
r,=C -C,-C;-Cc—C,-S,-Sc+S8,-55-Cq
1y =8,-C-Cs-Co=8,-8,-8,-C,-S5-C,
1 ==8,-Cs-Co—Cy - S

r,==C-C,-Cs-§,-C-8§,-C;,=§,-85-5
ry,=—8,:C,-C5-§,-8,-8,Cs+C,-S8;-S;
1 =8,-Cs-8-C,-Cy
ry;=C,-C,-S;+8,-Cs
ry,=8-:C,-S;+C,-C;

r; =—8, -85

a elementi vektota translacije dati sa

d,=C,-C,-S;-d,-8,-Cs-d, S, d,
d,=8,-C,-S5-dg +C, -C5-dg +C, -d,
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d,=-S,-S;-d,+d, +d,

JAKOBIJAN I INVERZNI ZADATAK KINEMATIKE

Zadatak 3.1

Za manipulator antropomorfne konfiguracije (Sl. 16) resiti inverzni
kinematicki zadatak (odrediti uglove u zglobovima ¢,, ¢, i ¢, za zadatu poziciju

vrha specificiranu koordinatama x, y i z ) analitickim naCinom.

ReSenje:

U zadatku 1.15. je za robot iste konfiguracije reSen direktni kinematicki
zadatak gde je odredena ukupna matrica transformacije 7, u formi

C,-Cy -C-Sy S C (ay-Cy+a,-Cy)
§-Cy —8,-8,; —-C S -(a,-Cy+a,-C,)
Sy Cy 0 a;-Sy+a,-S,)

0 0 0 1

T, =

Na osnovu ¢etvrte kolone matrice transformacije T, za poziciju vrha robota
moZemo pisati

x=C -(a;-Cy+a,-C,) (1)
y==8,(a;-Cy+a, -C,) (2)
z=a;-Sy+a,-S, 3)

Ako prvu jedna¢inu pomnoZimo sa S|, a drugu sa C, dobijamo

x-8=C -8 (a;-Cy+a,-C,) 4)
y-C =8-C (a;-Cy+a, -C,) (5)

Ako jednacinu (5) oduzmemo od jednacine (4), sledi:
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x-S -y C =0

odakle direktno dobijamo

q, :arctgl—i-k-n
x

Da bi odredili ugao ¢, pomnozimo jednacinu (1) C,,a (2) sa §,, na osnovu ega

dobijamo
x-C1=C]2~(a3~C23+a2-C2) (6)
y-S1=Slz-(a3-C23+a2-C2) (7)

Ako jednacine (6) i (7) saberemo i sredimo, rezultujuca jednacina zajedno sa
jednacinm (3) Cini sistem
x-C +y-8 =(a,-Cy+a,-C,)/? ()
i=a,-S,,+a, S,/ 9)

¢ijim kvadriranjem
x*-Cl+2-x-y-C,-S,+y* -8 =a; -C},+2-a,-a,-Cp,-C, +a; -C;
z° :a32 ~S223 +2-a,-a,-8,-8, +a§ ~S22

i sabiranjem dobijamo
P H(x-C +y-C ) =(SL+C3, )-a; + (10)
+(S22 +C22)’a§ +2-a,-a;(Cpy-Cy+85y-S,)
Ako uzmemo u obzir da je
(S223 +C223):1’ s23 :Szcs +Czs3 i C23 :C2C3 —S2S3

i sve to primenimo na jednacinu (10), posle sredivanja dobijamo

(Clx+S,y)2 +z? —a32 —a§
C,=

2a,a,

Sinus ugla ¢, moZemo odrediti na osnovu poznate relacije §, = +4/1-C; (izborom

znaka + ili - opredeljujemo se za polozaj lakta konfiguracije na gore ili na dole), pa
konac¢no dobijamo

S
0, =arctg—
3
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Da bi odredili ugao ¢, na osnovu sistema (8) i (9) dobijamo

_ (Cy-a,+a,)z-8;-a,-(C,-x+S,-y)
(C,-a, -i—a2)2 +S32 ~a32

S,

_ (Cy-as+a,)(C-x+8,-y)+S;-a;z2
(Cs-a, +a, )’ +S32 -a32

¢

odakle, kona¢no, dobijamo

(Cy-as,+a,)z—8;-a,-(C-x+S,-y)

q, = arctg
(Cy-as+a,)(C,-x+8,-y)+8;-a;-2

¢ime je zadatak reSen.

Zadatak 3.2

Posmatrajmo paralelogramsku strukturu manipulatora (five-bar linkage),
prikazanu na slici 20. Zatvoreni lanac se javlja u tacki gde prva dva zgloba spajaju
segmente 1' i 1" sa segmentom 0. Zglob 4 je izabran kao raseCen zglob. Odabrano
je ap =ay i ay = ayn. Parametri Cetvrtog segmenta su konstantni. Svi zglobovi su

rotacioni, sa jednim stepenom slobode. Odrediti DH parametre ove konfiguracije

kao i direktnu kinematicku funkciju.

Slika 20. Paralelogramski ravanski manipulator
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ReSenje:

Ovakvu konfiguraciju moZemo razmatrati kao dva nezavisna manipulatora
koji ispunjavaju ogranicenja u Cetvrtom zglobu. Koordinatni sistemi su postavljeni
kao na slici. DH parametri dati su u tabeli.

a; a, | d | v
1'| a, 0 0| v
2' ] a, 0 0 vy
3 ay 0 0 | v,
1"\ a 0 0| v
4 | a, 0 00

Homogena matrica transformacije identi¢na je za sve zglobove

¢ =S 0 a;c;
i1 s ¢ 0 as; |
All (Vi): (; (; 1 L ’ l=192:3
0 0 0 1

Prvi manipulator, niz od prva tri segmenta, a;:,a,:,a3, ima matricu
tranformacija

Crpiy =Sy a;Cp + Ay Cpipi + A3 Clgiy

C o | Spa Cro
Ag.(q')zAlq-A;-Af,z 1(2)3 1(2)3

0 0

0

0

0 a;8, +a,8;, +a38,7

1

0 1
. e . T

gde je vektor unutrasnjih koordinata q'= [vl, vy v3,] .

Za drugi manipulator, koji ¢ini samo jedan segment, a;, homogena
matrica transformacija glasi
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acy

@)=y

0

S o 0 @S
1

0 0 O

gde je vektor unutraSnjih koordinata q"=v,.

Homogena matrica transformacija za poslednji segment glasi

1 0 0 aq
v [01.0 0
“loo 1 0

000 1

Prvo ogranicenje koje ukazuje da su dva manipulatora sastavljena u
cetvrtom zglobu glasi (dy,. =0), odnosno

0
R (¢')-(p3(a) - Pin(g")=| O
0

dok je drugo ogranic¢enje ispunjeno nezavisno od q' i q". Kako je postavljen uslov
da su paralelni segmenti jednakih duzina, mogu se izvesti dve relacije

a (cl. + 01,2,3,) +ay. (01'2' —Cp ) =0
a, (Sl. + s1,2,3,)+ ap (Sl,z. - sl,,) =0
Proizvoljnim izborom ay:,a;», iz prethodnih jednacina se dobija
Vo = Ve =V
Vyp =M=V, =TT =V + V),
Otuda, vektor unutrasnjih koordinata je q = [vl, Vi ]T . Ovi zglobovi su prirodno

reSenje za pogonske zglobove. Smenom v, i v3» u matricu homogenih

transformacija A_g,) 1 izraCunavanjem direktne kinematike dobijamo

-, s 0 acn—ayc

=8, —¢ 0 as;.—ays,
T40(q)=A30v(q)‘A2 _ 01 01 : 151 . 45 1
0 0 0 1
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Kinemati¢ki posmatrano, paralelogramska struktura manipulatora identi¢na
je sa dvosegmentnom laktastom strukturom (vidi jednacinu). Jedina razlika je u
tome $to su zglobovi locirani u osnovi i ne opterecuju strukturu. To ¢e znacajno
pojednostaviti model dinamike.

Zadatak 3.3

Za paralelogramsku strukturu manipulatora prikazanu na slici 21, odrediti
model dinamike u formi matri¢ne diferencijalne jednacine drugog reda.
Pretpostaviti da je robot sastavljen od dve razgranate otvorene strukture. Rastojanja
centara masa od odgovarajucih zglobova data su duZinama /;:,/:,/5:,/;, duzZ osa
segmenata. Mase segmenata su my.,my:,m3:,my», a momenti inercije, sraCunati za
koordinatni sistem u centru masa, su 1,751,131, 1;». Inercije rotora motora su
zanemarene.

Slika 21. Paralelogramski planarni manipulator sa definisanim centrima masa i inercijama

Resenje:

Za odabrane koordinatne sisteme, izracunati su Jakobijani po translatornim
brzinama za svaki od zglobova

~Ls, 0 0 —a,;.8; =181y =18, 0
Jf[,l") = L, 0 0 ng') = aycp+hepy  Le, 0
0 00 0 0 0
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=8 — Ay Sy = 38103 =581y = L8103 =138 =118
() _ (h) _
Jp =l apen +aycpn Fhicpnn Ay 005 Licinag Jp" =1 Leep
0 0 0 0

Jakobijani po rotacionim brzinama za svaki od zglobova su

000 000 000 0
s -0 0 of s =0 0 of s=lo 0 o |0
100 110 111 1

Formiracemo dinamicke modele smatrajuci da je robot sastavljen od dva
podrobota, jednog sa tri stepena slobode i drugog sa jednim stepenom slobode. Za
robot sastavljen od tri segmenta, /;:,/51,/3:, matrica inercija glasi

bl,l,(vz.,vy) bl,z,(vz,,vy) b1,3.(v2,,v3,)
B'(q')= bz'l'(vz'a"s') bz'z'(Vs') b2'3'(V3')
by (vz,,vy) bys (v3.) by
gde je
_ 2 2,2
by =1, +m Li+1, +my (al, +15 +2a,l,.c, ) +1, +
+m, (af, +ay + 1 +2a,ayCy + 20,15 Coy F 2a2,l3,c3.)
buy =byy =1, +my (B+aybe, )+ 1, +
+my, (a; + 12+ @,y Cy + Ayl Cog + 20515, )
2
by = by =1y, +my, (13' +aplycyq + az'l3'03')
— 2 2 2
byy =1, +my I +1, +m (az, +105 + 2a2.l3,c3,)
byy =1, +m, (132 + az,l3.c3,)
2
byy =1, +my L
i gde je vektor koordinata q'=[g;' gy q3.]T .
Za drugi podsistem, g" = g, koji ¢ini samo segment /v, vaZi
2
by =1, +m L

Stoga, momenti usled inercija oba podsistema su
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3
Ti" = Zbi,j,i)'j., ’Clu = blvlvl').ln

o
Posmatrano u celini, ukupan moment inercije iznosi
Ta = Ba : qd
gde su
Q= vl tn=[n w]i

b, b

B = an app
“ b b

az axn

_ 2 2 2 2
b, =1, +m Li+m ap+1, +m L +m a—2a.m, [

ap

aq

b, =b,, =(a1,m,2,l tapmy, (al, —13,))c0s(v1., —vl.)

- 2 2 2
b,, =1, +m L +1 +m L +m a

a

Ovaj izraz otvara mogucénost formiranja dekuplovane i konfiguraciono nezavisne
inercijalne matrice. Uslov koji treba ispuniti je da Cetiri segmenta manipulatora
zadovoljavaju jednakost

m b ap

gde je 1_3 =1, —a, rastojanje od centra mase treceg segmenta, 3', do ose Cetvrtog

zgloba. Ukoliko je taj uslov ispunjen, inercijalna matrica je dijagonalna
b, =b, =0.
12

a1

b, =1, +mL +m,2,a12.(1+ lyly J+I,3,

a
a,a,.

b, =1, +mi+1, +m L (1 +L@")

axn
2'%3!

Kao posledica, doprinosi koriolisovih i centrifugalnih sila na ukupan momenat u
zglobu su ponisteni. Takav rezultat nije mogao biti ostvaren sa dvosegmentnom
laktastom konfiguracijom.

Sto se gravitacionih efekata tice, posto je g,=[0 —-g O]T , sa prethodno
izvedenim jakobijanima dobija se
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g = (m,lyll, +my ay + m,yal,) -gep + (m,z‘lz. + mlyaz,) - gCpy + m,3‘l3,gcl,2,3.

gy = (mzz.lz' + m13,a2')‘g01'2' +my [5,8¢15 05 (1
gy =My L3,8¢pp
kao i
& = mllnll“gcl”

Superpozicijom gravitacionih efekata usled dve strukture, dobija se

(m,l,ll, +my a, —mlsvls,)'gcl,

8a =
(m,l"l otmy L+my ap. ) - geyn

Time smo formirali model dinamike paralelogramske strukture
manipulatora.

Posmatrajuci model dinamike, (1) moZe da se zakljuci da je, nasuprot
sloZenijoj kinematickoj funkciji, doslo do znacajnog pojednostavljenja u odnosu na
dvosegmentnu laktastu strukturu (19). Nje potrebno uvoditi dodatne mase za
staticko uravnoteZenje kao kod dvosegmentnog planarnog manipulatora.
UranoteZenje smo postigli jednostavnim zahvatom u konstrukciji izjednac¢avajuci
odnose masa, centara masa duZina odgovarajucih segmenata. Takode, mase i
inercije statora motora ne ulaze u model dinamike i znacajno pojednostavljuju
uleZiStenje. To narocito pojednostavljuje planiranje kretanja i upravljanje. Usled
toga, kao i zbog povecane sposobnosti nosenja tereta, ovakva struktura
manipulatora veoma Cesto se koristi u industrijskoj robotici, slika 22. Jedini
problem ogleda se u Cinjenici da su, usled zatvorene kinematicke veze, kretanja u
zglobovima znacajno ograni¢ena u odnosu na dvosegmentnu laktastu strukturu.

Slika 22. Industrijski roboti sa paralelogramskom strukturom drugog i treceg segmenta
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Zadatak 3.4

Za dvosegmentni ravanski manipulacioni mehanizam (Sl. 10) odrediti
Jakobijan analitickim i numeri¢kim na¢inom

ResSenje:
Analitic¢ki nacin
Za polozaj vrha mehanizma mozZemo pisati

x=a,C +a,C,

y=a,8,+a,S,

Ako formiramo parcijalne izvode a_x’ & i 2

, Jakobijan se
09, 08, 08, 00,

moZe napisati u sledecoj formi

o ax
|8, o0,
Sl

00, 09,

pa za konkretnu dvosegmentnu konfiguraciju dobijamo

J:|:_alsl -a,S, _a2S12:|
a,C +a,C, a,C,

Numericki nacin

Da bi sracunali jakobijan numarickim putem potrebno je odrediti vektore
definisane relacijama (D4.16) i (D4.17) koje su date u Dodatku 4.
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v

Slika 23. Dvosegmentni ravanski mehanizam

Projekcije potrebnih vektora (prikazani su na S1.23) na bazni (nulti) koordinatni
sistem su date sa

0 0 a -C +a, -C, a,-C,
Z,=|0 z,=0 Fog =|a,-S, +a, S, g =|a,-S),
1 1 0 0

Ako se podsetimo da se vektorski proizvod dva vektora se dobija na
sledeci nacin

a.| |b, a, b, —a b,
y |X| b, |=|a, b, —a,b,
a, b, a.-b,—a, b,
mozZemo pisati
0 a -C +a,-C, -a,-S —-a,-S,
Eo><;0,H: 0|x|a S +a,-S,|=| a -C +a, -C,
1 0 0
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0| a,-C, —-a, S,
L xhy =|0|xla, S, =] a,-C),
1 0 0

Ukoliko se ograni¢imo samo na jakobijan vezan za poziciju vrha
manipulatora jakobijevu matricu dobijamo u formi

-a,-S,-a,-S, -a,-S,
J=|a -C-a,-C, a,C,
0 0
Treba primetiti je zadatak dvodimenzionalan i da ne postoji treca

koordinata te da se zbog toga u trecoj vrsti nalaze nule. Ako ovu vrstu izostavimo
dobijamo jakobijan identi¢an onom sracunatom analitickim putem.

|:—a1 S, -a,-8, -a, 'S12:|
a,-C -a, -C, a,-C,

Sada se moZe uspostaviti veza izmedu linearnih brzina vrha manipulatora i
ugaonih brzina u zglobovima u formi

|:x:| :J_|:ql :|:|:(—a] S, -a,-S 2)"11 -a,S, ‘IQ}
y 9, (al'Cl_az’Clz)’ql+a2C12'qz

Ukoliko Zelimo da u jakobijevu matricu uvrstimo i deo koji odgovara
orijentaciji prema izrazima (D5.16) i (D5.17) koje su date u Dodatku 4 dobijamo

-a, -8 -a,-S, —a,'S,
a,-C —a, C, a, Cp,

- O O O
- O O O

odakle sledi

X _(_al'Sl_az’slz)‘q1_azslz’q2_
y (a,-C +a,-C,)q ++a,Cy,q,
2z 0

@ 0
® 0
(0]

: 9 +49,
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Odavde se jasno vidi da da je orijentacija koordinatnog sistema ne vrhu
mehanizma posledica vrednosti uglova u zglobovima (naravno, to vaZzi i za brzinu
kretanja ovog koordinatnog sistema) i da se na nju ne moze posebno uticati posto
mehanizam ne poseduje stepene slobode (zglobove) kojima bi se moglo uticati na
njegovu orijentaciju nezavisno od pozicije.

Zadatak 3.5

Odrediti Jakobijan planarnog manipulatora sa tri stepena slobode, datog na
slici 24, sa duZinama segmenata /;, i=1,2,3.

Slika 24. Planarni laktasti manipulator sa 3 ss i koordinatni sistemi potrebni za definisanje DH
parametara, homogenih matrica transformacija i jakobijana.

ResSenje:

Homogena matrica transformacije za prvi zglob
Cl —Sl O Zlcl

Sl Cl O Ilsl

O 0 1 0

0O 0 0 1

OT1 _

Homogena matrica transformacija za prva dva zgloba, zajedno
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cp =S 0 ey +hep
0 fLis+1 0
O, = 0. I, = 512 A2 151 T 42512
0 0 1 0
0 0 o0 1

Homogena matrica transformacija za prva dva zgloba, zajedno sa homogenom
matricom treceg zgloba

' =1, T
23 =S123 0 hep +hep + e
po| 2 azs Oihsi+hsin + s
o 0 1 0
0 0 0: 1

Iz matrice tranformacija uocavamo matricu koja definiSe orijentaciju i translacije
vrha manipulatora

23 =123 0 hep + ey + 503
p=|s123 23 O, t=|fs; +1Ds;p + 1535123
0 0 1 0

Ukoliko primenimo definiciju analiti¢kog jakobijana moracemo da diferenciramo
elemente matrice T po vektoru unutra$njih koordinata q . Takva matematicka

operacija moZe biti vrlo komplikovana. Umesto toga, primenicemo postupak na
bazi geometrijskog jakobijana. U tom cilju, definisacemo koordinatne sisteme
svakog zgloba, sa vektorima z; postavljenim u pravcu pozitivnog smera ose

rotacije zglobova.
0
Z0=72,=1y = 0
1
Postavimo vektore od osnove do tacaka na kraju segmenata, pri cemu vektor p
definiSe poloZaj vrha robota.
hep +hepy +1epp;

0
p=|hsi+hsip+i3s123 | s Po=|0] ., pr=[ls1| » P2=|hs1+Ds1o
0 0 0 0

e liey +hern

Formalna definicija elemenata geometrijskog jakobijana daje
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0 i j k
_1 llcl + 126’12 + Z3C123 1131 + 12S12 + Z3S123 0
(51 —s12 —hsi3

=| he —hep + 53

0

i i k
ipp=nx(p-p)= 0 0 1=
hep + ez hs;p +i3s1p3 0
—hs12 —l3s123
=| hepp + 50003

0
i i K | -hsis
ip3=zx(p-p2)=| O 0 Ij=| Lo
herpz Bsjpz 0 0

Primenom formalizma (39), dobija se jakobijan planarnog manipulatora sa tri
stepena slobode

X [—lysy —Lysip —Bsipy  —hsip —hsipy —hsps |

Y| ha+hen +hepy  heoo +heoxy Bopgs

z 0 0 0
J=

O, 0 0 0

®,, 0 0 0

oz [ 1 1 L e
Zadatak 3.6

Odrediti homogene matrice transformacija i jakobijan planarnog
manipulatora sa tri stepena slobode datog na slici 24. DuZine segmenata su
a;, i=12,3.
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ReSenje:

Homogene transformacija manipulatora su date sa

Cl 0 Sl 0 C102 —CIC2 Sl azalcz
s 0 —¢ O §1CH  —8189 —C1 arSiC
()T1= 1 1 ,OT2= 1¢2 1°2 1 2°1¢2
1 0 0 o) (&) 0 ansy
0 0 0 1 0 0 0 1

Ci€23 —C€23 §1 € (azcz + 03023)
O, = siep3 —sica3 —ep sy(axey +azens)
s3 ¢33 O ars; +a3sy3
0 0 0 1

Postavimo koordinatne sisteme kao na slici. Vektori 0sa rotacije su

0 S1 S1
zo=|0|, zy=|—¢ |, 2p=|—
1 0 0

Vektori poloZaja vrha segmenata su

q (azcz + a3cz3) 0 0 a,c|cy
p= S1(“202 +a36‘23) . Po=|0[, p1=|0], pr=|ars12
arsy + assny 0 0 arsy

Elementi geometrijskog jakobijana su
ip=20x(P-Po)=
= i(—sl (0202 +a3Cy3 )) —j (—Cl (a2c2 +azcys )) +k-0

=] (6126’2 +azcy3 )
=| q ((12C2 + a3C23)
0
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i i k
ipp=zx(p-m)=| s —C 0 |=
ascicy  AapS18y A8y
=i (—azclsz —a3C1523 ) —j (azslsz + a381523 ) +k (azcz + a3cz3)
—axC1Sy — azC1sy3
=| Ta2s8182 —azs18L3
axCy +azcy3
i j k
ipp=z2x(p-p2)=| = - 0 |=
azCicy3  A3s1C3  d3sH3
=i- (—a3c1S23 ) -j (a351523 ) +k-azcy3 =
—a3C873
=| 4381523
a3Ccr3

Kona¢no, jakobijan antropomorfnog manipulatora glasi

X | =sy(agey +agens3) —cy(azsy +azsys) —azcsns
y 4] (6126’2 + a3023) —51 (612S2 + a3S23) —das3S$1523
yo - 0 ey +azcy3 azcy3
Oy 0 5 51
@y 0 - —C)
(bz L 1 0 0 J6x3

Uocavamo da prvi zglob ne uti¢e na kretanje duz Oz ose.

Vrednost jakobijana zavisi od konfiguracije robota. Robotics toolbox
poseduje dve funkcije za izraCunavanje jakobijana. Prva sraCunava jakobijan u
odnosu na osnovu manipulatora

J
J

jakobO (DH, q)
jakobn (DH, q)

Ulazni parametri obe funkcije su matrica DH parametara manipulatora i
vektor unutrasnjih koordinata manipulatora, q. U oba slu¢aja dobijamo dobijamo
matricu 6xn.
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Komentar

U upravljackim Semama na bazi reSavanja inverzne kinematike,
neophodno je u svakoj periodi upravljanja izraunati jakobijan. Osim $to je
sastavljanje jakobijana u principu komplikovano za izracunavanje, problem koji se
javlja vezan je za Cinjenicu da jakobijan mozZe postati singularan ¢ime je
onemoguceno njegova inverzija. U narednim zadacima razmotri¢emo algoritme za
reSavanje inverzne kinematike koji predstavljaju numericko pojednostavljenje date
definicije jakobijana kao. Posebno je razmatran problem redundatnog manipulatora
koji dovodi do pravougonog jakobijana kao problem singularnih poloZaja robota u
kojima jakobijan gubi puni rang odredjen stepenima manipulabilnosti robota.

Zadatak 3.7

Za manipulator sa tri stepena slobode sferne konfiguracije prikazan na SI.
25 odrediti Jakobijevu matricu numari¢kim nacinom.

Z s Z

0 1

Slika 25. Manipulator sferne konfiguracije
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ReSenje:

Opsti oblik jakobijeve matrice za ovaj slu€aj (dva rotaciona i jedan
translatorni zglob) je dat sa

Ty XFy, T Xh, 2,
Z z 0

Prva i druga kolona u jakobijevoj matrici odgovaraju prvom i drugom rotacionom
stepenu slobode, dok treca odgovara treem translatorom stepenu slobode. Odgo-

J

varajuci vektori su dati sa

=0 o 1] _[—s ¢ o =[c,s, s.8, ]
d -C,-S,
Fou =ly-2,+d,-2,=1,-|0|+d, =|d;-S, S,
{ C2 l,+d, - C,
d;-C S,
ITLH:d3-22=d3~ Sl'sz =|d;-S,-S,

Cz ds 'Cz

na osnovu ¢ega mozemo sracunati
0] [d,-C,-8,] [-d,-S, -8,

Xty =|0(xdy-S,-S, |=| d;-C,- S,
1| |1,+d,-C, 0

-8\ [d,-¢,-8,] [d,-C -C,
L%k, =| C |x|d,-S,-S,|=|d,-S, -C,
0 ds'Cz _ds' 2

Sada se jakobijeva matrica dobija u formi

-d,-S,-S, d,-C,-C, C,-S, ]|
d,-c,-§, d,-S-C, S-S,
o 0 -d,-S, c,
0 -5, 0
0 (o} 0

i 1 0 0 |
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Zadatak 3.8

Sastaviti tablicu DH parametara robota Mitsubishi RM-101 prikazanog na
slici 26. Dimenzije robota su (u mm): d, =215, a, =200, a, =150, d, =85.
Ogranicenja u zglobovima su q_imin = [-120, -30, -120, -90, -180] i q_imax =
[120, 120, 0, 90, 180]. Odrediti analiticke izraze za direktnu i inverznu kinematicku

funkciju.

Slika 26. Mitsubishi RM-101 robot (“Toyrobot” ) i koordinatni sistemi potrebni za definisanje DH

parametara

ResSenje:

DH parametri Mitsubishi RM-101 robota

DH|a |d |a |6
1 q | d, |0 |90
2 9 |10 |a |0
3 g, |0 |a; |0
4 g, 10 |0 |90
5 gs | ds |10 |0

Zbirka zadataka
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Na osnovu tablice DH parametara, sastavljamo homogene matrice
transformacija

¢ 0 s

0 c, =5, 0 a,c, ¢ =53 0 ayq

A = s 0 — O A= s, ¢ 0 as, A= s ¢ 0 agsy ’

0 1 0 d 0o 0 1 0 0 o0 1 O

0 0 0 1] 0 0 0 1 0 0 0 1

¢, 0 s, O] c —s; 0 0
A, - s, 0 —, O A= ss ¢ 0 0 ’

0 1 0 O 0 0 1 d;

0 0 0 1] 0 0 0 1

Izracunavanje direktne kinematike

MnozZenjem A-matrica dobijamo koordinate u spoljasnjem koordinatnom sistemu

N, =C5C1Cp34 5155 0, = —C|S5Cp34 +5C5 a, =C 1Sy

n, = Cs581Cp34 —C\Cs 0, ==885Cy34 —CCs A, =8Cp3y

N, =CsSy34 0, =—855)34 a, ="Cyy
i otuda je

Py =dsCiSy34 + 05605 + 0,010,
P, =ds81Sy34 +a38.Co5 + Ay5,C,
P =d; —dsCyy + 035, + 4,5,
Ukoliko su sve unutrasnje koordinate jednake nuli, homogene transformacije daju

polozaj osa petog koordinatnog sistema i poziciju tog sistema u odnosu na pocetni
koordinatni sistem.

1 0 0 350

0 -1 0 O
T, =

0 0 -1 129

0 0 0 1

Moze se pokazati da za elemente 75 vaZi
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[nf=o] =la| =1

n-o=o0-a=n-a=>0

nxo=a
oxXxa=n
nxa=o

Izracunavanje inverzne kinematike
Poznato je
T, = A A,A;A A,
-1 _
AT =A,AA A
Rezultat matricnog mnoZenja je
n, +sn, o, +s0, ca, +sa, ¢p, +sp,
n 0 a p.—d
-1 _ z z z z 1
AT =
Sin, —Cn,  $0, —C0, 84, —¢d, S P, —Cp,

0 0 0 1

X X X

CsCny  —S5Cpq Spzy dsSyyy +A3Cx3 + 430
ALALAA, = 05;95234 _S:234 _0534 dsSy34 + az)cn T 4,6
0 0 0 1
1z jednacina (2-4) dobijamo
sia, —¢a, =0 1ili sipy—¢p, =0
odnosno
0, =ATAN2(p,,p,), ili
0, = ATAN2(a,,a,)

2)

3)

“4)

Najbolje je koristiti p,, p, , osim ako su nule. Tada treba koristiti a,, a,.

Ukoliko su i te vrednosti nula, onda je robot postavljen sa rukom duz z, ose, $to je

singularna pozicija. U tom slucaju treba postaviti 6, =0
Dakle, dobija se
Sya =C1a, +sa,

—Cry =4,
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odnosno, za poznato 0, ,
0, +0,+0, = ATAN2(c,a, +s,a,,—a. )
Uporedjivanjem prethodnih jednacina i koriScenjem pomocnih
promenljivih
h=ap,+5p, —dsSyy
ty=p.—d +dscy,
dobijamo sistem jednacina
I} = a3Cy; + a0y
Iy =35y + 55,
Ako ih kvadridamo i saberemo, dobija se

2, 2 2 2
t+t; —aj —a,
GG =—""-"T-—"T"—"=
2a,a
243

Problem je u tome S$to ne moZemo naci s, u zatvorenoj formi. Otuda moramo da

0, :ATAN2(i1/1—c32,c3)

Za robot Mitsubishi, lakat uvek mora da uzima negativne vrednosti.

koristimo

Ako razlozimo ¢lanove u ¢,; i s,; dobija se
4 =(a5¢; +ay)¢, —a3835,
1, = a355¢; +(a3¢3 +a,)s,

Sistem moze biti reSen po s, i ¢, primenom Kramerovog pravila. Primenom
funkcije ATAN2 dobija se

0, = ATAN2 {(a3c3 +a,)t, —aysst,, (a0, +ay )t — a;8,t, }
Iz prethodnog rezultata, a poznajuci 0, i 6,, dobija se
0, =0,,-6,-6,
Kona¢no,
0, = ATANZ(slnx —qn,, 50, = cloy)

Time zavr§avamo izraCunavanje inverzne kinematike. U primeni ovih
relacija stalno moramo voditi rauna o tome da potkorenim veli¢inama ne postanu
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negativne. To se dogadja pri zahtevima za kretanjem koji se nalaze van radnog
prostora robota.

Razmotimo resenje kinematike primenom MATLAB funkcija koje su date
u prateem paketu.

MATLAB funkcija za reSavanje inverzne i direktne kinematike Mitsubishi
RM-101 robota:

mitsudh.m

postavlja DH parametre; takodje postavlja M vektor. Koriste se u funkciji
ikine (.).

mitsufk.m

direktna kinematike
mitsuik.m

inverzna kinematika
mitjoint.m

generise slucajan skup dozvoljenih uglova
mittest.m

testiranje ostalih funkcija. GeneriSe slu¢ajan skup polaznih uglova.
Izracunava direktnu kinematiku (TS5, koriSenjem mitsufk.m i fkine(.).
Potom poziva mitsuik.m. Da bi se pokrenuo , generise se pocetna vrednost na
bazi originalnog vektora polozaja dodajuci slucajne vrednosti. Uociti poklapanje
resenja.

ikine.m
modifikovana verzija funkcije ikine (.) iz Robotics Toolbox-a.

Postupak reSavanja izloZen je u nastavku.

>mitsudh
>dh
dh =
1.5708 0 0 214.0000 0
0 200.0000 0 0 0
0 150.0000 0 0 0
1.5708 0 0 0 0
0 0 0 85.0000 0
>M!
ans =
1 1 1 0 1 1

Ovaj vektor ukazuje funkciji 1kine (.) da Mitsubishi robot ne poseduje
sposobnost rotacije oko Ox ose zavr§nog uredjaja.

>mittest

Polazne vrednosti za polozaj zglobova (deg):
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-64.3013 50.4792 -68.3258 72.6446 175.4369

————— Direktna kinematika
koriscenjem mitsufk  -----

TS =
-0.3209 0.8783 0.3543 147.2246
0.4833 0.4736 -0.7363 -305.9273
-0.8145 -0.0650 -0.5765 273.3094
0 0 0 1.0000

indirektnog resenje koriscenjem fkine:

TS =
-0.3209 0.8783 0.3543 147.2246
0.4833 0.4736 -0.7363 -305.9273
-0.8145 -0.0650 -0.5765 273.3094
0 0 0 1.0000

Rezultati su identi¢ni. Primetimo da je razlika samo u numerickoj
efikasnosti. Funkcija fkine (.) zahteva mnogo viSe vremena usled stalnog
generisanja matrica A i njihovog mnoZenja. Funkcija mitsuik je priblizno deset
puta brza.

Nastavimo sa mittest:
————— Inverzna kinematika

direktno resenje koriscenjem mitsuik « -----
resenje:

-64.3013 50.4792 -68.3258 72.6446 175.4369
numericko resenje koriscenjem robotics toolbox-a:
originalne vrednosti:

-61.6261 52.4876 -66.2201 71.5652 173.4223
ikine iteracije = 104
resenja dobijena sa ikine:

-64.3013 50.4799 -68.3292 72.6520 175.4351
maxerror =

0.0075

Resenja dobijena sa mitsuik su potpuno jednaka originalnom vektoru
koris¢enom da se generiSe T5. Pri reSavanju sa ikine (.), u prvom slucaju,
polazne vrednosti su bile u okviru 3 deg od ta¢nih vrednosti. Odabrana je
tolerancija konvergencije le-12. Resenje je dobijeno u 104 iteracije. To je skoro
duplo vise nego je mitsuik trebao (65 iteracije).
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Zadatak 3.9

Industrijski robot Manutec-r3 dat je na slici 27 1 49. Postaviti koordinatne

sisteme vezane za segmente i odrediti DH parametre robota. Odrediti matricu
jakobijana.

Na bazi kataloskih podataka formirati bazu dinamickih parametara

segmenata i aktuatora sa reduktorima.

Resenje:

Manutec r-3ima sledece osobine:

maksimalna brzina

maksimalno tangencijalno ubrzanje
maksimalno centrifugalno ubrzanje
masa korisnog tereta

korisni momenat

rezolucija

3.7 m/s
9.3 m/s?
11.4 m/s’
15 kg

22 Nm
0.1 mm

Skica manipulatora, sa postavljenim koordinatnim sistemima posluzice za
formiranje DH parametara. Tablica DH parametara je

zglob 1 617
zglob 2

0
0
0
zglob3 [0 | O 0 | -3
0
0
0

zglob 4 730 | 0 >

zglob 5
zglob 6

0] 0 |-%
100| 0 | 0

Jakobijan formiramo primenom paketa SYM SREF¢. Po definisanju
pomocnih promenljivih,
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CZ:COS(qz) T Gy T, Sy - T,
S, =sin(q2) Tosii =Ca - Toary =S4+ Sg 11— 3 00 3o

T =S T s s, T6221=53 Toain +C5 - Toany
C=cos(q3) , _¢o ¢ 6321075 Toann +CavS6 o oo
} w1 =CCe p o p oo T2 =G Tein =5y Tan
S:sm(q3) Tt =8<-C 6312 =4 o412 =04 b6 5. T Ci-T.
3 62175 Ce o o o c, .o o222 =53 Tezn2 + G5 Toano
C:cos( ) Tors =—Ce-S 6322 =94 “1ea12 T 0y - Cq T =Ca Tt — Sa - C
4 94) lgarp =—Cs 96 Toun=—C, .S 6213 =C3 - 16313 =93 - C5
. 6313 =—C4 S5
Sy =sin(qq) Toaza =S5 Se Tore =S, - S, Te223 =83 - Tgz13 + G5 - Cs
6323 =94 S5
Cs =cos(gs) Toa1a =S5 Ds _ T6214 = C3 - Tez14 = S3 - To334
3 3 T =CeD Ts314 = Cy4 - Toara T oS Tors +Co - T,
e 6424 = Cs - Dg 6224 =3 " To314 + C3 - T334
S5 =sings) Ts324 =S4 - Toar4
Ce = cos(ge Te334 = Toana + Dy
} (4) Ipy =Tso14 + 4
56:51n(q6)
Toin =G Tooni =82 Tooor T = G- Toony =85 - Tony
Tsi21 =S5 T + G - Tonay - To121 = 82 - Tip1 + € - Tpo
Ts112 = Co Tonin =82 " Topmn Ts112 = Gy - Tp1 =S5 - Toonn
T2 =5 T + G Topmn Tiio =S5 - Toon1 + Co - T
Ts113 =G Tepi3 =S5 Ty Tojiz = €y T3 = S5 - Tons
Ts123 = S2 Topizs + €y Tipos Too3 = 85 - Tpp3 + €y - Tonas
To11a =Cy - Ipy =85 Ty Tsi1a = €5 Iy =85 - Tipny
jakobijan glasi

[~Tgin Tssoa + Tona - Tiany
~Tso11 - Toooa + T, - Tepnn
J = | Tean Tesza + Tiz1a * Toan
Tsara - Ss
—Cy - D¢
0

“Ts112  Tsza + Tor1a - Tozm

~Ts212 * Tonoa + T, - Tiom

“Ts312 * Tszza + Toz1a ~ Toam

Toara - Co
Se - Dg
0

T3 Toaoa * Toria Tozs Torzr Toin

“Toors Tonoa + T, Ty ~Tesm ~Toama

~Ts313 - Toaza + Tg314 - Cs
0
0
0

T ~Tesn

T642 1 T 6422

Ts123

_T6323

_T6322
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segment 4

— CM,
osa 4 [

segment 1

rame’
osa 3

Z

osa 1

‘ osnova ’

Slika 27. Industrijski Manutec r-3 manipulator sa 6 ss.

DefiniSimo dinamicke parametre manipulatora i pogonskog sistema.
Uvedimo sledece oznake:
"J' - momenat inercije rotora motora i oko ose sopstvene rotacije.
Rotor je smesten na segmentu i —1 a pokrece segment i .

64



Robotika Zbirka zadataka
p' - prenosni odnos reduktora i ; negativan znak ukazuje na promenu
smera rotacije izlazne osovine u odnosu na ulaznu osovinu.

V' - elektromehanicka konstanta motora i .
i . : .
‘umax - maksimalni napon motora i .
m' - masa segmenta i .
h' - vektor koji ukazuje na poloZaj ose narednog zloba u odnosu na
prethodni zglob, definisan u koordinatnom sistemu prethodnog zgloba.
d’ - vektor koji ukazuje na poloZaj centra mase segmenta u odnosu na
taCku preseka ose rotacije i uzduzne ose datog segmenta.
I' - tenzor inercije segmenta sa rotorom motora, u odnosu na centar
mase datog segmenta, u fiksnom koordinatnom sistemu datog
segmenta.
Nominalni naponi svih motora su ‘ufmx =75V.
r Ji pi vi mi hi di Ii
[ kgm’ ] [Nm/V] | [kg] [ [m] | [m] [kgm” ]
zglob 1 1.3e-3 | -105 -126 X X x “J'=1.16"
g
zglob 2 [0.07 0.172 2.58  0.00 -0.46
13e-3 | 210 252 56.5 0.0 0.000 0.00 273 0.00
10.5] 0.205 -0.46 0.00 0.64
zglob 3 [0.07 0.064 0279 0.000 -0.070
13¢3 | 60 72 26.4 0.0 0.000 0.000 0.413  0.000
10.0] -0.034 -0.070 0.000 0.245
zglob 4 0.00 0.00 1.670 0.000 0.000
1.6e-4 | -99 24.8 28.7 | |0.00 0.00 0.000 1.670 0.000
0.73 0.32 0.000 0.000 0.081
zglob 5° 0.0 0.000 125 0.00 0.00
1.8e-4 | 79.2 21.4 52 0.0 0.000 0.00 1.53 0.00-107
0.0 0.023 0.00 0.00 0.81
7glob 6® | 43¢5 | 99 | 86 x x x Iy ~107*

! Za prvi zglob dovoljan je samo momenat inercije oko ose 1.

% Segment 5, pored svoje mase i mase rotora 6. zgloba, sadr7i i segment 6.

3 Poslednji segment robota, bez korisnog tereta, male je mase, obi¢no simetri¢no
postavljene oko svoje ose rotacije. Otuda se segment 6 moze tretirati kao rotor motora. Otuda je, za
sracunavanje jednacina kretanja, potreban samo moment inercije oko ose rotacije.
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Pod optereéenjem smatramo skoncentrisanu masu m". Vektor od H°> do

opterecenja, u fiksnom koordinatnom sistemu 6. segmenta, oznacava se sa . Za
opterecenje jo$ vazi

0<m" <15 [kg]
0<(r) +() <015 [m]
0.1< 7 £0.25 [m]
Parametri motora su definisani sledecim veli¢inama.
o, - viskozno prigusenje [ Nms/rad ]
K, - poziciono pojacanje [V /rad]
K, - integralno pojacanje [V /rad]
K, - diferencijalno pojcanje [Vs/rad ]
k, - strujna konstanta [Nm/V']
k, - brzinska konstanta [Nms/rad ]

rJ o K, K! K} k! K
[kgmz] [(Nms/rad] | [V /rad] | V/rad] | Vs/rad] | [Nm/V] | [Nms/rad]
zglob 1 | 1.3e-3 1.86e-3 50 400 0 4.4 0.03395
zglob 2 | 1.3e-3 1.86e-3 50 400 0 4.8 0.03395
zglob 3 | 1.3e-3 1.86e-3 50 400 0 5.1 0.03395
zglob 4 | 1.6e-4 2.43e-4 50 400 0 0.3 0.03395
zglob 5% | 1.8e-4 2.43e-4 50 400 0 0.3 0.03395
zglob 6’ | 4.3e-5 6.7e-5 50 400 0 0.23 0.03395

Neki interesantni parametri motora su dati u sledecoj tabeli. Takodje,
posmatran kao sistem sacinjen od 6 nezavisnih podsistema, Manutec r-

3 poseduje rezonantne frekvence oy i korene karakteristi¢ne jednacine

sf’z date u sledecoj tabeli.

* Segment 5, pored svoje mase i mase rotora 6. zgloba, sadrZi i segment 6.

5 Poslednji segment robota, bez korisnog tereta, male je mase, obi¢no simetri¢no
postavljene oko svoje ose rotacije. Otuda se segment 6 mozZe tretirati kao rotor motora. Otuda je, za
sracunavanje jednacina kretanja, potreban samo moment inercije oko ose rotacije.
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o v [ [ e |
[4] | [Nm] | [Nm] | [obr/min] | [s7]

zglob 1 | 1IFT1071 | 25 4.5 9 3000 x x
zglob2 | IFT1071 | 25 | 45 9 3000 s76.10° | 306
1706

zglob3 | IFT1071 | 25 | 45 9 3000 s73.10° | ~276
+ 700

zglob4 | IFTI043 | 8 | 15 | 32 3200 26.10° | —425
+1550

zglob 5° | IFT1041 | 4.5 0.7 1.45 3200 983-10° -439
+869

zglob 6’ | 1FT1031 | 2.1 0.3 0.5 3500 1.737-10° | —448
11264

Ogranicenja u zglobovima i ograni¢enja po brzinama i ubrzanjima

] < i< | Jal<
radildee] | (rady deg) | deg,
s s s
zglob 1 2.97; 170 3;170 170
zglob2 | 2.01; 115 15:86 | 90

zglob 3 2.86; 164 5.2; 298 530
zglob 4 3.63; 208 3.4; 195 1310
zglob 5 2.27; 130 4.3; 246 1270
zglob 6’ | neograniCeno |  3.7; 212 650

¢ Segment 5, pored svoje mase i mase rotora 6. zgloba, sadrZi i segment 6.

7 Poslednji segment robota, bez korisnog tereta, male je mase, obi¢no simetri¢no
postavljene oko svoje ose rotacije. Otuda se segment 6 mozZe tretirati kao rotor motora. Otuda je, za
sracunavanje jednacina kretanja, potreban samo moment inercije oko ose rotacije.

8 Segment 5, pored svoje mase i mase rotora 6. zgloba, sadrZi i segment 6.
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Senzori u zglobovima: inkrementalni enkoderi i induktivni davaci
referentne pozicije. Impulsni enkoderi poseduju rezoluciju 600 impulsa po obrtaju.
Po kvadraturnom dekodiranu, dobija se 2400 impulsa po obrtaju. Induktivni davaci
obezbedjuju referentni polozaj robota. Robot se postavlja u parkirni poloZaj za 10°
unazad od referentnog polozaja.

referetni | parkirni
polozaj | poloZaj
zglob 1 +40° +30°
zglob 2 +70° +60°

zglob3 | —130° | —120°
zglob 4 -50° —-40°
zglob 5" | +30° +20°

zglob 6" | +95° +85°

Zadatak 3.10

Odrediti singularne tacke planarnog robota sa dva stepena slobode,
prikazanog na slici 32.

ReSenje:

U slucaju da robot nije redundantan, singularne tacke su one tacke u
kojima jakobijan nije regularna matrica. Ukoliko je robot redundantan, jakobijan
nije kvadratna matrica, pa se singularne tacke definiSu kao tacke u unutra$njem
prostoru robota u kojima je rang jakobijana manji od stepena manipulabilnosti
robota. Singularnosti postavljaju konfiguracije u kojima je pokretljivost srukture
smanjena odnosno postoje pravci u kojima manipulator ne moZe da se krece. U

° Poslednji segment robota, bez korisnog tereta, male je mase, obi¢no simetri¢no
postavljene oko svoje ose rotacije. Otuda se segment 6 mozZe tretirati kao rotor motora. Otuda je, za
sracunavanje jednacina kretanja, potreban samo moment inercije oko ose rotacije.

19 Segment 5, pored svoje mase i mase rotora 6. zgloba, sadrZi i segment 6.

1 Poslednji segment robota, bez korisnog tereta, male je mase, obi¢no simetri¢no
postavljene oko svoje ose rotacije. Otuda se segment 6 moze tretirati kao rotor motora. Otuda je, za
sracunavanje jednacina kretanja, potreban samo moment inercije oko ose rotacije.
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singularnoj poziciji postojati beskona¢no mnogo reSenja inverzne kinematike.
Konacno, u okolini singularnih tacaka male brzine u radnom prostoru tj. spoljnim
koordinatama mogu proizvesti velike brzine u zglobovima, ukoliko robot
upravljamo inverznim kinematickim algoritmima. Singularnosti mogu biti:
grani¢ne i unturasnje. Grani¢ne nastaju kada je manipulator na granicama svoje
radne oblasti. Njih je moguce ih je izbeci planiranjem trajektorije. Unutrasnje
singularnosti nastaju dovodjenjem viSe zgobova na istu osu kretanja. U slucaju
planarnog lakatastog robota, slika 32, jednacine direktne kinematike su

x=lic;+ e
y=hsi+hsy,
i=~lsi1q1-bs12(41+¢2)
V=hsigy —hen (i +¢2)

Diferenciranjem dobijamo jakobijan

{x} _ {—1131 —bsin 42&2]{ Q }
vl Lha+hben  hep |42

x=Jq
U singularnim tackama jakobijan nije regularan, odnosno
detd =0
—L,s8,¢1 = 1351500 + ylicysp, + 155156, =0
Li, - [Cl (SICZ 18, )_ Sl(clcz — 515, )]: 0
Lil,s,=0

Konacno, singularne tacke dobijaju se za ispruzenu ili sklopljenu konfiguraciju
datog robota.

sing, =0
02=0 v gy =%n

Kada je manipulator u singularnom poloZaju kretanjem zglobova ¢, brzina ima dva

moguca smera koji su isti i za segment 1 i za segment 2 (matrica J ima linearno
zavisne vrste ¢, = kq; ) 1 kretanje je ograniceno.

Zadatak 3.11

Odrediti singularne poloZaje antropomorfnog, RRR robota, slika 38.
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ReSenje:
Homogena matrica transformacije i jakobijan antropomorfnog robot su

cepy —asyy s cp(axey +asers)
OT6 _| %1623 75123 T ) (ac2 +a3c23)
573 €3 0 arSsy +asss
0 0 0 1

—s1(axey +aserz) —ci(asy +assyy) —axersny
I=| crazey +azer3)  —si(apsy+azsys) —assisny
0 ey +ascrs azcy3
Uslov singularnosti za antropomorfni robot glasi
detJ =0
detd = —ayazsz(aycs +azcy3)

s3=0 Vv aycy +azcy3 =0
Cetvrta kolona matrice homogenih transformacija postaje
0
0
a,sy +azss
1

Sto ukazuje da singularan poloZaj nastaje kada je (x,y)=(0,0), odnosno kada se
vrh robota nalazi na z - osi .

3=0 v gz==n

U okolini singularnog poloZaja det J = 0, odnosno izraz J 12 obija

——d
det(adj(J))

veoma veliku vrednost paiz q=J 1% sledi da se u okolini singulariteta brzine
zglobova naglo povecavaju prevazilazeci sposobnost aktuatora da ih obezbede.
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DINAMIKA

Zadatak 4.1

Za dvosegmentni ravanski mehanizam prikazan na Sl. 28. sraCunati
potrebne momente u zglobovima (ne uzimajuci u obzir gravitaciona opterecenja i

F 0

y

. | F 10
silu trenja) da bi manipulator delovao na okolinu silom F :{ * } :{ } .

YA

v

<
.

>
e

Slika 28. Dvosegmentni mehanizam u kontaktu sa okolinom

ReSenje:

Relacija koja povezuje silu kojom robot deluje na okolinu i odgovarajuce
momente u zglobovima je data sa

t=J".F

Treba napomenuti da se momenti T u gornjem izrazu odnose samo na
doprinos koji u zglobovima indukuje spoljna sila F i da gravitacioni momenti od
tezine samih segmenata mehanizma nisu ukljuceni.

Jakobijan ovog mehanizma smo sracunali ranije i on je dat sa
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J:|:_ll 'Sl _12 'S12 _lz 'S12:|
11 'Cl +lz ’C12 12 'C12

pa je transponovani jakobijan J' dat sa
JT:|:_11'S1_12'S12 ll'C1+lz'C12:|
_12'512 lz'C12
na osnovu ¢ega mozZemo sracunati
T:JT‘F:|:_II'S1_12'S12 ll'C1+lz'C12]|:10:|
_12'512 12'C12 0

pa su trazeni momenti, kona¢no, dati sa
7, ] [-10-1,-8,-10-1,-S,,
T= =
T, -10-1,-8,,

Zadatak 4.2
Za trosegmentni sferni manipulator (zadatak 4.1) odrediti potrebne pogone

u zglobovima (ne uzimajuci u obzir gravitaciona opterecenja i silu trenja) da bi
manipulator delovao na zid silom F =(10,5, T,

ResSenje:

Jakobijeva matrica za ovaj manipulator je data sa

-d,-S,-S, d,-C,-C, C,-S,]| [10]]
d,-C,-S, d,-S-C, S-S, 5
- 0 -d,-S, c, o2
0 -5, 0 0

0 C, 0 0

i 1 0 0 | i

pa moZemo pisati
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S
5
-d,-S,-S, d,-C,-S, 0 0 0 1]}
t=J"-F=|d,-C,-C, d,-S,-C, -d,-S, -S, C, 0| .
C S, S-S, C, 0 0 off
_0_
odakle sledi
(5-C,-10-S, )-d,-S,
t=[(10-C,-C,+5-8,-C,-2-8,)-d,
(10-C,-S, +5-8,-S,+2-C,)
Zadatak 4.3

Odrediti sile i momente koji deluju na zavrtanj ako ga okrecemo klju¢em
koji je pri¢vrscen za poslednji segment robota (S1. 29). Podatke o sili i momentu

«v

XK

Slika 29. Poslednji segment robota sa senzorom sile u zglobu Sake u kontaktu sa zavrtnjem
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dobijamo od senzora smestenog u "zglobu Sake" koji meri tri komponente sile i tri
komponente momenta.

ResSenje:

Da bi ovaj zadatak resili potrebno je da malo detaljnije razmotrimo
teoretske aspekte jakobijeve matrice. Modifikujmo definiciju vektora ¢ koji je

oznacavao vektor ugaonih koordinata u zglobovima. Neka je sada vektor

q= [q1 N ]T predstavlja nezavisni i kompletan skup generalisanih koordinata u
kome je moguce kompletno opisati poloZaj mehanic¢kog sistema (koordinate u
zglobovima robota predstavljaju jedan takav skup). Neka su 0=[0,,0,.,..0,]"
generalisane sile i momenti koje odgovaraju generalisanim koordinatama

q :[ql,qz,...qn ]T . Takode pretpostavimo da je p= [p1 sDase D ]T drugi skup

generalisanih koordinata koji ne mora da bude kompletan, tj. ne mora biti
obezbedeno da se sistem moZe u celosti njime opisati. Na primer, koordinate za
poziciju i orijentaciju robota nisu potpun skup u slucaju da je robot redundantan.
Posmatrajmo, zatim, trenutak kada staticke sile i momenti deluju na sistem cija
pozicija je opisana sa ¢ . Pretpostavimo da su te staticke sile i momenti obeleZeni

sa P=[P,P,,..P,|" idasuizraZeni u odnosu na koordinatni sistem

m

p=Ip,.p,...p, | . Problem je kako transformisati sile i momente obeleZene sa P

iz p:[pl,pz,...pm ]T koordinata u qz[ql,qz,...qn]T koordinate.

Posmatrajmo virtuelna pomeranja dp . Obzirom da je skup ¢ koordinata
kompletan skup generalisanih koordinata njima se moZe izraziti pomeraj proiz-
voljne taCke sistema. medutim, pomeraj opisan sa p mora biti izraZen u odnosu na
¢ koordinate. Diferenciranjem funkcije moZemo povezati virtualna pomeranja dp
i 8¢ u obliku

op=J &

gde je J jakobijeva matrica dimenzija m x n pridruZena transformaciji
koordinata. Da bi pronasli vezu izmedu sila P i @ posmatrajmo ravnotezu

sistema i napi§imo izraz za virtualni rad za taj slucaj. Pod virtualnim pomeranjima
se podrazumevaju infinitezimalni pomeraji mehanickog sistema koje dozvoljavaju
veze. Za razliku od stvarnih pomeraja virtuelni pomeraji treba samo da budu u
saglasnosti sa ograniCenjima koja namecu veze, dok se ostalim zakonima kretanja
ne pokoravaju. Prema tome, izraz za virtualni rad je
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Sw=0" -8¢- P -p=(0-J" PPg=0

Obzirom da su virtuelna pomeranja razlicita od nule dg+0, prethodni izraz
moZe biti tatan samo ukoliko je izraz u zagradi jednak nuli, odakle sledi

o=J"pP

¢ime smo odredili traZenu zavisnost.

U ovom sluc¢aju se poslednji segment robota zajedno sa klju¢em za zavr-
tanje vijka i vijkom moZe smatrati jedinstvenim krutim telom. Neka je u centru
senzora sile smesten koordinatni sistem O-uvw, a u centru vijka koordinatni sistem

O-xyz i neka su ova dva koordinatna sistema paralelna, kao $to je na Sl. 29 prika-
zano. Infinitezimalna kretanja krutog tela izraZzena u odnosu na koordinatni sistem

O-xyz su data vektorom [dx dy dz d, dp, d¢z]T,au0dnosu na koordinatni
sistem O-uvw vektorom [du dv dw d, do, dp,] .

Jakobijeva matrica transformacije izmedu ova dva koordinatna sistema je d

du dx 1] [r. ] [O] [r o [r.||] dx
dv dy X, v %z |0)x|r, 1(x|r 0|x|r, dy
dw . dz 0] [r, of |r 1] |r, dg
dg, | " |do, 0 0] | |do,
do, do, 0 0 O 0 1 0 do,
1do,, | |dd. | | 0 10 1|49, |
odakle posle sredivanja sledi
fdu] [1 00 0 r —r][dx]
dv 010 -r, O r, dy
dw oo1 r, -r. O dz
dp,| (000 1 0 0 ||do,
do, 000 O 1 0 ||db,
dop,| [0 00 0 0 1 ||dp,]|

Ako je [F,,F,,F, ,M M M, 1" vektor sila i momenata koje deluju na

vijak, a [F,,F,,F,,M,,M,,M,]" vektor sila i momenata izmerenih na senzoru,
na osnovu izraza za vezu izmedu generalisanih sila P 1 @ koja je izvedena ranije,
mozemo pisati
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F, 1 0 0 0 0 0| F, F,
F, 0 1 0 0 0 O0||F, F,
F, 0 0 1 00 O0||F, F,
M. "o -r, r, 100 . M, - -r.-F, +r,-F, +M,
M, r, 0 -r. 01 0||M, r,F,—-r.-F,+M,
M, —-r, T, 0 00 1|\ M,| |-r, -F,+r.-F +M,

¢ime je zadatak reSen.

PLANIRANJE TRAJEKTORIJA I PRIMENE

Zadatak 5.1

U pocetnom trenutku se vrh manipulatora sa tri linearna stepena slobode
(dekartova ili kartezijanska konfiguracija) nalazi u tacki A, (x,=5, y,=3, z,=5) mm.
Odrediti trajektoriju do ciljne tacke A, (x,=12, y,=9, z,=15) mm ukoliko se kretanje
ostvaruje tako da se pojedinacno (sekvencijalno) aktiviraju zglobovi. Pretpostaviti
da maksimalne brzine aktuatora iznose 0.2 m/s. Periode ubrzanja i usporenja
zanemariti tj. pretpostaviti da se zglobovi svo vreme kre¢u maksimalnom i
konstantnom brzinom. Period uzorkovanja (odabiranja) je 5 ms.

ResSenje:

Najpre ¢emo odrediti koliki put svaki segment (duz koordinatnih osa) treba
da prede tokom ovog pokreta

AX=XA1-XAO=12-5=7mm
Ay =Y -Yp=9-3=6mm
AZ=ZA1'ZA0=15'5=10mm

Put koji segment prede tokom jednog perioda odabiranja je

S=v, t=02"" 5 ms =1 mm
ms
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PoloZaji vrha manipulatora su za svaki period odabiranja dati u sledecoj

tabeli.
Vreme X Y Z Vreme X Y Z
(ms) (mm) (mm) (mm) (ms) (mm) (mm) (mm)

0 5 3 5 60 12 8 5

5 6 3 5 65 12 9 5

10 7 3 5 70 12 9 6
15 8 3 5 75 12 9 7
20 9 3 5 80 12 9 8
25 10 3 5 85 12 9 9
30 11 3 5 90 12 9 10
35 12 3 5 95 12 9 11
40 12 4 5 100 12 9 12
45 12 5 5 105 12 9 13
50 12 6 5 110 12 9 14
55 12 7 5 115 12 9 15

Sa skice se moZe videti da se vrh manipulatora prvo krece po x osi
(pocevsi od tacke A,) ukupno 7 mm. Vreme trajanja pokreta je 35 ms. Zatim se
krece po y osi 6 mm (do trenutka t=60 ms), i na kraju, po z osi 10 mm do krajnje

tacke A,.

Na sledecoj skici je prikazana putanja vrha manipulatora.

A Z
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Ocigledno je da je redosled aktiviranja zglobova mogao biti i drugaciji, tj.
molo je najpre biti realizovano kretanje duz y ili z ose, a zatim kretanje duz ostale
dve ose. Redosled aktiviranja zglobova zadatkom nije bio specificiran tako da je
mogao biti usvojen bilo koji redosled sa istim krajnjim poloZajem.

Zadatak 5.2

U prethodnom primeru je svaki zglob bio aktiviran samo jednom i tokom
rada je preden ceo planirani opseg kretanja. Za podatke iz prethodnog primera
odrediti trajektoriju vrha robota ako se aktiviranje zglobova vrS$i isto sekvencijalno
i pojedinacno, ali se u svakom narednom periodu odabiranja ukljuci sledeci zglob.

ResSenje:

U pocetku pokreta Ce biti redosledno aktivirana sva tri zgloba. Medutim,
obzirom da duzina trajektorije vrha po osama nije ista, do kraja pokreta ce ostati
aktivan samo onaj zglob ¢iji je period angaZovanja najduzi. U ovom primeru je to
zglob koji ostvaruje kretanje duz z ose. Na ovaj nacin se takode dobija izlomljena
trajektorija ali mnogo bliZa pravolinijskoj putanji.

Vrh robota se krece (iz poCetne tacke A,) za 1 mm redosledno po sve tri
ose do vremena 95 ms. U tom trenutku su zavrSena kretanja po x i y osi. Vrh
manipulatora nastavlja da se krece samo po z osi do krajnje tacke A,.

Na sledecoj skici je prikazana putanja vrha manipulatora
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0 &l

—

Slika 30 Putanja vrha robota iz zadatka 3.2

U narednoj tabeli je dat prikaz poloZaja vrha manipulatora tokom trajanja pokreta

Vreme X Y Z Vreme X Y Z
(ms) (mm) (mm) (mm) (ms) (mm) (mm) (mm)

0 5 3 5 60 9 7 9

5 6 3 5 65 10 7 9
10 6 4 5 70 10 8 9
15 6 4 6 75 10 8 10
20 7 4 6 80 11 8 10
25 7 5 6 85 11 9 10
30 7 5 7 90 11 9 11
35 8 5 7 95 12 9 11
40 8 6 7 100 12 9 12
45 8 6 8 105 12 9 13
50 9 6 8 110 12 9 14
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| 55 | 9 | 7 | 8 | 15 | 12 [ 9 | 15 |

Zadatak 5.3

Za podatke iz zadatka 3.1. odrediti trajektoriju vrha robota ako se svi
zglobovi aktiviraju na po¢etku pokreta istovremeno i krecu se maksimalnom brzi-
nom. Motori ostaju ukljuceni dok svaki pojedinac¢ni zglob ne dostigne Zeljenu
vrednost.

Resenje:

Ovaj nacin realizacije trajektorije, obzirom da su svi motori ukljuceni
istovremeno, omogucuje znatno krace vreme trajanja pokreta ali zbog nejednakog
vremena rada motora u pojedinim zglobovima dolazi do velikih trzaja i
neuskladenih kretanja. Putanja vrha robota nije prava linija i njen oblik zavisi od
duZine rada motora u pojedinim zglobovima.

U narednoj tabeli su date koordinate trajektorije vrha robota za vreme
trajanja pokreta.

Vrh robota se krece istovremeno po X, Y, Z osi do trernutka t=30 ms kada
se zavrSava kretanje po y osi. Sledi kretanje od 1 mm po x osi. I na kraju sledi
kretanje po z osi do krajnje tacke A,.

Vreme X Y Z
(ms) (mm) (mm) (mm)

0 5 3 5
5 6 4 6
10 7 5 7
15 8 6 8
20 9 7 9
25 10 8 10
30 11 9 11
35 12 9 12
40 12 9 13
45 12 9 14
50 12 9 15
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Na sledecoj skici je prilazana putanja vrha manipulatora
A Z

Slika 31. Putanja vrha robota

Zadatak 5.4

Za laktastu strukturu strukturu manipulatora sa dva stepena slobode u
vertikalnoj ravni, slika 32, izvesti uslov kojim se eliminiSu nelinearnosti matrice
inercije u dinami¢kom modelu manipulatora. Poznate su duZine /;i /, i mase

segmenata m,i m, kao i masa opterecenja m,
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! >
mg %

Slika 32. Laktasta struktura manipulatora sa dva stepena slobode u vertikalnoj ravni

ResSenje:

Primenom LangranZ-Ojlerove jednacine formiracemo model dinamike
datog manipulatora

gde su:
T, —pogonski momenti u zglobovima
0, —ugaoni pomeraji u zglobovima
9,. — ugaona brzina u zglobovima
L —LagranZijan
L=E, —E,, gde je Ex ukupna Kineticka energija manipulatoraa £, je
ukupna potencijalna energija manipulatora.
1. Segment

Kineticka energija za prvi segment iznosi
E, =tm (32 +y2)+11,6 (3)
n =2m (X + yi) + 51,6

gde je /, moment inercije prvog segmenta u odnosu na centar mase prvog

segmenta. Ukoliko segment smatramo Stapom bez debljine, sa centrom mase na
sredini §tapa, moment inercije iznosi
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I, =Lm,? )
Xie = e C?Sela 3:51c =1, sinb, "91 )
Yie =hesin®, y,, =1 cosb, -6,
Otuda, kineticka i potencijalna energija prvog segmenta iznose
Ey z%mlllzcélz Jr%11912 » E=mgy,. =mg [;.sinB, (6)

2. Segment

Ugaona brzna drugog segmenta u odnosu na osnovu iznosi 91 + 92 . Otuda,
kineticka energija drugog segmenta iznosi

Epy =+my (33, + 93) + 11,(6, +0,) (7)

Moment inercije drugog segmenta, smatrajuci da je segment Stap bez debljine, sa
masom m, skoncentrisanom na sredini Stapa /, /2.

I, =3myl; (®)

X, =1,cos0, +1,.cos(6, +6,),

Yy =1,sin0, +/,.sin(0, +6,),

%y ==1,0,5in0, —1,.(0, +0,)sin(6, +0,), ©)
V3. =1,0,c080, + 1, (0, +0,)cos(6, +0,),
Kineticka energija drugog segmenta data je relacijom
Ep, =im, 170, +Lm,05 (67 +20,0, +0,) + ... (10,
mylil, (07 +0,0,)c080, +L1,(07 +26,0, +0,)
Potencijalna energija drugog segmenta data je relacijom
Ep2 =m,gy,,. =m,gl sin®, +m,gl,. sin(0, +0,) (11
Kineticka energija za opterecenje na hvataljci robota iznosi
Ey, =$m, (%, + ;) (12)

Za centre mase hvataljke brzina iznosi
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x, =1,cos0, +/,cos(6, +96,)

vy, =1,sin0, +1,sin(6, +6,)

X, =—1,0,sin0, —1,(0, + 0, )sin(0, +6,)

y, =1,0,c080, +1,(0, +0,)cos(6, +6,)
Otuda, kinetic¢ka i potencijalna energija drugog segmenta iznose

Ey =1m 1707 +1m 17 (0] +20,0, +63)+m,11,(0] +26,0,)cos,

E, =4m,gy, =m,g(l;sin, +1,sin(6, +6,))
Ukupna kineticka energija iznosi
Ey =Ey + By +Ey,
a ukupna potencijalna energija iznosi
E,=E,+E,+E,
Otuda je LagranZijan
L=E, —E, =107 (mI} + 1, + myI} +m,I})+...
+1(67 +26,0, +02)(myl3 + 1, + m3) + ...
+1,(67 +6,0,)cos0, (m,L,, +m,l,)— ...

gsin®, (mly, + myly +m,l,) — gsin(0, +0,)(myl,, +m,l,)

(13)

(14)

(15)

(16)

A7)

(18)

U cilju primene izraza za Lagranzijan dvosegmentnog manipulatora datog

jednacinom (18) u Lagranzovu jednacinu (2), moramo da odredimo izraze za

parcijalne izvode LagranZijana po ugaonim pozicijama i brzinama.

Opsta matri¢na forma jednacine dinamike manipulatora sa dva stepena

slobode glasi:

MR MEN
Ty H, Hy 0, G, G,

gde su:

(19)
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Hy =mli + 1+ myl} +myl;, + 1, + m, I +m,l5 + 21, (myl,, +m,l,)cos0,
H,,=H, =my;, + 1, +ml; +1,(myl,, +m,l,)cos0,
Hyy =myly +1, +m,l;
C, ==21,(myl,, +m,1,)0,0,sin0, —I,(m,l,, +m,1,)03sin0, (20)
C, =1,(m,l,, +m,l,)0?sin0,
G, =(ml,, + myl, + m,l)gcosO, + (m,l,. + m,l,)gcos(0, +6,)
G, =(m,l,. +m,l,)gcos(0, +0,)
Usled prisustva mnogobrojnih sabiraka sa trigonometrijskim funkcijama
koordinata robota u relacijama (20), model dinamike je izrazito nelinearan. Usled

periodi¢nih svojstava pomenutih funkcija, pri odredenim frekvencijama
upravljackih signala moZe doci do nezeljenih vibracija strukture manipulatora.

U sustini, linearizacija predstavlja modifikaciju mehanicke konstrukcije
robota sa ciljem da se u delu radnog prostora obezbedi smanjenje ili potupno
eliminisanje uticaja relativnog kretanja segmenata robota. To se, recimo, moZe
postici pomeranjem centara mase segmenata, u negativnom smeru ose zgloba, ka
zglobovima. U konkretnom slucaju, znacajno eliminisanje nelinearnosti u
LagranZijanu moZe se ostvariti izborom centara mase tako da izraz m,/,. +m,[,,
koji se javlja kao cinilac u skoro svim koeficijentima dinamicke jednacine, uzme
vrednost nula

myl,. +m,l, =0,

odnosno da centar mase drugog segmenta uzme vrednost

L, =——21, 21)

Takode, poZeljno je i da
ml,. +myl, +m,l, =0
odnosno da centar mase prvog segmenta uzme vrednost

_mtmy, 22)

llc =
m

Ostvarivanjem uslova (21) i (22), model dinamike postaje:
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_ 2 2 2 2 2
H,=ml, +1,+m +m5. +1, +my +m,l

= 2 2
Hy,=H, =myl5. +1,+m,;

Hy, =myl5, + 1, +m,l;
C =C,=0
G, =(ml,, +myl, +m,l )gcos0,
G,=0

Dakle, za robot prikazan na slici 33, ostvareno je potpuno poniStavanje
efekata usled centrifugalnih i koriolisovih sila. Eliminisan je uticaj gravitacione sile
na drugi segment kao i deo gravitacione sile drugog segmenta koji je preslikan na
prvi zglob. Takodje, potpuno su eliminisani efekti nelinearnosti u matrici inercija.

by

=y

3}

Slika 33. Laktasta struktura manipulatora sa dva stepena slobode u vertikalnoj ravni sa
kompenzovanim centrima masa

Ukoliko je poznata masa opterecenja m,, izmenom konstrukcije robota,
uvodjenjem kontramasi m,, i m_, postiZe se Zeljeno dinamicko uravnoteZenje
manipulatora, slika 33. To se moZe postici i izmeStanjem pogonskih i redukcionih
jedinica. Ukoliko masa opterecenja m, nije poznata, treba usvojiti srednju vrednost
ocekivanih masa ili formirati sloZeniji sistem na bazi opruga i hidraulike.
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Zadatak 5.5

Simulirati trajektorije PUMAS60, slika 56, robota koji se iz nultog
polozaja g, =[000000]; prepusta dejstvu gravitacije. Motori robota nisu
ukljuceni a koc¢nice u zglobovima su iskljucene. Pad traje 0.7652 s.

Resenje:

Analizirajmo pad primenom funkcije fdyn, bez dodatnog pogona u
motorima.

[t g qd] = fdyn(p560, 0, 0.7652);

Rezultati su prikazani na slici 34.

05

05 | e

X

Slika 34. Simulacija pada robota PUMA560
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U ovom slucaju je jasno da robot pada pod dejstvom gravitacije ali usled
koriolisovih i centrifugalnih sila deSava se rotacija oko ose prvog zgloba (plava
linija na slici 35).

— qdi
— qd2
0 qd3 4

% L L L L L
0 01 02 03 04 05 06 07 08

vreme [s]

Slika 35. trajektorije prva tri zgloba robota PUMAS60 pri slobodnom padu iz nultog poloZaja

Recimo, ubrzanja na pocetku kretanja se mogu izracunati
qdd0 = accel (p560, gz, zeros(l,6), zeros(l,6))
dajuci rezultat

gqdd0 = [-0.2463 -8.7020 2.5442 0.0021 0.0672 0.0001] % rad

Zadatak 5.6

Sastaviti model kinematickih i dinamickih parametara za robot E2R na
bazi eksperimentalno i kataloski odredjenih vrednosti za segmente i motore. Izgled
manipulatora dat je na slici 36.

li[m] | m_i[kg] | R i[ohm] | Kem i[Nm/A] | J i [kgm2] Ni| Uni[V]

segment 1 0.42 3.312 1.35 0.1 122e-6 35 24
segment 2 | 0.28 0.42 8 48/(38%69) 1.1261e-6 | 69 24
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enkoder 2

motor 2

I;le_g profil 2

205 mm
280 mm

|
L8
)
354 mm

enkoder 1

~‘—10 mm

0zt !

Slika 36. Skica i fotografija laboratorijskog dvosegmentnog planarnog manipulatora namenjenog
obuci studenata

ResSenje:

% Matrica kinematickih i dinamickih parametara E2R manipulatora
% alfa a theta d sigma m rx ry rz Ixx Iyy Izz Ixy Iyz Ixz Jm G B Tc+ Tc-
dh _ee2r=|[
0 11 0 0 0 ml -11/2 0 0 0 (m1*11 (ml*11 O 0 0 Jl
N1 O 0 0
*11/12) *11/12)
0 12 0 0 0 m2 -12/2 0 0 0 *m2*12 m2*12 0 0 0 J2
N2 0 0 01;
*12/12) *12/12)
% Matrica Dinamickih parametara aktuatora E2R manipulatora

% Rr Kem Kme Jm N B U
act_ee2r=[R1 Keml Kmel J1 N1 0 Url
R2 Kem2 Kme2 J2 N2 0 Ur2];
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Zadatak 5.7

Koriscenjem odgovarajucih funkcija robotics-toolbox-a izraCunati
nominalno upravljanje robotom E2R ukoliko je poznato da trajanje pokreta iznosi 1
s a vreme diskretizacije iznosi 10 ms. PocCetni poloZaj robota definisan je vektorom
q0=[30 -60]*pi/180 rad, a zavrsni polozaj vektora definisan je vektorom qf=[90 -
30]*pi/180 rad.

ResSenje:

Kori$¢enjem matrica dh_ee2r i act_ee2r izraCunacemo napone na

motorima za dati pokret.

% Inverzna dinamika

disp ('Racunanje nominalnih napona motora - racunanje inverzne
dinamike sa aktuatorima')

ur=idynact (dh_ee2r, act ee2r, q, gd, qdd);

Izracunavanje direktna dinamika obavlja se po sledecoj proceduri
tlll=t"';
taunom=[t111l, ur];
gt=[t1l1l1l, g, qd, gddl;
Pgain=[0 0]; Dgain=[0 0];
qdO0=qd (1, :);
ctlanme="nomctl'
global taunom gt Pgain Dgain ctlname
[tsim, g os, qd os]=fdynact(dh_ee2r, act eelr, .
0, tf, 'nomctl', g0, gdO);
g_os=interpl (tsim, g os, tlll);
qd_os=interpl (tsim, gd os, t111);
plot(tlll, g _os-q);
plotbot (ee2rob, g os);

Napon koji se dovodi na motore zadaje se funkcijom nomctl. Ova funkcija
se koristi za implementaciju upravljackog algoritma

f-os = interp1(tsim, g_os, t111);

interpolacija ostvarenih pozicija radi uskladjivanja sa t111 koristi se
ugradjena funkcijaza numericku integraciju ode23 (runge-kutte 2-3 reda).

Rezultati su prikazani na slici 37.
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Slika 37. Trajektorije u unutrasnjim i spoljasnjim koordinatama i sracunato nominalno upravljanje.

Zadatak 5.8

Izvesi model dinamike antropomorfne minimalne konfiguracije sa slike 38.

ReSenje:

time [s]

0.6

Postupak izvodjenja modela dinamike bice realizovan nezavisnim

sracunavanjem momenata za prvi zglob, u odnosu na osnovu, i za druga dva zgloba
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koji ¢ine laktasti planarni manipulator u vertikalnoj ravni. Time ce se razloZiti
uticaj razlicitih parametara konstrukcije manipulatora na model dinamike.

Slika 38. Antropomorfna, RRR minimalna konfiguracija.

Kineticka i potencijalna energija zgloba 0 date su sa:

éz
K0=10-7° V,=0

Momenat Ty, koji zglob uz osnovu treba da obezbedi odredjen je LagranZovom
jednadinom

d | oK, oK, .. ..
= —— |- ) ii T,,=1,-0
0 ar { o, J 9, 00 0o

Za segment 1, vektori pozicije 1y, 1brzine vi, centra mase su
r, =1, [(coseo -c0s 0, )i+ (sin@, - cos, ) j+sin6, 'k]

Vig =g =1, {[(—sin 0, - c0s 6, )6, +(cos®, -sin 91)91]i+

+[(c0s90 -c0s0,)0, +(sin0, -sin@l)ézJj—
—j—(cosel)é2 ~k}

Kineticka energija prvog segmenta je

Vlz (,)2
K =m—%+1—
2 2
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pri ¢emu je ugaona brzina

O =V, /llc

Kombinacijom prethodnih jednacina dobijamo

K, = ml + 1, (

07 -cos’ 0, + 9%)

Komponente momenata koje motori osnove i ramena treba da ostvare su

d | oK oK .. Coa
" :ELW%IJ _E;: (mlllzc +1, )(90 cos” 0, + 26,9, sin 0, cos 91)

_d[0K; | oK, [ S o
T, _E(a—éj—a—(mlllc +11)(61 —0; sin 0, cosel)

U prethodnim jedna¢inama izraza (mlllzc +1) cos’ 0, , predstavlja inerciju prvog
segmenta u odnosu na vertikalnu osu Z. Ova inercije, pomoZena sa ugaonim
ubrzanjem segmenta uz osnovu daje momenat potreban da se ostvari to ubrzanje.
Drugi ¢lan je koriolisova sila koji nestaje pri nultim brzinama drugog i treceg
zgloba. Ovaj ¢lan je ekvivalentan efektu povecenja rotacionog ubrzanja oko
vertikalne ose koji kliza¢ na ledu postice skupljajuci ispruZene ruke. Prvi ¢lan
druge jednacine definiée momenat potreban da se ubrza segment 1 sa inercijom

(mlllzc + 1) u odnosu na osu zgloba 1. Drugi ¢lan je centrifugalna sila koja

ukazuje na tendenciju zauzimanja horizontalnog poloZaja segmenta koji rotira oko
vertikalne ose.

Za segment 2, masa je m, =m'y+my ainercija /| definisana je oko ose normalne
na segment, postavljene kroz centar mase segmenta.
PoloZaj vektora drugog centra mase drugog segmenta u odnosu na O je
I, =cosf, [ll -cos 0, +1,, cos(6, +6, )}1 +
+sin 0, [ll -c0s 6, +1,. cos(6, +6, )]J +
+1,-sin®, + 1, sin (6, +6, )k

dok je vektor brzine
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Vo, =Ty, :{—[11 -c0s0, +1,. cos (6, +6, )]90 sin 0, +
+[40, 5in0, +1,, (6, +0, )sin (0, +ez)]coseo}i

Jr{[l1 -cos 0, +1,, cos (6, +6, )] 0, cos 9, +[1191 -sin@, +1/,, (91 + éz)sin (6, +6, )} sin@o}j
+[—1191 ~cos0, —/,, (91 + 92)005(91 +0, )}k

kao i

Vi =Va, Vo = [112 -cos” 0, + 21,1, cos®, cos(0, +6,)+15. cos” (6, +0, )] +
1267 +201,,0, (0, +0, )cos0, + 12 (8, +0,) xcos0, + 12 (8, +6,)

Moduo ugaone brzine drugog segmenta je
/IZC

gde je [% )Vlg brzina zgloba izmedju segmenata 1 i 2. Sredjivanjem, dobija se
1lc

[ [ . L2
o, =(V2g —livlgj-(vzg —Ilvlg/lzjzeo cos’ (8, +92)+(91 +92)
lc

le

4
g _Tvl

le

g

Pa je kineticka energija drugog segmenta

K, =%{m2 [112 -c0s” 0, + 21,1, cos 6, cos(0, +6,)+ I;. cos’ (6, +6, )J 0; +

+my 1707 +m,l 1.0, (él +92)cos 0, +
+(m2122c +1, )(61 +6, )2}

a momenti motora u zglobovima 0, 1, i 2 potrebnih da podrZe kretanje segmenta 2
su, respektivno,
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d| 0K, | 0K,
-2 22)-
t\ 66, 89
{ 12 cos’ 0, +2/1,, cos 6, cos (0, +0 )J (mzlzzc +12)cos2 (6, +6, )}éo +
2{m, l sin 6, cos 0, + /. sin B, cos (6, + 6 )] (mzlzzc Jrlz)sin(e1 +0,)cos (8, +62)}9091 +

2[ 24, cos O, sin (0, +6,)+ (mzlzzc +[2)sin((91 +0,)cos (0, +62)}9092

d (oK, oK i}
T, = dt(&@ J 8612 =(ml} +2my 1Ly, o0, +m,B5, + 1, )6, +

+(m211120 cos 0, +m, 2, + 12)é2 -

—{m2 [112 sin®, cos 0, +/,/,, sin®, cos(0, +0, )+, cosd, sin (6, +0,)+
+12. sin (0, + 6, )cos(6, + ez)]} +

+1, sin (6, + 0, ) cos (6, +6, )} 67 +

+(myl L, sin0, )03 +(2m,11,, sin0,)6,0,

d(oK,) oK . .
> :E( aéjj_ aej = (maliby, 0080, + myL3, + 1, )6, + (myly, +1,)8,

{m, [ 11, cos0, sin (6, +6, )+13, sin (0, +6, )cos(6, +6,) |+
I,sin(0, +0, )cos(0, +0,)}65 — (myh L, sin6, )63

Komponente momenata usled gravitacije izraCunavaju se iz izraza za potencijalnu
energiju

V= g{mlllc sin 0, + m, [ll sin 6, + 1, cos(6, +6, )]}
Shodno tome, gravitacione komponente u aktuatorima zglobova 11 2 su

oV

T, =—£=g{mll cos 0, + m, [Zl cos 6, +1,, cos(6, +6, )}}
oV
L, = 66 —g[mZIZC cos(0, +6 )}
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Ove staticke komponente dodaju se komponentama usled kretanja pa se ukupni
momenti zglobova 0, 1 i 2 dobijaju kao suma prethodno izvedenih izraza za
momente (7,7},75)

Ty =Ty + Ty + Ty, =

= {1 +(mI. +1,)cos” 0, + my}, [1, cos©, +21,, cos (6, +6,)}cos®, ] +
(mzlzzc + Iz)cos(el +0, )} 0, + 2{(17111120 +1, )sin 0, cos0, +

+my1, [1; sin ), cos 0, +1,, sin 0, cos (0, +6,) |+

(mzlzzc +1, )sin(e1 +6,)cos (6, +6,)} 6,6, +

+2[my 1Ly, cos O, sin (0, +0, )+ (m,03. +1, )sin (6, +0, )cos(6, +0,)]0,0,
=T, +T,+T, =

=(mllfc + 1+ mylt +2myl L, cos®, +m, L2, +12)él +

+(mylyly, cos0, +my13. +1, )8, - {(mllfc +1,)sin 6, cosb, +

+m, [zﬁ sin 0, cos 0, + /1, sin 0, cos (0, +0,)+ 15, sin (0, +0,)cos(0, +0,) ]+
1, sin (0, +0, )cos (0, +0, )} 07 + (m,} Ly, sin0,) 03 +(2m,1,1,, sin 6, )0,0, +
+g{ml, cos0, +m, 1, cos6, +1, cos (0, +6,)]}

T, =Ty, + Ty =(myhbs, c0s0, + my13, + 1, )6, +(m,53. +1, )6, -
{m2 [IIZC cos 6, sin(6, +6 )+1226s1n(6 +6,)cos(6, +6,) :|+

+1, sin (0, +6, )cos(6, +6, )}63

—(mzlllzc sin 92)912 + g[mZIZC cos(e1 +0, )]

Konac¢no, model dinamike je izveden. Razmotrimo mogucnosti
pojednostavljenja mehanike modifikacijom dizajna.

Prvo, uticaj nelinearnih gravitacionih ¢lanova moze biti umanjen statickim
uravnoteZenjem segmenata 1, da bi se postiglo /., =012 /,,. =0. Kod prvog
segmenta primena statickog uravnoteZenja je jednostavnija nego kod drugog s
obzirom na ¢injenicu da je masa drugog segmenta relativno srazmerna korisnom
teretu koji robot nosi. Ukoliko je ostvareno idealno reSenje /. =012 ;. =0,
jednadine momenata su
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TO :|:IO +Il COS2 91 +12 cos(@l +e2)i|é0 +
+2 [11 sin6; cosO; + m2112 sin 0y cos6; +

+1, sin(0; +0,) cos(0; +0,)]0,0; +
+21, sin(B; + 0,)cos(8; +6,)0,0,

Ti 2(11 +m2112 +12)él +1262 -
—[[1 sin0; cosO; + m2112 sin 6; cos 0 + 1, sin(0; + 6, ) cos(6; + 62):| 9% +
+g(myl cos 6y)

T2 :Ilél +12é2 —[]2 Sil’l(el +92)COS(91 +92)]6(2)

Zadatak 5.9"

Dat je dvosegmentni laktasti manipulator, slika 32, u vertikalnoj ravni.
Definisan je duZinama segmenata a_i = 1m, poloZajima centara masa lc_i=0.5m,
momentima inercija segmenata za ose rotacije u zglobovima Il_i = 10; masama
segmenata m_i=50kg, masama m_mi=5kg i momentima inercija motora Im_i=0.01
i prenosnim odnosima reduktora k_ri=100. Odrediti pogonske momente motora za
tri razlicite trajektorije.

a. Oba zgloba rotiraju za po /2, u trajanju od 0.5 s; ugaone brzine imaju
trougaoni profil,

b. Oba zgloba rotiraju tako da vrh robota prevode iz tacke x_i =[0.2;0]; u
taCku x_f =[1.8;0]; u trajanju od 0.66 s; profil brzine je trapeznog oblika; trajanje
vremena ubrzanja/usporenja je 0.15 s a brzina krstarenja ograni¢ena je na 5 rad/s.

c. Vrh robota krece se pravolinijski od x_i = [0.2;0]; do x_f=[1.8;0]; u
trajanju 0.6 s; profil brzine je trapeznog oblika; trajanje vremena
ubrzanja/usporenja je 0.15 s a brzina krstarenja ogranic¢ena je na 5 rad/s.

12 dan3
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ReSenje:

Simulacioni skript moZe se naci u fajlovima dan3a.m, dan3b.m i dan3c.m.
Rezultati su prikazani na skupovima dijagrama 39 , 40 , 41.
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Slika 39. Trougaoni profili brzine za trajektoriju a)
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Sa slike 39 uocavamo da inercijalni element prvog zgloba prati oblik
ubrzanja u prvom zglobu. Usled konstantnog sopstvenog momenta inercije drugog
zgloba, sopstveni inercijalni element drugog zgloba je takodje konstantan za
odgovarajucu vrednost ugaonog ubrzanja drugog zgloba. Inercioni elementi usled
sprezanja prvog i drugog zgloba su jednaki Sto je obezbedjeno trajektorijom.
Koriolisovi efekti su prisutni samo u prvom zglobu jer se vrh robota krece u
odnosu na koordinatni sistem vezan za centar mase prvog segmenta dok je
nepokretan u odnosu na koordinatni sistem vezan za centar mase drugog segmenta.
Konacno, centrifugalni efekti u prvom i drugom zglobu su simetri¢ni jer je

010 =6,().

Kako su zadatkom definisana jednaka ubrzanja, unakrsni (sprezni) linearni
momenti imaju suprotne vrednosti u delu kretanja kada oba ubrzanja imaju istu
vrednost a suprotnog su znaka, slika 40. Trapezni profili brzina u prvom i drugom
zglobu traju razlicito $to dovodi do toga da centrifugalne komponente momenta u
prvom zglobu, usled brzine kretanja drugog zgloba traju duZe nego centrifugalna
komponenta momenta u drugom zglobu usled kretanja u prvom zglobu.

Dijagrami brzina i ubrzanja u zglobovima, kao i komponente momenata,
slika 41, razlikuju se od dijagrama koji odgovaraju trajektorijama prvog i drugog,
Sto je posledica nelinearne veze koja postoji izmedju uglova u zglobovima i
kretanja vrha robota.
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Slika 40. Trapezni profili brzine za trajektoriju pod b)
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Slika 41. Dijagrami za trajektoriju pod c)

Zadatak 5.10

Izvrsiti simulaciju robota PUMA 560 u zadatku pracenja pravolinijske
trajektorije koja polazi iz tacke:
(x;,»;,2;)=[0.4,0.1,0.2]
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po trapeznom profilu brzine sa vremenom ubrzanja/usporenja od 20% ukupnog
zadatog vremena, i dolazi u tacku:
(x/,y.,2,)=[0.2,0.2,-0.25]
za vreme od T=3s.
Dinamicki parametri manipulatora PUMAS560 su dati u tabeli.

m rx ry rz Ixx Iyy Izz

[kg] (m] [m] [m] [kgm2] [kgm2] [kgm2]

0 0 0 0 0 0.35 0

17.4 | -.3638 .006 .0774 .13 .524 .539

4.8 0 -.014 .070 .066 .086 .0125

0.82 | 0 .019 0 1.8e-3 1.3e-3 1.8e-3

0.34 | 0 0 0 .3e-3 .4e-3 .3e-3

mo6 0 0 .032 .15e-3/.09*m6 | .15e-3/.09*m6 | .04e-3/.09*m6
Ixy Iyz Ixz Jm G B Tc+ Tc-
[kgm2] | [kgm2] | [kgm2] | [kgm2]

0 0 0 200e-6 | -62.6111 | 1.48e-3 | .395 -.435

0 0 0 200e-6 | 107.815 .817e-3 | .126 -.071

0 0 0 200e-6 | -53.7063 | 1.38e-3 | .132 -.105

0 0 0 33e-6 76.0364 71.2e-6 | 11.2e-3 | -16.9e-3

0 0 0 33e-6 71.923 82.6e-6 | 9.26e-3 | -14.5e-3

0 0 0 33e-6 76.686 36.7e-6 | 3.96e-3 | -10.5e-3];

Dinamicki parametri motora su:

o

Dinamicki parametri modela motora
R Kem Kme J N B U

oe

motdyn=[1.1 0.034 0.034 0.00132 62.6111 0.0001 20
1.1 0.034 0.034 0.00132 107.815 0.0001 20
1.1 0.034 0.034 0.00132 53.7063 0.0001 20
1.1 0.034 0.034 0.00132 76.0364 0.0001 20
1.1 0.034 0.034 0.00132 71.9230 0.0001 20
1.1 0.034 0.034 0.00132 76.6860 0.0001 20];

Za simulaciju dinamike koristiti PD regulator.

ReSenje:

Trajektorija je definisana sa:
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Slika 42. Trajektorije u radnom prostoru (levo) i greske dobijene reSavanjem inverzne kinematike
(desno).

PD regulator je podesen na maksimalnom momentu inercije po svakom zglobu za
datu trajektoriju

J i max = [ 2.7471 4.1218 0.9373 0.1926 0.1713
0.19417;

i za struktrunu rezonantnu frekvenciju u svakom zglobu

w0_i = 157 % rad/s

Primenom relacije

Pgain=(J.* (w.”2)) .* (motdyn(:,1)") ./ (motdyn(:,5)") ./ (motdyn(:,2)") /4
Dgain=2*sqgrt (Pgain)

dobijena su pojacanja

Pgain = 1.0e+003 [ 8.7472 7.6219 3.4796 0.5050 0.4750
0.5046];

Dgain = [ 187.0532 174.6068 117.9761  44.9463  43.5876
44.92797];

Dinamicka simulacija daje sledece napone aktuatora

% Izracunavanje greske u unutrasnjim koordinatama
e din=q dmd-q r;
ed din=gd dmd-gd r;

% Izracunavanje upravljackog napona PD regulatora
uls=e din * diag(Pgain) + ed din * diag(Dgain);
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Slika 43. Naponi aktuatora prva tri motora i ostvarena i zadata trajektorija u radnom prostoru (skoro
potupno poklapanje).
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Slika 44. Greske u spoljasnjim koordinatama, posle simulacije dinamike.
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Zadatak 5.11

Robot PUMAS560 opisuje polukruZnu putanju sa centrom u
(xo, Yo ,zo) =(50,0,40)cm , poluprecnika 20 cm. Koriste se samo prva tri motora.

Kretanje zapocinje u tacki A: (50,0,20) cm, i prati trougaoni profil intenziteta
brzine do tacke C: (50,0,60) cm, preko tacke B: (70,0,40) cm. Trajanje pokreta
iznosi 3s. Dinamicki parametri robota i motora su dati u tabeli.

m rx ry rz Ixx Iyy Izz
[kg] (m] [m] [m] [kgm2] [kgm2] [kgm2]
0 0 0 0 0 0.35 0
17.4 | -.3638 .006 .0774 .13 .524 .539
4.8 0 -.014 .070 .066 .086 .0125
0.82 | 0 .019 0 1.8e-3 1.3e-3 1.8e-3
0.34 | 0 0 0 .3e-3 .4e-3 .3e-3
mé6 0 0 032 .15e-3/.09*m6 .15e-3/.09*m6 .04e-3/.09*m6

Ixy Iyz Ixz Jm G B Tc+ Tc-
[kgm2] | [kgm2] | [kgm2] | [kgm2]

0 0 0 200e-6 | -62.6111 | 1.48e-3 .395 -.435
0 0 0 200e-6 | 107.815 .817e-3 .126 -.071
0 0 0 200e-6 | -=53.7063 | 1.38e-3 .132 -.105
0 0 0 33e-6 76.0364 71.2e-6 | 11.2e-3 | -16.9e-3
0 0 0 33e-6 71.923 82.6e-6 | 9.26e-3 | -14.5e-3
0 0 0 33e-6 76.686 36.7e-6 | 3.96e-3 | -10.5e-3];
R Kem N Jm B | Unom

motor 1 [ 0.176 | 0.08 | 62.6111 | 1.46e-4 | O 24

motor 2 | 0.176 | 0.08 | 107.815 | 1.46e-4 | O 24

motor 3 1.35 0.1 53.7063 | 1.22e-4 | O 24

motor 4 1.35 0.1 76.0364 | 1.22e-4 | O 24

motor 5 1.89 0.06 | 71.9230 | 6.62e-5 | O 24

motor 6 1.89 0.06 | 76.6860 | 6.62e-5 | O 24

IzraCunati inverznu kinematiku i uporedi greske dobijene u reSenju za
trajektoriju u radnom prostoru. Izra¢unati napone motora potrebne da se ostvari
dati pokret. Odrediti pojacanja PD regulatora u zglobovima. Numerickom
integracijom modela robota sa regulatorima simulirati zadati pokret i uporediti
dobijenu trajektoriju sa zadatom. Uvesti kompenzaciju gravitacije. Simulacijom
robota sa upravljackom Semom na bazi kompenzacije gravitacije proveriti kvalitet
upravljanja.
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ReSenje:

DH parametri robota dati su u tabeli.

alpha A theta | D sigma
pi/2 0 0 0 0
0 .4318 0 0 0
-pi/2 .0203 0 .1254 0
pi/2 0 0 .4318 0
-pi/2 0 0 0 0

0 0 0 0 0

Trajektorija u radnom prostoru kao i trajektorije, brzine i ubrzanja u

unutra$njim koordinatama date su na slici 45.
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Slika 45. Inverzna kinematika i simulacija robota PUMAS60.

Resenje inverzne kinematike daje greske u spoljasnjim koordinatama

Model dinamike aktuatora je preuzet iz tabele date zadatkom. PD
regulatori podeSeni su na bazi procenjenih maksimalnih inerecija duz zadate
trajektorije i strukturne rezonantne frekvencije.

J
w

[2.8672 5.0577 0.9392 0.1926 0.1713 0.194]; % J max
[70 100 100 100 50 50]; % Strukturne rez. frekv.
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Pgain = [148.0494 344.5856 811.3697 398.5831 140.6414 149.7780];
Dgain = [3.4511 5.1582 27.0842 8.3397 6.9359 7.38111;

Poznajuci kretanje u prostoru stanja, pojaanja regulatora i dinamiku
robota i aktuatora, numericka integracija dinami¢kog modela robota daje sledeci
rezultat.

Greska po x [mm]
Greske po'y [mm]
&

ES

®
®

>
®

Greska po z [mm]
-
Upravljacki naponi [V]
» -

»
°

°
o

o
°
&

Slika 46. Trajektorije robota PUMAS60 u zadatku pracenja trajektorije bez kompenzacije
gravitacionog opterecenja.

Uvedimo kompenzaciju gravitacije (Siciliano i Sciavico, 2000), koristeci
ista pojacanja PD regulatora. Po simulaciji dobijaju se sledeci dijagrami greSaka po
radnim koordinatama i pogonski naponi.

Uocavamo da se greska po kriti¢noj osi, Oz, smanjila za priblizno 20%. To
je postignuto modifikacijom nominalnog napona na samom pocetku putanje, kada
se od treceg motora nije zahtevalo da obezbedi veliki trzaj.
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Slika 47. Trajektorije robota PUMAS60 u zadatku pracenja trajektorije sa kompenzacijom
gravitacije.

Zadatak 5.12

Odrediti momente drzanja u drugom i trecem zglobu Manutec-r3 robota.
Smatrati da je masa drugog segmenta, sa masom rotora drugog motora, ukupno 57
kg, skoncentrisana u tacki s, , na 0.2 m od ose rotacije, duZ ose drugog segmenta,
dok su mase treceg, Cetvrtog i petog segmenta, sa trecim, cetvrtim i petim
motorom, ukupno 61 kg, skoncentrisane na 0.2 m od ose rotacije treceg zgloba duz
ose tredeg segmenta. Odrediti maksimalan momenat drzanja.
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MZmax
/\\ 52 S345
@ S @ S TCP
02 m
J 0.5m . 02m

Slika 49. Fotografija Manutec r-3 sa delimicno skinutom oplatom drugog i cetvrtog segmenta

ResSenje:

Maksimalan moment drzanja ocCekuje se kada su drugi, treci, Cetvrti i peti
segment robota paralelni sa osnovom. Tada je:
- za drugu osu

My hax = [61kg -(0.5m+0.2m) + 57kg - O.Zm] . 9.81ﬂ2 =531Nm
s
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Reduktor primenjen u drugom zglobu ima prenosni odnos 210, §to daje
maksimalan moment drZanja motora od

_ 531Nm
max 210

MZmot =2.5Nm

- za trecu osu
m
M3 pax =61kg-0.2m- 9.81—2 =120Nm
s

Reduktor primenjen u drugom zglobu ima prenosni odnos 60, sto daje
maksimalan moment drZanja motora od

120Nm
M2motmax = 60 =

2Nm

Zadatak 5.13-1

Dat je laktasti manipulator sa dva stepena slobode duZina segmenata po 1
m, slika 50. Pocetni poloZaj odredjen je pozicijom vrha manipulatora [0.2; 0] m.
Primenom MATLAB funkcije inv_k2d.m odrediti pocetni poloZaj manipulatora u
unutrasnjim koordinatama i simulirati pokret od 0.6 s, sa vremenom diskretizacije
od 1 ms. Pokret nastaje simultanom rotacijom oba zgloba za 7/2, sa trapeznim
profilom brzine u trajanju od 0.5 s. Kretanje je ograniceno maksimalnom brzinom
od 2n 4 po zglobu. Prikazati trajektorije u unutra$njem koordinatnom sistemu.

Slika 50. Dvosegmentni planarni manipulator
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ReSenje:

Sledeci matlab skript predstavlja delimi¢no resenje zadatka.

duzine segmenata

a = [1;1];

polazna pozicija vrha
x i = [0.2;0];
polazna pozicija zglo
g 1 = inv_k2d(a,x_1i);
vreme odabiranja

Ts = le-3;

trajanje

t d=0.6;

vektor vremenskih odb
time = 0:Ts:t d;

parametri trajektorij
dg M = 2*pi; %
Delta g = 0.5*pi; %
t £ = 0.5; %

trougaoni profil brzine trajektorije od 0 do Delta g
[T,q t,dg _t,ddq_t,err]=trapez(0,Delta q,dg M,t f,Ts);

bova

iraka

e

maximum velocity
joint total variation
final time

trajektroija u unutrasnjem prostoru u trajanju od t d sec

n = size(time, 2);
m = size(T,1);
q = zeros(2,n);

dq = g;

ddg = qg;

% pozicija
g ta = [g t; Delta
q(l,:) = g i(1)*one
g(2,:) = g i(2)*one

5 brzina
dg(l,1:m) = dg t';

g*ones (n-m,1)];
s(l,n) + g ta';
s(l,n) + g ta';

dg(2,1:m) = dg(l,1:m);

> ubrzanje

ddg(1,1:m) =
ddg(2,1:m) =

ddg_t';
ddg(1,1:m);

Neki medjurezultati su

g i =1 -1.4706;

2.94137;

Rezultat simulacije daje trajektoriju trapeznog profila intenziteta brzine,

slika 51.
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ugaone pozicije
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Slika 51. Trajektorija sa trougaonim profilom intenziteta brzine.

Zadatak 5.14

Dat je laktasti manipulator sa dva stepena slobode duZina segmenata po 1
m. Pocetni poloZaj odredjen je pozicijom vrha manipulatora x_i = [0.2; 0] m.
Polozaj vrha na kraju kretanja odredjen je vektorom: x_f=[1.8;0] m. Primenom
funkcije inv_k2d.m odrediti pocetni i zavrSni poloZaj u unutra$njim koordinatama
i simulirati pokret od 0.66 s, sa vremenom diskretizacije od 1 ms. Pokret nastaje
simultanom rotacijom oba zgloba za n/2, sa trapeznim profilom brzine u trajanju

od 0.5 s. Kretanje je ograni¢eno maksimalnom brzinom od 54 po zglobu, a

vreme trajanja ubrzanja/usporenja iznosi 0.15 s. Prikazati zahtevane trajektorije u
unutra$njem koordinatnom sistemu.

ReSenje:

Delimi¢no resenje dato je slede¢cim MATLAB skriptom.

% duzina segmenata

a = [1;11;
% polazna pozicija vrha
x i = [0.2;0];
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% polazna pozicija zglobova

g 1 = inv_k2d(a,x_1);
% zavrsna pozicija vrha
x £ = [1.8;0];

% zavrsna pozicija zglobova
g f= inv_k2d(a,x_£f);
% vreme odabiranja

Ts = le-3;
% trajanje
t d=0.66;

% vektor vremenskih odbiraka
time = 0:Ts:t_d;
% generisanje trajektorije

n = size(time,2);
q = zeros(2,n);
dq = g;
ddg = qg;
% parametri trajektorije za zglob 1
dg M = 5; % maximalna brzina
t a = 0.15; % trajanje ubrzanja
t £ = abs(g f(l)-g i(1))/dg M + t a; % vreme trajanja

% trapezni profil brzine za zglob 1

[T,q t,dg_t,ddg_t,err]=trapez(g_i(1),q f(1),dg M,t f,Ts);
% trajektorija u unutrasnjem prostoru u trajanju od t d sec za zglob

m = size(T,1);

a(l,:) = [g_t' g_£(1)*ones(l,n-m)];
dg(l,1:m) = dg t';

ddg(l,1:m) = ddg_t';

clear T dg t dg t ddg t
% parametri trajektorije zglboa 2

dg M = 5;

t a 0.15;

t £ = abs(g f(2)-g i(2))/dg M + t_a;
% trapezni profil brzine zgloba 2

o0 oo

o°

maximum velocity
acceleration time
final time

[T,q t,dq t,ddq t,err]l=trapez(q i(2),q £(2),dg M,t £f,Ts);
% trajektorija u unutrasnjem prostoru u trajanju od t d sec za zglob

m = size(T,1);
a(2,:) = [g t' g £(2)*ones(1,n-m)];
dg(2,1:m) = dg t';
ddg(2,1:m) = ddg t';
Neki medjurezultati su:
inicijalna pozicija u unutrasnjim koordinatama
g i =1 -1.4706; 2.9413] rad;
a zavrS$na pozicija u unutrasnjim koordinatama

g f = [-0.4510; 0.9021] rad;

Zahtevana trajektorija trapeznog profila data je na sledecoj slici

114



Robotika Zbirka zadataka

IS

N
T
!
!
!
s
!

o
T

ugaone pozicije
!
i
i
|
|

|
N

o

ugaone brzine
o
\

ugaona ubrzanja

I I I I I
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
time [s]

Zadatak 5.15

Za podatke iz zadatka 3.1. odrediti nacin aktiviranja zglobova tako
da se obezbedi pravolinijska trajektorija vrha robota izmedu tacaka A,i A,.

Resenje:

Da bi se obezbedila pravolinijska trajektorija vrha potrebno je da su svi
zglobovi aktivni svo vreme trajanja pokreta i da tokom kretanja imaju
nepromenljivu brzinu. (Treba primetiti da brzine u svim zglobovima ne moraju da
budu iste).

Da bi ovo ostvarili usvaja se da zglob koji prelazi najvece rastojanje ide
maksimalnom brzinom, a brzine ostalih zglobova se odreduju tako da svi
istovremeno zavrse kretanje. Jasno je da svi motori ostaju ukljuceni tokom
ukupnog vremena trajanja pokreta.

Podsetimo se da duzina projekcije trajektorije na x osu iznosi 7 mm, na y
osu 6 mm, a na z osu 10 mm. Odavde se vidi da je najduza komponenta kretanja u
pravcu z ose pa cemo usvojiti da ce se motor u tom zglobu kretati maksimalnom
brzinom od 0.2 m/s. U zadatku 3.1. smo videli da se u tom slucaju za jedan period
odabiranja prelazi 1 mm, a obzirom da najduZi segment putanje ima 10 mm sledi
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da ce ukupan pokret trajati 10 perioda odabiranja, tj. 0.05 s. Zahtevana brzina
kretanja duz x ose se moZe sracunati na sledeci nacin
5= 2007 14
0.05 s

Sto je manje od 0.2 m/s koliko iznosi maksimalna brzina. Obzirom da celu
trajektoriju od 7 mm treba preci za 10 koraka, proizilazi da ce se u jednom koraku
preci 0.7 mm. Prema tome, x koordinata vrha ce posle prvog koraka iznositi 5.7
mm, posle drugog 6.4 mm, ...

Na isti nacin se moZe odrediti kretanje duz y ose. Brzina je y=0.12m/s , a
koordinate vrha se menjaju na sledeci nacin (3, 3.6, 4.2, ...).

Duz z ose se manipulator krece maksimalnom brzinom (tokom 1 s vrh
manipulatora prelazi po 1 mm), pa se koordinate menjaju na sledeci nacin (5, 6, 7,
8, ...). Promena sve tri koordinate vrha tokom trajanja pokreta su date u tabeli.

Vreme X Y Z
(ms) (mm) | (mm) | (mm)
0 5 3 5
5 5.7 3.6 6
10 6.4 4.2 7
15 7.1 4.8 8
20 7.8 5.4 9
25 8.5 6.0 10
30 9.2 6.6 11
35 9.9 7.2 12
40 10.6 7.8 13
45 11.3 8.4 14
50 12 9 15
Zadatak 5.16

Objasniti sintezu trajektorije koriScenjem polinoma.
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ReSenje:

Da bi ostvarili uravnoteZeno kretanje bez trzaja i naglih promena brzina i
ubrzanja potrebno je da hvataljka prati trajektoriju koja je kontinualna i glatka po
poziciji, ubrzanju i brzini. Ako definiSemo svaku komponentu putanje ( X, y, z, .... )
kao polinomsku funkciju vremena mogu se odrediti koeficijenti polinoma tako da
zadovoljavaju gore navedene uslove.

Nacin sinteze ¢emo objasniti na primeru koji se odnosi samo na jedan
stepen slobode (npr. x-koordinatu), a isti nacin se moZe primeniti i za sve ostale.

Posmatracemo slucaj kada se robot u poc¢etnom trenutku x(t = 0) =X,
nalazi u mirovanju x, =0, dok se u krajnjoj tacki putanje x(t =t )= X,
zaustavlja pa sledi da je x , =0. Odavde se takode vidi da je vreme trajanja

pokreta =7 ,.

Ako usvojimo polinom III stepena

x()=a, -t +a,-t* +a, -t+a, (1)
posle diferenciranja dobijamo

x(t)=3-a,-t* +2-a,-t +a, ()
a posle jos$ jednog diferenciranja sledi

x(t)=6-a,-t +2-a, 3)
Iz izraza (1) za pocetni vremenski trenutak # =0 odmah moZemo odrediti a,:

X, =a,
Za t=0 iza t=t, izraz (2) postaje

x,(H)=3-a,-t," +2-a,-t, +a,

. 2
X,(#)=3-a;-t,"+2-a,t, +a

Na osnovu uslova x, =0 za #=0 iz prve jednacine sledi

a,=0.
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Uzimajuci ovaj rezultat u obzir, kao i Cinjenicu da za ¢ =, vazi x, =0 druga

jednacina postaje
0=3-a, -tf2 +2-a,-t, +a
pa posle deljenja sa ¢, dobijamo
3 a, "ty +2-a,=0
odakle odredujemo a, u obliku
a, = _5 ay -tf
Ako u jednacinu (1) zamenimo x(t)= x, sledi
X, (t)=a, -tf3 +a, -tf2 +0-t, +a,
gde posle smenjivanja vrednosti za a, i1 a, dobijamo

3 3 2
xp()=a;-t,; +(—E-a3 -tfj-tf +Xx,

odakle, konac¢no, sraCunavamo vrednost koeficijenta a,

a; :_%(xf _xO)

Smenjujuci izraz za a; u prethodno dobijen izraz za a, posle jednostavnih

transformacija sledi

a, :%(xf —xo)

¢ime su svi koeficijenti odredeni.

118



Robotika Zbirka zadataka

Zadatak 5.18

Pokret manipulatora sa rotacionim zglobom sa jednim stepenom slobode

traje od pozicije ¢, (f,) =g, do pozicije ¢,(¢,) =g, za vreme ¢,. Poznate su

poCetna ¢, (%)) = q,1zavrSna ¢,(¢,) = g; brzina. Interpolirati kretanje zgloba

kubnim splajnom i odrediti koeficijente polinoma.

glasi

ResSenje:

Oblik trajektorije zgloba na bazi opSte jednacine polinoma treceg stepena

q,(t)=a, +at+ayt’ +ast’
Otuda, jednacine brzine glasi
G;(t) = a, +2a,t +3ast’
Treba odrediti koeficijente a,,i =0,...,3, tako da zadovoljavaju uslove
q;(t) =90, q;(t;)=q,
q:(t) =95 qz’(tf) =4
Koeficijenti @, i a, odredjuju se iz pocetnih uslova
q;(0)=a,=q,, ¢;(0)=a,=q,
ag=qy, a4 =q (23)
Koeficijenti a, i a; odredjuju se iz zavr$nih uslova
q:(t;)=qo+qpt, + aztff +a3t;- =q,
q:(t;)=qo+2ayt, +3a3t; =q
Eliminacijom a; iz prethodnog skupa jednacina dobija se
3q)— 1,y =3qy +3qt; + 3a21; — Gt — Zazt; - 3a3t;
=3q, — 2q(’)tf + azt_;r

Otuda se odredjuju i preostali koeficijenti
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_ 34 —90) - Cgo+a)t, o 2(qy—q1) + (g0 + q0)t;

> 3 3 24)
Iy Iy

2

Zadatak 5.19

Jednozglobni robot polazi iz mirovanja sa pozicije g(t =0)=0, i za vreme
t, dolazi i zaustavlja se na poziciji g(¢ =7,) =6 ,. Tokom kretanja ograni¢ena je
maksimalna brzina i maksimalno ubrzanje koje robot sme da postigne slede¢im
nejednakostima

‘G(t)‘ <0

0(8) < O,

max ?

Smatrajuci da se promena ugla ¢(f) moze aproksimirati kubnim splajnom, odrediti
minimalno vreme za koje ce robot obaviti zadatak.

ReSenje:

Na bazi jednacina kubnog splajna (23) i (24), po uslovu zadatka,
koeficijenti kubnog splajna su

30,200 __20,-6))

a,=0,, a,=0, a, =

2 > 3

3
Iy Iy

Da bi ogranic¢enje iz uslova zadatka bilo zadovoljeno, odredimo maksimalne
vrednosti brzine i ubrzanja

‘é(t)‘ <6, |<6, .. kaoi ‘é(t)‘ﬁ 6, ]<6

Za brzinu vaze sledece relacije
0(1) = a, +2a,t +3a,t’
0..|=[0ct, 12)| <6

lay +2a,(t, 12)+3a5(t, 12)*] < 0,

Otuda dobijamo da je uslov da se robot krece ograni¢enom brzinom moguce
zadovoljiti ukoliko
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30, - 0,)
20

max

tf>

Na sli¢an nacin, za ubrzanje dobijamo da je

0..| =[] = o)
6(0)| < B> [202] <8,
60, -0 _,

t "

Otuda se odredjuje minimalno potrebno vreme koje zadovoljava ogranicenje po
ubrzanju
6(0,—96,)

0

max

tf>

Konacno, vreme koje ¢e zadovoljiti oba uslova zadatka je

136, -6,)| [6(6,-6,)
| 20, [\ ©

tf > max{tf >

max

Zadatak 5.20

Definisati kretanje i-tog zgloba robota izmedu dve pozicije. Zglob iz stanja
mirovanja ubrzava po paraboli¢nom zakonu do brzine V, zatim se krece
konstantnom brzinom V/, i na kraju na isti nacin usporava do stanja mirovanja.

ReSenje:

Kvadratni i kubni polinomi obezbedjuju tri neophodna grani¢na uslova za
definisanje trajektorije kao i mogucnost da se zadovolji jedan uslov tokom putanje.

q,(t)=a, +a1t+a2t2 25)
q,(t) = a; +2a,t

sa pocetnim uslovom
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9,(0) =g,
q,- 0)=0
Za polaznu brzinu usvojena je nulta vrednost pa je otuda
9,(0)=a, =g,
q;(0)=a,=0

Zamenom u (25), dolazimo do

q,(1) = gy + ayt’

26
4,(1) = 2ayt 0

Koeficijent a, odredjujemo iz uslova konstante brzine V' do koje
ubrzavamo za vreme ¢,. To vreme takodje nije poznato. Na delu putanje tokom
koga je brzina konstantna iz jednacine (26) moZemo odrediti koeficijent a, kao

funkciju 7,

q,(t) =2ayt, =V

s
2,
pa se iz jednacine (26) dobija
V o
q,(t)=q, +—t 0<t<t, (27)
2t,
Linearni segment je
g;(t)=o,+ot=0,+Vt t, <t<t—t, (28)

gde je 7, ukupno vreme trajanja pokreta. Po uslovu simetrije brzina i ubrzanja,

srednja pozicija pojavice se na sredini vremenskog intervala
90 +4
(1,12 =70

gde je ¢, =¢,(7,). Otuda se iz jednacine 1.4 dobija

9o +4 n,
R
(29)
Gyt q -V,
Uy ==
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Naravno, paraboli¢ni produZetak trajektorije mora pravilno da se nastavi §to se
postiZe izjednacavanjem (27) i (28) u ¢,

Vo, qtq -V,
+ —t = 2
9 21, b
qot+q,—Vt,
t,=— - —=
14
Nekaje a=g; = % . Tada je konacan rezultat iz (27), za dato (30) i iz (28) za dato
(29)

+Tt,
(30)

qo ++at’ 0<t<t,
a1 =1 q,+q, -Vt (31
M+Vr, t,<t<t—t,
2 .
Sli¢no, kvadratni polinom na drugom kraju mora da zadovolji oblik
a a
qi(t)qu—Et;-i-atft—Etz t,—1,<t<t, (32)

gde su zavrsni uslovi dati sa

q,(t)=¢q
q.i(tf):()

Zadatak 5.21

Linearni aktuator robota ¢ija je uzduZna osa paralelna x - osi, treba iz stanja
mirovanja pri poloZaju radne tacke hvataljke x, = 15 mm da prede u poziciju x; =
75 mm zat =3 s. i tamo da se zaustavi. Odrediti koeficijente polinoma koji
ostvaruju Zeljenu trajektoriju. Nactrati dijagrame pozicije, brzine i ubrzanja radne
taCke hvataljke u funkciji vremena. Ako pretpostavimo da se odabiranje vrsi
frekvencijom od 40 Hz koliki je period odabiranja?

ReSenje:

Period odabiranja je 1/40 =0.025s =25ms . Koristeci izraze dobijene u
prethodnom zadatku koeficijente a, i @, moZemo odmah odrediti
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a, =x,=15

a =0

dok su koeficijenti a, i @, sraCunavaju iz

'(xf_xO)

2

=—3—3-(75—15)=—4.44

(x; —x0)=3%.(75—15)=20

U sledecoj tabeli i dijagramu je prikazan poloZaj vrha manipulatora tokom pokreta.

Vreme X Vreme X Vreme X
ms mm ms mm ms mm
0 15.00 1100 33.28 2200 64.47
100 15.19 1200 36.12 2300 66.72
200 15.76 1300 39.03 2400 68.76
300 16.68 1400 42.00 2500 70.55
400 17.91 1500 45.00 2600 72.08
500 19.44 1600 47.99 2700 73.32
600 21.24 1700 50.96 2800 74.23
700 23.27 1800 53.88 2900 74.80
800 25.52 1900 56.71 3000 75.00
900 27.96 2000 59.44
1000 30.55 2100 62.04
5. 80
75—
70 — -
65 [— -
60 [— -
55 — -
s 50 — -
X(t). |- .
40 [— -
35— -
30 [— -
25 — -
20 [— -
15 s ! ! ! I I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
0, - 3103
.. . tlms]
Dijagram pozicije
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Promena brzine tokom vremena je prikazana u sledecoj tabeli

Vreme X Vreme x Vreme X
ms mmy/s ms mmy/s ms mmy/s
0 0 1100 27.86 2200 23.46
100 3.86 1200 28.80 2300 21.46
200 7.46 1300 29.46 2400 19.20
300 10.80 1400 29.86 2500 16.66
400 13.86 1500 30.00 2600 13.86
500 16.66 1600 29.86 2700 10.80
600 19.20 1700 29.46 2800 7.46
700 21.46 1800 28.80 2900 3.86
800 23.46 1900 27.86 3000 0
900 25.20 2000 26.66
1000 26.66 2100 25.20
dok je graficki prikaz dat na narednom dijagramu
32 \ \ \ \
30— —
28 -
26 -
24 — -
22— -
20 — —
18— -
<l 16 — .|
. - _
X(t) - =
10 — -
ol _
o _
- _|
2
0 | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
0 X. 30
t[ms]

Dijagram brzine

Na isti nacin kao pozicije i brzine mozemo odrediti i ubrzanje. Rezultati su
prikazani u narednoj tabeli.
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Vreme X Vreme X Vreme X
ms mm/s2 ms mm/s2 ms mm/s2
0 40 1100 10.66 2200 -18.66
100 37.33 1200 8 2300 -21.33
200 34.66 1300 5.33 2400 -24
300 32 1400 2.66 2500 -26.66
400 29.33 1500 0 2600 -29.33
500 26.66 1600 -2.66 2700 -32
600 24 1700 -5.33 2800 -34.66
700 21.33 1800 -8 2900 -37.33
800 18.66 1900 -10.66 3000 -40
900 16 2000 -13.33
1000 13.33 2100 -16

dok je dijagramski prikaz dat na narednoj slici
Dijagram ubrzanja

45 B ! !

X(t)

45 45 | | | | |
0 500 1000 2000 250 3?;)0
0 . t[ms

Zadatak 5.22

Odrediti koeficijente polinoma za aproksimaciju trajektorije tako da u
pocetnom trenutku hvataljka miruje, dok u krajnjoj tacki putanje ima konstantnu
brzinu (x, =0; x, =const.;X,=0).
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ReSenje:

Za reSenje ovog zadatka koristimo polinom IV reda.

x(t)=a,+a,-t+a, t* +a, £’ +a, -t* (1)
gde posle diferenciranja dobijamo

x(t)=a, +2-a,-t +3-a,-t* +4-a,-t° (2)
¥(t)=2-a, +6-a,-t +12-a, -1’ (3)

Problem je prikazan dijagramski na sledecoj slici (koordinatni sistem je
postavljen u sredinu posmatranog vremenskog intervala tj. ¢, =(— T,T ) ¢ime nije

umanjena

, kriva const.
brzine

»
T »

-T

T

Slika 52. Putanja x(t) koja u trenutku t =T zadovoljava X(t)= C/T i Xf(l‘)=0

opstost razmatranja. Neka je tokom posmatranog intervala hvataljka presla put
duZine c. Tada je intenzitet brzine u krajnjoj tacki dat sa

. c 2-c c

xf:—: = —
t, T+T T
2

Granicni uslovi su:
x(-T)=0 x(-T)=0 ¥(=T)=0

x(T)=c x(T)=
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Iz jednacine (3) za t=—T sledi:0=12-a,-T> -6-a,-T+2-a,
Iz jednacine (3) za ¢t=T sledi: 0=12-a,-T>+6-a,-T+2-a,

pa iz ova dva izraza mozemo odrediti
a,=0

Ostale koeficijente jednostavno odredujemo, pa sledi

a :3;c a :L
° 16 Yoour
0 = 3-c P
> 8.2 Y 16T
Zadatak 5.23

Odrediti pravolinijsku putanju vrha hvataljke u Oxy - ravni tako da se krece
u skladu sa sledec¢im zahtevima:

za vremenski trenutak t = -3 sledi: x=0 x=0 xXx=0
y=0 y=0 y=0
za vremenski trenutak t = +3 sledi: x=9 x=3 x=0
y=15 y=5 y=0

Formirati tabelu u kojoj su prikazane pozicije, brzine i ubrzanja tokom
pokreta. Za periodu odabiranja usvojiti t = 0.2 s. Nacrtati trajektoriju u Oxy - ravni
kao i krive x(t), x(1), x(1).

ResSenje:

Trajektorija hvataljke u Oxy - ravni je prikazana na narednoj slici. Treba
napomenuti da se krajnja tacka ove trajektorije naziva prolaznom jer se na nju
moze nadovezati naredna trajektorija na koju bi hvataljka presla bez zaustavljanja
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15

9

Slika 53 Trajektorija u Oxy - ravni

R 4

Koeficijenti polinoma za x i y komponentu trajektorije (gornji indeks
oznacava pripadnost x ili y komponenti trajektorije) su:

27
a, (x)= E

45
aj(y)= 1o

wl(x)-

0

Y]

Prikaz pozicija, brzina i ubrzanja tokom pokreta je dat u narednoj tabeli

Vreme x(t) x(t) (t) y(t) y(t) ()
-3.0 0 0 0 0 0 0
-2.8 0.00065 0.0097 0.0966 0.001 0.0162 0.1611
-2.6 0.00515 0.0382 0.1866 0.0085 0.0637 0.3111
2.4 0.0171 0.084 0.27 0.0285 0.14 0.45
2.2 0.0398 0.1457 0.3466 0.0663 0.2429 0.5777
2.0 0.0763 0.222 0.4166 0.1273 0.3703 0.6944
-1.8 0.1296 0.312 0.48 0.216 0.52 0.8
-1.6 0.2010 0.413 0.5366 0.3366 0.6896 0.89
-1.4 0.2958 0.526 0.5866 0.4930 0.8770 0.977
-1.2 0.4131 0.648 0.63 0.6885 1.08 1.05
-1.0 0.5550 0.777 0.6666 0.9259 1.2962 1.111
-0.8 0.7246 0.9142 0.6966 1.2077 1.5237 1.161
-0.6 0.9216 1.056 0.72 1.536 1.76 1.20
-0.4 1.147 1.201 0.736 1.9122 2.0029 1.2277
-0.2 1.402 1.350 0.746 2.3374 2.25003 1.2444
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0.0 1.6875 1.50 0.75 2.8125 2.5 1.25
0.2 2.00 1.6497 0.746 3.3374 2.7496 1.2444
0.4 2.347 1.7982 0.736 3.9122 2.997 1.2277
0.6 2.7216 1.944 0.72 4.536 3.24 1.2
0.8 3.1303 2.085 0.6966 5.2070 3.4762 1.161
1.0 3.5555 2.222 0.6666 5.9259 3.7037 1.111
1.2 4.0131 2.352 0.63 6.6885 3.92 1.05
1.4 4.4958 2473 0.5866 7.493 4.1229 0.977
1.6 5.00 2.586 0.5366 8.3366 4.3103 0.89
1.8 5.5296 2.688 0.48 9.216 4.48 0.8
2.0 6.076 2,777 0.4166 10.127 4.6296 0.6944
2.2 6.639 2.8542 0.3466 11.066 4.757 0.5777
24 7.217 2916 0.27 12.028 4.86 0.45
2.6 7.805 2.961 0.1866 13.008 4.9362 0.3111
2.8 8.400 2.990 0.0966 14.001 4.9837 0.1611
3.0 9.00 3.00 0 15 5.00 0

Na narednim dijagramima koje pokazuju trajektorije pozicije, brzine i ubr-
zanja kriva koja je nacrtana isprekidanom linijom odgovara x, a punom y
komponenti.

10—

Dijagram poloZaja (pozicije)

t {s)
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Y (1)

X (1)

1.25,

Y (1)

Y (1)

-3
-3

1.5

-3
-3

Dijagram ubrzanja
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Zadatak 5.24
Odrediti koeficijente polinoma za aproksimaciju trajektorije tako da u

pocetnom trenutku hvataljka miruje i kroz krajnju tacku prode bez zaustavljanja
bez obzira na ubrzanje koje ima, tj, grani¢ni uslovi su x, =C,,x, =C,, X, #0 .

ResSenje:

Za reSenje ovog problema koristimo polinom III reda, a koeficijente cemo
odrediti pomocu sledecih grani¢nih uslova .

TraZeni koeficijenti su

e et
a4y =X a, =xo a =—\Xp =X Jm——Xo——— Xy
ty Ly Ly
2 1 ° °
a, =——3-(xf—x0)+—2- Xo+ Xy
s ty
Zadatak 5.25

Nacrtati dijagrame pozicije, brzine i ubrzanja za dvosegmentnu
pravolinijsku putanju gde je svaki segment aproksimiran kubnim polinomom.
Hvataljka se krece duZ x ose, pocetna pozicija je x,, , prolazna i krajnja tacka su x,

1 x,. Pretpostaviti da kretanje duZ svakog od segmenata treba da se zavrsi za 1s.

Brzina u prolaznoj tacki treba da bude 17.5 mm/s. Pocetna brzina je x,, .

ReSenje:

Uslovi postavljeni zadatkom su sledeci
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Xy =Smm  x,=0 t=1s x,; =15mm @:17.5%

. . mm
X, =40mm x,=0 x,=15mm x,=17.5——-

s
| I segment | IT segment |
I I I
X, =5mm =Xx,, x, =15mm =x, X, =40mm = x ;,
. . . mm . : .
x, =0=x, x, =175——=x, x,=0=x

Koeficijente treba odrediti za svaki od segmenata posebno

I segment
a,=5 a,=0
3 2 1
a, :1_2.(15_5)—?0—?17.5:12.5 = a, =125
a, :—133-(15—5)+1i2-(0+17.5)=—2.5 = a, =-2.5
II segment
a, =15 a, =175
a, =%-(40—15)—3-17.5—1-0=40 = a, =40
1 1 1
a, =—133.(40—15)+1i2-(0+17.5)=—32.5 =  a;=-325

Prema tome, polinom III reda (kao i njegovi izvodi) primenjeni na prvi i drugi
segment trajektorije se mogu napisati u formi

I segment II segment

x(f)=5+125-£2-25-¢ x(t)=15+17.5-t+40-£> -32.5-¢°
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x(t)=25-1-175
¥(t)=25-15-¢

§to se u tabelarnoj formi moZe prikazati na sledeci nacin

.tz

x(t)=17.5+80-1-97.5-¢

¥(¢)=80-195-¢

Vreme X (t) x(t) ¥(7)
s mm mm/s | mm/s’
I 0.0 5.0 0.0 25.0
0.1 5.1225 | 2425 | 235
S 0.2 5.48 4.70 22.0
E 0.3 6.0575 6.825 20.0
G 0.4 6.84 8.80 19.0
M 0.5 78125 | 10.625 | 175
E 0.6 8.96 12.30 16.0
N 0.7 10267 | 13.825 | 145
T 0.8 1172 | 1520 | 13.0
0.9 13.302 | 16.425 | 115
1.0 15 17.50 10.0
Vreme x (t) x(t) x(t) )
mm/s mm/s
i 1.0 15.00 1750 | 80.0
1.1 17.117 | 24525 | 60.5
S 12 19.84 | 29.60 | 41.0
E 1.3 22972 | 32725 | 215
G 1.4 26.32 33.90 2.0
M 15 20.687 | 33.125 | -17.5
E 1.6 32.88 3040 | -37.0
N 1.7 3570 | 25.724 | -56.5
T 1.8 37.96 19.10 | -76.0
1.9 3945 | 10.525 | -95.5
2.0 40.00 0.0 -115.0

Dijagramski prikaz je dat na slikama koje slede.

Spoj dva segmenta krive je u trenutku t = 1 s. MoZe se uociti da je na
dijagramu pozicije kriva glatka, dok kod se na dijagramima brzine i ubrzanja mogu

uociti skokovite promene.
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X (t) [mm]

X (t)[mm]

80

X (t)[mm] 65
50

35
20

5
-10
-25
-40
-55
-70
-85
-100
115

40

20 -

0t -

Dijagram pozicije

40

35 -
30 -
254 - — -
20 -
15

10 -

e Al T

t(s)
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Dijagram ubrzanja

Zadatak 5.26

Trajektorije se sastoji od dva segmenta. PoCetna tacka prvog segmenta i
krajnja tacka drugog segmenta su zaustavne. Uslovi postavljeni zadatkom su
sledeci:

X, =5mm x,=0 t=1s
X, =15mm X, =15mm
x, =40mm x, =0

Izvrsiti sintezu trajektorije tako da je u prolaznoj tacki obezbeden uslov
kontinualnosti brzine i ubrzanja.

ResSenje:

Koristicemo polinome III stepena (a, su koeficijenti polinoma I segmenta,
a, su koeficijenti polinoma II segmenta polinom II krive).

I segment II segment
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x(t)=a10 +a11t+a12t2 +a13t3 x(t)=a20 +a21t+a22t2 th123t3
U pocetnom trenutku za t = 0 imamo X, = a,,, pa zatim sledi
= t t t;
X, =@y Tl Ly Ty Tp a5y

gde je x, - krajnja tacka prvog segmenta koja je i pocetna pozicija drugog segmenta
putanje. Dalje imamo

Xy, =@y
Xy =y +ay tpy +ay Ly +ay -1,
Na kraju drugog segmenta brzina je jednaka nuli.
O=ay,
O=a, +2-a, by +3-a,, ~tj.2
U prolaznoj tacki brzine i ubrzanja su isti.
a, +2-ay t, +3-a; 13 =a,

2-a,+6-a, by =2a,,

Ako ovaj sistem jednacina reSimo pod uslovom ¢ =1, dobijamo koeficijente za

prvi segment

4 =X a,=0
12-x,-3-x, -9-x, -8-x,+3-x, +5-x,
a, = 3 a3 = 3
4.1 4-1

i koeficijente za drugi segment

3-x,-3-x,

Ay =X, a = 4.1
-12-x,+6-x, +6-x, 8:-x,-5x,-3-x,
ar) = 2 Ay = 3
4-t 4-t

Na osnovu uslova postavljenih zadatkom koeficijenti polinoma za prvi i drugi
segment glase:
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I segment IT segment
8.10:5 8.11:0 8.20:15 8.21:26.25
312:3.75 313:6.25 322:22.5 323:-23.75

Tabelarni prikaz pozicija, brzina i ubrzanja za svaki od segmenata trajektorije je
dat u sledecim tabelama, dok je dijagramski prikaz kompletne trajektorije dat na
dijagramima koji slede nakon tabela.

Vreme X (t) x(t) x(t)
S mm mm/s mm/s>
I 00 |5.0 0 75
0.1 5.0437 109375 |11.25
S 0.2 5.2 2.25 15
E 0.3 5.506 3.937 18.75
G 0.4 6 6 22.5
M 0.5 6.178 8.4375 |26.25
E 06 |8.1 11.25 30
N 07 |8.981 14437 | 33.75
T 08 |106 13 375
0.9 12.593 | 21.937 |41.25
1.0 15.00 26.25 45
Vreme x (t) x(t) x(t) )
mm/s mm/s
1 1.0 15.00 26.25 45
1.1 17.826 | 30.03 30.75
S 12 |20.96 32.41 16.5
E 13 [ 24258 |[33.34 2.25
G 1.4 27.58 32.86 -12
M 1.5 30.7 30.94 -26.25
E 1.6 |33.72 27.6 -40.5
N 1.7 |3625 22.84 5475
T 1.8 | 3824 1666 | -69
1.9 [3953 9.037 -83.25
2.0 |40.00 0.0 97.5
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x(t)

X (t)

40

35

30 -

20

54

10

Dijagram pozicije

t [s]

40

35 4o
30 f -

20
15 1
10

Dijagram brzine

t[s]
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t[s]

Dijagram ubrzanja

Zadatak 5.27

Odrediti koeficijente polinoma za aproksimaciju trajektorije ukoliko su u
pocetnoj i krajnjoj tacki zadate (poznate) pozicija, brzina i ubrzanje (obe tacke su
prolazne). Nacrtati dijagrame pozicije, brzine i ubrzanja za kretanje duZ x ose

ukoliko su uslovi postavljeni zadatkom sledeci:

x, =15mm x,=10mm/s X,=6mm/s"

X, =40mm xf:5mm/s jéf=3mm/s2.

Kretanje traje 1s.

Resenje:

U ovom slucaju je potrebno da primenimo polinom petog stepena.
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x(t)=a, +a, t+a, t* +a, -t +a, t* +a;-t°
Iz izraza za poziciju u poCetnom (#=0) i krajnjem trenutku (¢=t,) sledi

X, =4,

2 3 4 5
X,=a,+a,-t,+a,t,+a;-t,+a,-t,+a; -t,

Iz izraza za brzinu u poCetnom (#=0) i krajnjem trenutku (¢=t;) sledi

Xy =a,;

X, =a,+2-a,-t,+3-a;,-t; +4-a, t; +5-a; -1,

Iz izraza za ubrzanje u poCetnom (#=0) i krajnjem trenutku (¢=t,) sledi

X, =2-a,

X,=2-a,+6-a,-t,+12-a,-t; +20-a5 1,

odakle sledi
20-x, -20-x, —(8-%, +12-%, )1, —(3-%, — ¥, }-£2
“= 21}
30-(x,—x, )+ (14- %, +16- %, )-1, + (3- %, -2- %, )-£2
“= 2-1;
12-(x, —x, )~ (6-%, +6-%, )1, - (¥, - %, )-£3
a,=

5
215

¢ime su odredeni svi trazeni koeficijenti. Izracunati koeficijenti polinoma
za putanju su: a,=15, a,=10, a,=162.5, a;=-254, a,=103.5.

Vreme X (t) x(t) %(z)

S S mm mm/s mm/s’
E 0.0 15 10 6
G 0.1 1617 | 1451 75.09
1}; 0.2 18.04 234 95.04
N 0.3 2085 | 3243 | 80.07
T 04 2443 | 38.62 408

0.5 2842 | 4021 975

0.6 323 | 3671 -59.16
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0.7 35.61 28.83 -95.01
0.8 37.99 18.57 | -104.88
0.9 39.35 9.14 -76.35
1.0 40 5 3

40

35

30

25

20 -

15 T T T T

0 0.2 0.4 6 8

Dijagram pozicije

45

35

25 1

15 1

t[s]
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Dijagram brzine

x (1)

150

o 100 -
x (1)

-100 -

-150

Dijagram ubrzanja

Zadatak 5.28

Rotacioni zglob manipulatora sa dva stepena slobode polarne konfiguracije
(r,0) se nalazi u koordinatnom pocetku, dok mu se hvataljka nalazi u polozaju koji
je odreden koordinatama x,=3 ; y,= 4 i treba da prede u polozaj x,=4 ; y,=3.
Maksimalne brzine zglobova su r,, =2m/s, ¢, =2rad/s. Treba izvrsiti sintezu

trajektorije u unutrasnjim koordinatama tako da hvataljka iz prvog polozaja prede u
drugi po lu¢noj putanji.
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ReSenje:

Proces sinteze trajektorije u spoljasnim koordinatama u opStem slucaju
moZemo podeliti na sledece faze (korake):

1. Podeliti putanju hvataljke u spojaSnim koordinatama na
pogodan broj segmenata.
2. Za svaki segment transformisati spojasnje koordinate

pocetne i krajnje tacke u unutrasnje koordinate i odrediti pocCetne i
krajnje pozicije svakog zgloba.

3. Odrediti vreme potebno svakom stepenu slobode za
prelaZzenje svakog od segmenata prema izrazu:

T, = max{qil ._qiz }
q;
gde je ¢, - unapred poznata max brzina i - tog stepena slobode.
1. Podeliti T, na m podjednakih vremenskih intervala AT, .

T 1
m=— AT,y =——
ATs‘eg f semp

gde je fiemp - frekvencija odabiranja ( semplovanja ).
2. Zasvaki zglob odrediti rastojanja koja treba da prele za vreme AT, .

qdi — 94>
m

Agq; =

1

Obzirom na jednostavnost zadate putanje u ovom zadatku (luk
poluprecnika r=5) nema potrebe deliti je na vise segmenata vec¢ ¢emo je posmatrati
kao jedan segment. Transformacijom spoljasnjih koordinata hvataljke u unutrasnje
koordinate mehanicke strukture robota se dobijar, =35; ¢, =0.93 rad, r, = 5;

q, =0.64 rad.

Aq=q; —q;, =0.93-0.64=0.29rad

Ako usvojimo da je f,,, =60 Hz, sledi
11 .
AT,, = = =16.66-10" s ~ 16 ms
f\'cmp 0
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A .
T, =292 014550155
q 2
paje
T
_ e 0I5 - =9375~9
AT, 16-10°
odakle sledi
Ag = 9 -4, _ 0.93-0.64 0.03022
m

Rezultate sinteze trajektorije moZemo prikazati tabelarno

t r 0 X y

0 5 0.93 3.00 4.00
16 5 0.90 3.11 3.90
32 5 0.87 3.24 3.80
48 5 0.83 3.36 3.70
64 5 0.80 3.47 3.59
80 5 0.77 3.59 3.47
96 5 0.73 3.70 3.36
112 5 0.70 3.80 3.23
128 5 0.67 3.91 3.11
144 5 0.64 4.00 3.00

y [mm] ;

4 | |

N\

, | | l

0 1 2 3 4 5
x [mm]

i dijagramski
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Trajektorija vrha robota (hvataljke) u x-y ravni

r [mm]5.5
5
45
4 - - ____
T
3 . .
0 50 100 150
t [ms]
Promena koordinate r
1
6 [rad]
0.8 \
0.6
0.4 1
0.2 |
0 T T
0 50 100 150
t [ms]

Promena koordinate g
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Zadatak 5.29

Odrediti putanju vrha robota u radnom prostoru p(¢), od tacke p, preko
tacke p, do tacke p, . Pri tome smatrati da je tacka p, prolazna, odnosno da vrh

robota ne mora da prode kroz nju vec¢ dovoljno blizu nje, uz ogranicenje brzine
vrha. Period perturbovanog kretanja traje 2t i simetri¢an je u odnosu na prolaznu
taCku. Data su vremena ¢, i ¢, kao i tacke p,,p;,p,-

ReSenje:
Razmotrimo prvo ogranicenja trajektorije po poziciji.

T .
p(t,—1)=p, _t_Apl’ gdeje Ap,=p,—p,

1 (33)
T .
p(f +1)=p, +I_Ap2’ gdeje Ap,=p,-p,
2
Ogranicenja po brzinama dovode do relacija
) A
it~ ==Pt
1 (34)

) A
p(4+1)= 2Py
5

Ubrzanje je konstantno tokom tranzicije oko prolazne tacke
p(t)=a, (35)
gde ubrzanje a, joS nije odredjeno. Integracijom (35), po osnovnoj relaciji

s =V,t+at* /2, dobijamo resenje
. a, 2
p(t)—p(tl—1:)=p(t1—r)(t—t1+r)+7(t—tl+r) (36)
Smenom iz (33) i (34) i preuredjivanjem, dobijamo
a
p(t):pl+%(1—tl)+7p(l‘—tl+‘c)2 (37)

1

Da bi resili a , moramo da odredimo (1.13) u na kraju tranzicije f =¢ +7
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a — L[AP2_Ap,
A A A f

¢ijom zamenom u (37) dobijamo

A A
p(t)=p, - Pl (1 -1, —1) + 2

2
- 38
4t 4rt, (t i +T) ©G8)

Sumarno prikazano, trajektorija p(¢) sa tranzicionom tatkom u p, glasi

pl—u p, 0<t<t, -
q
Ap, 2 Ap, 2
1) = —— (-t —7) + t—t+71 tt—1<t<t+7
p(?) Py 4rt1( 1 ) 4‘ct2( 1 ) 1 1
t—1,
p, + Ap, HL+HT<t<t+t,
2
Zadatak 5.30

Date su vrednosti unutrasnjih koordinata ¢(0)=0,¢(2)=2 i ¢(4)=3.
Naci polinom koji interpolira pravolinijske segmente definisane na parovima
unutra$njih koordinata {g(0), ¢(2)} i {g(2), q(4)} . Polazna i zavr$na brzina
jednake su nuli.

ResSenje
Resenje ¢emo odrediti primenom funkcije 1in par.m"

% vektor odbiraka vremena
t = [0;2;4];

% vektor definicije prolaznih tacaka
qv =102 3];

% vektor trajanja parabolicnog produzenija

D t = 0.2%ones(size(t));
% pocetne i zavrsne brzine

dg i = 0;

dg f = 0;

% vreme odabiranja

% function [T,Q,dQ,ddQ] = lin par(t,q v,D t,dq i,dq f,Ts)
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o

°

Ts
generisanije trajektorije

[time,q,dq,ddq] = lin par(t,q v,D t,dq i,dq f,Ts);

Rezultat je prikazan na slici 54.

[rad]

Zadatak 5.31

35

25

15

0.5

-0.5

pos

[s]

acc

[s]

[rad/s]

15

0.5

-0.5

vel

[s]

Slika 54. Interpoliraciona trajektorija u unutrasnjim koordinatama

Naci zakon kretanja p(¢) u radnom prostoru robota duZ pravolinijskog

segmenta sa trapeznim profilom brzine izmedju tacaka p, =[0 0.5 01" i

p,=[1 -1507]".
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R

Delimicno resenje je dato sledecim MATLAB skriptom

[t

Rezultat je prikazan na slici 55.

esenje:

polazno 1 zavrsno vreme

t = [0;2];

polazna pozicija
p_i = [0;0.5;0];
zavrsna pozicija
p £ = [1;-0.5;0];
vreme odabiranja
Ts = 0.01;

maksimalna brzina koordinate puta

ds ¢ = 1;
duzina segmenta

D s = norm(p_ f - p 1i);

trapezni profil brzine duz trajektorije za koordinatu puta od 0 do

ime, s,ds,dds, err]

trapez(0,1,ds c¢/D_s,t(2)-t(1),Ts);
generisanije trajektorije
p = ones(size(time))*p 1i'
dp = ds*(p_f - p_1)"';

ddp = dds*(p_f - p_1)"';

+ s*(p_f - p 1)';
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X—pos y-pos
1 0.5
Eo05 E 0
0 -0.5
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
x{sel yiskel
1 1
0.5 0.5
) )
E O E ©
-0.5 -0.5
-1 -1
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
xfafc y+{akc
2 2
1 1
% @
£’ e’
-1 -1
-2 -2
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
[s] [s]

Slika 55. Interpolacioni polinom sa trapeznim profilom brzine u spoljasnjim koordinatama

Zadatak 5.32"

Formirati model kinematike robota PUMAS560 u DH notaciji. Formirati
vektore vremena do 0.5 sido 1 s, sa vremenima odabiranja 10 ms. Definisati nulti
i radni poloZaj robota kao

q.=[00000 0]
q=[§-5000
Potom definisati unutraSnje trajektorije koje robot prevode iz nultog u

radni poloZaj. Izracunati direktnu kinematiku robota za date trajektorije primenom
funkcije fkine.m.

4 PUMA560 trajectories, dan5a.m
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Resenje:

Robot PUMAS60 dat je na slici 56.

Slika 56. Robot serije PUMAS00 od kojih se model 560 najcesce koristi u edukativne svrhe.

Postupak reSavanja zadatka obavicemo u MATLAB-u kori$¢enjem

funkcija iz Robotics tbx.
puma560;
t0=[0:0.01:0.5];
t1=[0.5:0.01:11;
t=[t0,tl];

qf=[pi/3,pi/4,-pi/4,0,0,0];

lg,qd,qdd]=jtraj (qz,qr, t0);
[gpom, gdpom, gddpom]=jtraj (qr,gf, t0) ;

a=[qg;gpom] ;
qd=[qd; qdpom] ;
gdd=[gdd; gddpom] ;

figure (1) ;
plot (t,g*180/pi);
legend('ql','qg2','q3"','q4"','qg5","'q6");

figure(2);
plot (t,qd);
legend('qgdl','gd2','qgd3"','qgd4"','qgd5"', 'qgd6") ;

figure (3);
plot (t,gdd);
legend('qddl', 'qdd2', 'qdd3', 'qdd4', 'qdd5', 'qdd6") ;
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disp('Pritisni razmaknicu radi animacije pokreta !');
pause;

FK=fkine (p560,q) ;
figure (4);
plot3(FK(:,13),FK(:,14),FK(:,15),"'c");

hold;
plotpro2 (p560,q) ;

Rezultat je prikazan na slici 57.
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Slika 57. Trajektorije, brzine i ubrzanja u unutrasnjim koordinatama PUMAS560 robota
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Zadatak 5.33

Za robot prikazan na slici 58, ¢ije su dimenzije segmenata 0.8m, 0.6m i
0.4m, pocev od osnove do hvataljke, potrebno je:

Slika 58. Cilindricni, TRR robot

Izvrsiti modeliranje kinematike i dinamije robota u skladu sa DH
notacijom. Segmente smatrati homogenim idealnim Sipkama polupre¢nika r=0.05
m.

Izvrsiti sintezu trajektorije, tako da vrh robota prati trajektoriju zadatu
parametarskom jedna¢inom

p = Rsin(39), ¢ € [0,71] ,
gde su p i ¢ polarne koordinate u ravni, a R=0.2m. Polarna ravan u kojoj lezi

kriva nagnuta je u odnosu na referentnu xy ravan pod uglom od 30° mereno od x
ose, a centar krive izrazen u referetnom koordinatnom sistemu, nalazi se u tacki sa
koordinatama (0.5, 0.5, 0.4)m. Promena koordinate ¢ odvija se po trapeznom
profilu brzine, pri ¢emu je ukupno vreme trajanja pokreta 4.5 s, a vreme
ubrzavanja/usporavanja iznosi po 20% ukupnog trajanja pokreta. ReSiti inverznu
kinematiku duZ generisane trajektorije.

ReSenje:

ResSenje zadatka nalazi se u MATLAB skriptu zadatak.m
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Deo skripta koji se odnosi na planiranje u spoljasnjim koordinatama dat je
u nastavku.

o

% planiranje kretanja u spoljasnjim koordinatama

tf=4.5;
proc=20;
dt=1le-2;
tc=proc/100*tf;

al0= pi/ (tc*(tf-tc)); % Ubrzanje
v0= al/tc; $brzina krstarenja

% inicijalizacija matrice "ispeglanih" homogenih transformacija

TC=[1;

fivek=[1];

33=0;

% definisanje vektora vremenskih trenutaka pri ubrzanju

t=[0:dt:tc-dt];
for ii=1:numcols(t),
Ji=33+1;
£i=0.5*%(a0) *t (1i) ~2;
fivek(jj)=£1i;
X1=0.2*sin(3*fi) *sin(fi); Y1=0.2*sin(3*fi) *cos (fi);
721=0;
X (39)=X1+X0;
Y(jj)=Y1l*cos (pi/6)-Z1l*sin(pi/6)+Y0;
Z(jj)=2Z1l*cos (pi/6)+Y1l*sin (pi/6)+z0;
% tekuca vrednost matrice homogene transformacije
A=[1, 0, 0, 0, O, 1, O, O, O, O, 1, O, X(33), Y(33), Z2(33), 11;
TC=[TC;A];
end

% definisanje vektora vremenskih trenutaka pri konst brzini
t=[tc:dt:tf-tc-dt];
for ii=1:numcols(t),
Ji=33+1;
fi=(v0)* (t(ii)-tc) + 0.5*al0*tc*tc; %$+pi/8;
fivek(jj)=£1i;
X1=0.2*sin(3*fi) *sin(fi); Y1=0.2*sin(3*fi) *cos (fi);
721=0;
X (39)=X1+X0;
Y(jj)=Y1l*cos (pi/6)-Z1l*sin(pi/6)+Y0;
Z(jj)=2Z1l*cos (pi/6)+Y1l*sin (pi/6)+z0;
% tekuca vrednost matrice homogene transformacije
A=(1, 0, 0, 0, O, 1, O, O, O, O, 1, O, X(33), Y(33), Z2(33), 11;
TC=[TC;A];
end

% definisanje vektora vremenskih trenutaka pri usporenju
t=[tf-tc:dt:tf];
for ii=1l:numcols(t),
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Ji=33+1;
$fi=-(32*pi/243) *t (1i) "2+ (32*pi/27)*t (ii1)-pi/3;
fi=-(0.5*%a0) * (t (ii)-(tf-tc)) "2+ (v0) * (t(ii)-(tf-tc))+ pi/8+ vO* (tf-
2*tc);
fivek(jj)=£fi;
X1=0.2*sin(3*fi) *sin (fi); Y1=0.2*sin (3*fi) *cos (fi);
721=0;
X (33)=X1+X0;
Y (jj)=Y1l*cos(pi/6)-Z1l*sin(pi/6)+Y0;
Z(jj)=Z1*cos (pi/6)+Y1l*sin (pi/6)+20;
% tekuca vrednost matrice homogene transformacije
A=[1, 0, O, O, O, 1, 0O, O, O, O, 1, 0, X(J33), Y(33), Z2(33), 11;
TC=[TC;A];
end

Trajektorije u spoljasnjim koordinatama, kao i trajektorije unutrasnjih
koordinata i unutrasnjih brzina date su na sledecim slikama.

3D oblik zadate trajektorije Planami oblik zadate trajektorie
0.7 T T T
065 -
{ e
05 [ d
| osf /
045
055
E 04 .
N £ os e
/ ~
035 -
~ N 045
AN
03 \
07 ~—_ 04
08 //(oa/ “oss ~
- — X 035
08 - “os %
047 <~ o4
. S om
03 03 03 035 04 045 05 055 06 065
Yim Xm] Ximl
—dim — qtl [radis]
—— q2[rad] —— dt2[mis]
g8 [rad o3 [mis]
150 8|
15,
1
osf
1
of ~\ Y\ 7
o8 — — 05
I Ll
0
15
‘0'50 05 1 15 2 25 3 35 4 45 2 o 05 1 15 2 25 3 35 4 45
Vreme [s] Vreme [s]

Slika 59. Trajektorija, trolisna rozeta, sa parametarskim profilom brzine, i unutrasnje koordinate
cilindricnog robota dobijene inverznom kinematikom na bazi funkcije ikine.m
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Zadatak 5.34

Robot posluZuje tri masine za obradu koje imaju ista vremena ciklusa od
50 sekundi. Svaki ciklus se sastoji od vremena rada masine od 30 sekundi i
vremena punjenja odnosno praznjenja od 20 sekundi. Odrediti kartu toka procesa
za svaki uredaj u celiji kao i interferencu” izraZenu u procentima.

Resenje:

Sa karte toka procesa je data na slici mozemo videti da robot posluzZuje
prvo masinu M1, potom M2 i na kraju M3. Punjenje masine M2 moZe zapoceti
kada je napunjena maSina M1, a punjenje masine M3 kada je zavrSeno punjenje
masine M2. U drugom ciklusu se sistem rada ustali pa u njemu moZemo da
ocitamo vrednosti praznih hodova i vreme trajanja ciklusa. Ako je vreme ciklusa
(punjenje-rad) po masini 50 sekundi vreme ¢ekanja (praznog hoda) svake masine
izmedu ciklusa (punjenje-rad) je 10 sekundi. Tako dobijamo da je ukupan ciklus
(tek) po masini 60 sekundi.

Oznake koriséene ma slici su:

ts;-vreme praznog hoda prve ma{ine (slobodno vreme)
tsp-vreme praznog hoda druge ma{ine (slobodno vreme)
ts3-vreme praznog hoda trece ma{ine (slobodno vreme)

teik-ukupno vreme trajanja ciklusa (punjenje, rad, ~ekanje)

* v v . v v . we .
) Robot &esto posluZuje vise masina. Interferenca je vreme dok masina stoji a robot
posluZuje drugu masinu. Interferenca masina moZe se meriti kao odnos ukupnog
vrenema i zastoja svih masina i ciklusa robota. Najéesce se izrazava u procentima.
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10
20
30
40
50
60
70
80
90
100
110
120
130
140
150
160

Robot

Ml

M2

M3

masine robotom

1. ciklus
vreme rada

masine

I __vreme punjenja

2. ciklus

Slobodno vreme sa
kojim se racuna
interferenca

Karta toka procesa

Posto je vreme punjenja, rada i ¢ekanja isto za sve tri maSine postoji samo
jedna vrednost interference I, koju moZemo izracunati prema izrazu:

1

r

— tSl +tSZ +tS3 100%

odakle sledi

I :10+10+10

r

Zadatak 5.35

-100% = 50%

Za ista vremena trajanja ciklusa kao u prethodnom zadatku odrediti
vrednosti interference masina kao i procenat neiskori$cenosti robota u
robotizovanoj celiji sastavljenoj od Cetiri maSine.
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ReSenje:

Karta toka procesa u ovom slucaju je data na sledecoj slici.

oRobot M1 M2 M3 M4

10
20
30
40 1. ciklus
50
60

;8 Slobodno vreme sa

90 - kojim se racuna
100 tso - f? interferenca

110 A==

120 i / 2. ciklus
130 |
140
150
160
170
180
190

tm\

~vreme punjenja
masine robotom

vreme rada
masine

Karta toka procesa

Sa dijagrama moZemo videti da robot posluZuje masine M1, M2, M3 i na
kraju masinu M4. Vreme ciklusa (punjenje-rad) po masSini je ostalo isto. Vreme
¢ekanja (praznog hoda) svake masine izmedu ciklusa (punjenje-rad) se povecalo na
30 sekundi, tako da je ukupan ciklus (tqx) po masini 80 sekundi. Sistem se
ustaljuje u drugom ciklusu i iz njega oc¢itavamo vrednosti praznog hoda.
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Interesantno je da se primeti da se vreme praznog hoda kod masSine M2 deli na tg;, i

’
t S2-

I - Lo +(tsy +H5,) +iHg +t

r

$3..100%

tCIK

_30+30+30+30

Ir
80

-100% =150%

Zadatak 5.36

Tri masine su organizovane u celiju sa robotom koji puni i prazni.
Vremena ciklusa su dati na sledeci nacin.

rad poslu'ivanje
M1 30 20
M2 15 10
M3 20 10

Odrediti najbolji redosled aktivnosti koristeci kartu procesa rada, iznos interferenca
masina i procenat neiskoriS¢enog vremena robota.

Resenje:

Kod ovog zadatka vreme punjenja, rada i praznog hoda nije isto za sve
masine, pa se interferenca razlikuje zavisno od redosleda posluZivanja masina.
Stoga treba da se razmotre moguce kombinacije redosleda posluzivanja masina
koje su date u sle- decoj tabeli.

Mogu}e kombinacije
3

W [N | = —
N[ W] — DN
— N[ W |Ww |
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Detaljno cemo razmotriti samo dve kombinacije i to: M2, M3, M1 i M1,
M2, M3.

Razmotrimo najpre prvu kombinaciju redosleda posluzivanja masina: M2,
M3, M1. Ako pogledamo drugi ciklus u kojem se sistem ustalio primecujemo da se
vreme praznog hoda masine M2 deli na dva segmenta od po 10 s, dok kod masine
M3 ne postoji vreme praznog hoda tj. t5;=0.

0 Robot M2 M3 M1

10
20
30
40
50
60 ts
70
80 (71\\
t

90 s1

\J

100
110 Slobodno vreme sa

120 kojim se racuna
130 interferenca

140
150
160

masine robotom

1. ciklus

vreme rada
masine

I ~vreme punjenja

2. ciklus

Karta toka procesa za redosled posluzivanja masina: M2, M3, M1

ts;-vreme praznog hoda prve maf{ine

tsp-vreme praznog hoda druge ma{ine

ts3-vreme praznog hoda trece ma{ine

teik-ukupno vreme trajanja ciklusa (punjenje, rad, ~ekanje)

U ovom sluc¢aju sraCunavamo inteferencu prema izrazima

I :ts1+(ts2+t's2)+t

r

$3..100%

tCIK

-100% =90%

m

25+(10+10)+0
B 0
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Kod kombinacije M1, M2, M3 (isto posmatramo drugi ciklus kada se
sistem ustalio) treba da primetimo da se kod maSine M2, javlja dva puta vreme
punjenja. Ako robot nije zauzet punjenjem (opsluzivanjem) masine, dozvoljeno je
opsluzivanje masina koje ¢ekaju iako ciklus nije zavrsen.

oRobot M1 M2 M3
10 ]: ~_vreme punjenja

20 masine robotom

30 1. ciklus

40
50
60
70
80
90

}(1)8 fot Slobodno vreme sa

120 + kojim se racuna
130 interferenca

140
150
160

vreme rada
masine

tSS

2. ciklus

| o |
L)

Karta toka procesa za redosled posluzivanja masina: M1, M2, M3

I ovde sra~unavamo inteferencu prema izrazima

g g,

1 $3..100%

r
tCIK

_5+5+25

Ir -100% = 63.64 %
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Ova kombinacija je ujedno i najbolja jer daje najmanju vrednost interference.

DODATAK 1

ODREDIVANJE MATRICE ROTACIJE IZMEDU DVA
KOORDINATNA SISTEMA

Neka su dva desna koordinatna sistema O,-x,y,z, i O;-x,y,z, (sa ortovima

{170, ]O,ko} 1 {;1 ook, }, respektivno) poklapaju samo koordinatnim pocecima
(koordinatne ose im se ne poklapaju) gde cemo sistem O,-x,y,z, smatrati nepokret-

Slika D1. Dva, medusobno zakrenuta, koordinatna sistema

nim. Veza izmedu koordinata neke tacke P izrazene u odnosu na ova dva

. . . . . . 1 . -
koordinatna sistema se moZe se prikazati matricom R, na sledeci nacin:

i’ozR(l)‘131
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v . . 1 .. e ve
pri Cemu je matrica R, definisana na sledeci nacin.

171'170 111'170 I;l‘;:o
R(l): i1’j0 j1'j0 kl'jo
il 'ko jl 'ko k1 'ko

Dakle, matrica R(l) predstavlja transformciju kojom treba pomnoZiti

koordinate tacke P izraZene u odnosu na koordinatni sistem O,;-x,y,z, da bi se
dobile koordinate iste tacke izrazene u odnosu na koordinatni sistem O -x,y,z,,.
Takode se moZe videti da kolone matrice transformacije predstavljaju projekcije
ortova zarotiranog koordinatnog sistema O,;-x;y;z; na ortove nepokretnog

koordinatnog sistema O,-x,y,z,.

v v v e . . . . 0
Na sli¢an nacin se moZe odrediti i matrica inverzne transformacije R,

P :Rlo *Po
koja je sada definisana kao:
-6 Jo-ip ko-i
R10= iy Ji Jo-dv ko Jy
gk, jo-ki ky-k

Na osnovu ovih opstih izraza se mogu odrediti matrice rotacije koordinatnih
sistema oko sopstvenih koordinatnih osa za neki ugao @ koje nazivamo osnovnim

(bazi¢nim) matricama rotacije. Ako usvojimo skraceni zapis sind =S8 i

cos@ = CO, sledi:
- Matrica rotacije oko z — ose (Sl. D2):

cosd —sind O co -85S0 0
R ,=|sinf cosd O0|=/S6 CO O
0 0 1 0 0 1

- Matrica rotacije oko y — ose (Sl. D3):

ce 0 s6
Re=| 0 1 0
-850 0 Co

- Matrica rotacije oko x — ose (Sl. - D4):
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1 0 0
R.,=|0 CO -S6
0 S6 C6

Slika D2. Rotacija koordinatnog Slika D3. Rotacija koordinatnog

sistema oko z — ose sistema oko y — ose

Slika D4. Rotacija koordinatnog sistema oko x — ose

Sva tri slu¢aja su ilustrovana na Sl. D2. — D4.
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DODATAK 2

RAZLICITI NACINI ZADAVANJA MATRICA ROTACIJE

¢ Ojlerovi uglovi
Jedan od nacina za definisanje Zeljene orijentacije koordinatnog sistema je
putem zadavanja Ojlerovih uglova 8, ¢ i w koji predstavljaju tri uzastopne

rotacije izvedene na tacno odredeni nacin. Postoji dvanaest nacina definisanja
Ojlerovih uglova, ali ¢emo mi pomenuti samo dva koji se najéesce srecu.

Z2YZ Ojlerovi uglovi

Da bi dobili krajnju orijentaciju koordinatnog sistema treba koordinatni
sistem iz pocetnog poloZaja zarotirati oko z, ose za ugao ¢, zatim oko novog

poloZaja ose y izvrSiti rotaciju za ugao 6, i na kraju, oko novog poloZaja ose z za
ugao y . Matrica rotacije koja odgovara ovoj transformaciji je

Cp-CO-Cy—-S¢-Sy —Cp-CO-Sy—Sp-Cy Cg-SO
R,=|8S¢-CO-Cy+Co-Sy -S¢-CO-Sy+Cp-Cy S¢-S6 |.
-86-Cy S6-Sy co

Z2YX Ojlerovi uglovi

U ovom slucaju, krajnju orijentaciju koordinatnog sistema dobijamo kada
koordinatni sistem iz pocetnog polozaja zarotiramo oko ose z, za ugao ¢, zatim

167



Robotika Zbirka zadataka

oko novog poloZaja ose y izvrSimo rotaciju za ugao 0, i na kraju, oko novog
poloZaja ose x izvr§imo rotaciju za ugao v .

Konac¢na matrica rotacije se dobija u obliku:

Cp-CO C¢p-SO-Sy—-Sp-Cy Co-S0-Cy+S¢-Sy
R,=|S¢-CO S¢-S0-Sy+Cp-Cy S¢-SO-Cy—-Cp-Sy
-850 cé-Sy cé-Cy

e Rotacija definisana uglovima skretanja, valjanja i propinjanja

Matricu rotacije mozemo definisati nizom uzastopnih rotacija oko osa
nepokretnog koordinatnog sistema po odredenom redosledu (SI. D5.): rotacija oko
Z, 0se za ugao ¢, rotacija oko x, ose za ugao v i rotacija oko y, ose za ugao 0. Po

analogiji sa kretanjem vozila (broda, aviona, ...) ugao ¢ nazivamo uglom skretanja
(definise

Sl. D5. Uglovi skretanja, valjanja i propinjanja

skretanje sa kursa), ugao y nazivamo uglom valjanja (odgovara bo¢nom valjanju
broda) a ugao @ nazivamo uglom propinjanja. Zbog izuzetne rasprostranjenosti
navodimo termine za ove uglove na engleskom jeziku: ugao skretanja se naziva
yaw, ugao valjanja roll, a ugao propinjanja pitch.
Matrica rotacije ima sledeci oblik

CH-CO-Cy—Sp-Sy —Ch-CO-Sy—So-Cy Co- SO

R, =|S0-CO-Cy+Ch-Sy -Sp-CO-Sy+Ch-Cy So-S6
- 86-Cy S6- Sy co
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¢ Rotacija oko proizvoljne ose

Matricu rotacije, ukoliko je rotacija izvrSena oko proizvoljne ose (S1. D6)
definisane ortom ?:[tx,ty,tz ]T , koja se ne poklapa ni sa jednom od koordinatnih

Slika 60. Rotacija oko proizvoljne ose
o0sa, za odredeni ugao 6 mozemo odrediti iz

1.(1-CO+CO  t,1,(1-CO)—1,850 .t (1-CO)+t,86
R,,=|tt,(1-CO+t.80 t,(1-CH+CO 1, (1-CH)—1,S0
1.1, (1-CO)—t,80 1, (1-CO+t.S0 t(1-CO)+CO

gde je
_ t, t
sin@ =————, cosq =——
Vi +t, i+t
sin = ti+ti, cos f=t,
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e QOdredivanje ose i ugla rotacije ako je poznata matrica rotacije

Ukoliko je poznata matrica rotacije

onda je ekvivalentni ugao, obeleZimo ga sa €, dat sa
(r, Ly, — lj
0 = arccos B

a projekcije orta ose t su date sa
| P = Fy

. r

. 13
2-sin0

Hh—h

— I3

DODATAK 3

HOMOGENE TRANSFORMACIJE

Veza dva koordinatna sistema kod kojih se koordinatni poceci ne
poklapaju (postoji translacija) kao i Cije ose nisu paralelne (postoji matrica rotacije)
se moZe opisati sledecim izrazom

130:R(1) 2 +‘iol
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Slika D7. Koordinatni sistemi u proizvoljnom relativiom polozZaju

Medutim, uvodenjem homogenih transformacija se ova veza moZe izraziti
na sledeci, jednostavniji, na¢in

f)():Hé ‘i’l

gde je sa H| obelezena matrica homogene transformacije koja na sledeci
nacin objedinjava matricu rotacije i vektor translacije

e ]

gde je:
[R]*® - matrica rotacije koordinatnog sistema
[ - vektor translacije koordinatnog pocetka
[0]" - vektor perspektive
[1]* - faktor skaliranja

U primenama koje cemo mi razmatrati vektor perspektive i faktor
skaliranja ce biti konstantni i imace uvek vrednosti date gornjim izrazom

U slucaju da nam je poznato p, koordinate vektora p; moZemo da
odredimo iz izraza:

- -1 =
pi=H "-pg

gde je:

e RT —-RT .4
0 1

Matrice homogenih transformacija za bazi¢ne transformacije su date sa:

Translacija duzZ ose x za duZinu a: T,

ran.x,a —

S O O =
S O = O
S = O O
— O O Q
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Translacija duz ose y za duzinu b: Trany.b =

oS O o =
oS O = O
oS = O O
- o o O

Translacija duZ ose z za duZinu c: Tranz.c =

S O o =
S O = O
S = O O
- 0 o O

Co —-So

Rotacija oko ose x za ugao o: Rt x0 =
Sa  Ca

S O O =
- O O O

[Cop 0 So
0 1 0
-Sp 0 Co
0 0 0

Rotacija oko ose y za ugao ¢ : Rotyo =

- o O O

ce -S6 0

.. S6 Co6 0
Rotacija oko ose z za ugao 0: Rouzo=| o ¢
0

0 0

- o O O
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DODATAK 4

DENAVIT-HARTENBERGOVA NOTACIJA

Razmotrimo dva susedna segmenta robota, i-/-vog i i-tog, (na sl. D8. je
pretpostavljeno da segmenti spojeni rotacionim zglobovima sa samo jednim ste-
penom slobode) gde su ose obrtanja zglobova obelezene sa z,, z;; i z;, koje se, u
opStem slucaju, mimoilaze u prostoru. Pretpostavimo, dalje, da je koordinatni sis-
tem sa pocetkom O, ; vec postavljen. Tada je moguce odrediti zajednicku normalu
izmedu osa z;, z;; kao zajedni¢ku normalu izmedu dve mimoilazne prave (na sl. DS.

je ova zajednicka normala obeleZena sa a;). Ako u pravcu zajednicke normale

a; .postavimo osu x; (smer se moZe birati proizvoljno), a osu y; odredimo tako
Z Z

i-1 A i-2

z a zglob () [ | 9 zglob (i-1)

Yo zglob (i+1)

Slika DS. DH parametri za rotacioni zglob

da sa x;, i z; obrazuje desni koordinatni sistem tada koordinatni sistemi O,; 1 O,
predstavljaju dva koordinatna sistema koji su postavljeni u skladu sa Denavit-
Hartenbergovom notacijom.
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D-H parametre 8, o, d i a izmedu ova dva koordinatna sistema
mozemo odrediti na sledeci nacin:

parametar a je rastojanje izmedu osa z;; i z; mereno duZ ose x;
parametar d je rastojanje koordinatnog pocetka O, i preseka osa x; i
z;, mereno duZ ose z, ;;
parametar ¢ je ugao izmedu osa z,; i z; (od ose z, ; ka osi z;) meren u
ravni normalnoj na osu x;;
parametar 8 je ugao izmedu osa x;; i x; meren u ravni normalnoj na
osu z;;

Parametre @, @, d i a je moguce na sli¢an nacin odrediti i u sluc¢aju
linearnog (translatornog) zgloba, koji je prikazan na sl. D9. Koordinatni sistem koji
odgovara translatornom zglobu se postavlja tako da se poklapa sa pocetkom
narednog koordinatnog sistema koji je definisan. Osa x; se postavlja u istom ili
suprotnom smeru od vektora z;; X z;. Veliina d odgovara unutrasnjoj koordinati g;.
Nulta vrednost ¢g; odgovara polozaju kada se koordinatni poceci O; i O, ; poklapaju.
Za translatorni zglob ugao @, nije promenljiv vec fiksan i predstavlja kinematicki

parametar, isto kao i ugao «; .

Kada se za dati robot izvr$i pridruZivanje koordinatnih sistema pojedinim
segmentima i odrede DH parametri tada su homogene matrice transformacije funk-
cije samo unutra$njih koordinata ¢; u zglobovima.

Parametar a; reprezentuje duZinu segmanta, ¢; ugao izmedu osa zglobova
istog segmenta (uvrnutost segmenta), parametar d; predstavlja smaknutost (engl.
offset) koordinatnih pocetaka O, ;1 O, (u slucaju pravilnih geometrijskih oblika
segmenata d; predstavlja smaknutost “centara zglobova”) dok parametar 6, pred-

stavlja ugao medusobnog zakretanja i-/-vog i i-tog koordinatnog sistema S$to je u
slucaju linearnog zgloba posledica savijenosti segmenta.

U slucaju rotacionog zgloba a;, d; i a, predstavljaju fiksne parametre

mehanizma dok 6, predstavlja ugao zakretanja izmedu dva segmenta (unutraSnja
koordinata zgloba ¢;), dok su u slucaju translatornog zgloba parametri a;, 6, i «;
konstantni a d; predstavlja pomeraj u zglobu (unutra$nja koordinata g;). Treba
obratiti paZznju da kod DH notacije postoji neslaganje u rednom broju zgloba i
njemu pripadajuceg koordinatnog sistema. Naime, numeracija segmenata
kinematickog lanca krece od segmenta vezanog za podlogu i pocinjesa 1 (1,2, ...,
n). Numeracija zglobova takode pocinje od podloge na isti nacin kao i kod
segmenata, ali se koordinatni sistemi koji pripadaju svakom od zglobova numeri$u
drugacije. Osa baznog zgloba (zglob kojim se robot povezuje sa podlogom)
obeleZava se uvek sa z; tj. numeracija pocinje od nule. To znaci, da je i-ti zglob
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prvi zglob i-tog segmenta dok je odgovarajuci koordinatni sistem i-/-vi §to se moze
videti na slikama DS8. i D9. Na isti nacin, prvi zglob pocetnog segmenta
kinematickog lanca (segment 1) je zglob 1, a njegov koordinatni sistem je O,.

Procedura formiranja kinemati¢kog modela (postavljanja koordinatnih
sistema i formiranja matrica transformacije) pocinje identifikacijom osa svih zglo-
bova. Tip i raspored zglobova moraju biti poznati unapred.

Bazni koordinatni sistem se moZe postaviti bilo gde (SI. D10) na osi z,
(njegov poloZaj nije jednozna¢no odreden i moze se izabrati najpovoljnija pozicija)
a ose X, 1y, treba odrediti tako da se oformi desni koordinatni sistem. Dalje se
koordinatni sistemi postavljaju na na¢in opisan ranije.

Razmotrimo, dalje, problem koji se javlja ako ose zglobova z; i z;
pripadaju istoj ravni. Tu se mogu javiti dva slucaja:

a) ose z;; 1 z; se seku,

b) ose z;, i z; su paralelne.

U drugom slucaju, koji je sasvim Cest u praksi, postoji beskona¢no mnogo
zajednickih normala na ose z;; i z;. Tada se osa x; bira kao normala na z;_; i da
prolazi kroz O, ;. Primetimo da je u tom slucaju d; jednako nuli, a zbog paralelnosti
osa z;,; i z; parametar q; je takode jednak nuli. Kada je osa x; odredena, osa y; se bira
tako da oformi desni koordinatni sistem.

U prvom slucaju, kade se ose z;; i z; seku, x; se bira kao normala na ravan
definisanu osama z;, i z; dok je pravac x; proizvoljan. Najprirodniji izbor
koordinatnog pocetka O, je u preseku osa z;; i z; mada se moZze izabrati bilo koja
tacka na osi z;. Treba primetiti da je u ovom slucaju parametar a, jednak nuli.

Takode treba obratiti paZnju na postavljanje koordinatnog sistema
poslednjeg (n-tog) segmenta, tj. koordinatnog sistema hvataljke. Koordinatni
pocetak O, se moZe izabrati proizvoljno, ali treba voditi racuna da se DH parametri
maksimalno uproste. Zbog toga se preporucuje (S1. D10) da se O, bira simetricno
izmedu prstiju hvataljke, jedino treba da se obezbedi da je osa x, upravnana z,;.
Ukoliko je poslednji zglob rotacioni treba osu z, izabrati tako da je paralelna z,; ili
da se sa njom poklapa.

Prema svemu izlozenom moguce je propisati “algoritam” za definisanje
kinematickog modela robota proizvoljne mehanicke konfogutacije:
e Locirati i oznaciti sve ose zglobova od z, do z,.,.
e Postaviti bazni koordinatni sistem bilo gde na z, osi.
e Napomena: korake 3 +5 ponavljati zai=1doi=n-1
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e Locirati koordinatni pocetak O; na mestu gde zajednicka normala na ose z; i
z,; preseca osu z;. Ako se z; preseca sa z;; onda O; postaviti u tacku preseka,
a ako su z; 1 z;; paralelni onda O; postaviti u zglob z,.

e Postaviti osu x; duz zajednicke normale izmedu z, i z; kroz tacku O; ili u
pravcu normalnom na ravan z; ; z,.; ako se ove dve ose seku.

e Postaviti y, tako da se formira desni koordinatni sistem.

1. Postaviti koordinatni sistem hvataljke na pogodan nacin.

2. Formirati tablicu parametara a;, d,, o, 6.

3. Formirati homogenu matricu transformacije zamenjujuci vrednosti parametara
iz tablice, formirati ukupnu matricu transformacije mnoZeci sve matrice od

pocetne do krajnje.
Odavde se mozZe zakljuciti sledece:

- koordinatni sistemi se postavljaju u zglobove robota,

- nasvakom segmentu se nalaze po dva koordinatna sistema,

- prvi koordinani sistem (racunato od pocetka (baze, osnove) kinematskog
lanca je vezan za doti¢ni segment, poloZaj drugog koordinatnog sistema
zavisi od poloZaja narednog segmenta tj. pripada narednom segmentu u
odnosu na

Matrica homogene transformacije izmedu dva koordinatna sistema koji su

postavljeni u skladu sa D-H notacijom (i izraZena u funkciji D-H parametara) je
data sa

c6, -S6,-Ca, S6,-Sa, a,-C6,
S0, C6,-Ca, -C6,-Sa; a,-S6,

A; = !
0 Sa. Ca; d;

l

0 0 0 1

Na opisani nacin je moguce u potpunosti definisati poloZaje svih koordi-
natnih sistema i oformiti ukupnu matricu transformacije koja povezuje poziciju i
orijentaciju krajnjeg koordinatnog sistema kinematskog lanca (koordinatnog sis-
tema hvataljke) izrazenu u odnosu na bazni (nepokretni) koordinatni sistem
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DODATAK S

Jakobijan

Veza izmedu linearne p i ugaone @ brzine hvataljke i brzina u zglobovima ¢ ro-

bota, se moZe napisati na sledeci nacin

szLq
w:Juq

Obe jednacine moZemo objediniti u jedinstven izraz ¢ime se dobija relacija
. P .
s=v={ }=J(q)q (D5.1)
()

gde je s ukupni vektor brzine hvataljke izraZen u spoljasnjim koordinatama (ob-
jedinjeni su vektori linearne i ugaone brzine), §=/4,,4,,....4, ] " je vektor brzina u
zglobovima mehanizma. Matrica J(g) kojom se povezuje kretanje u zglobovima
mehanizma sa kretanjem hvataljke se naziva jakobijevom matricom ili jakobi-
janom. Prema tome, jakobijeva matrica povezuje brzine kretanja zglobova robot-
skog mehanizma sa linearnom i ugaonom brzinom kretanja hvataljke izraZene u
spoljasnjim (dekartovim pravouglim) koordinatama.

Da bi bolje razumeli prirodu matrice J napiSimo izraz (D5.1) u razvijenoj
formi (posmatracemo mehanizam koji ima Sest stepeni slobode),
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x Jll J12 J13 J14 ‘115 J16 ql
j) J21 ‘]22 ‘]23 ‘]24 ‘]25 J26 qZ
z' — J31 J32 ‘133 J34 J35 J36 q3 (D5 2)
(\b J41 J42 J43 J44 J45 J46 ‘14
v I I I T I Ise || 45
0] [Ja Jo Jo Ju Jes J66__qé_
Posmatrajmo samo prvu jednacinu sistema
','C:Jllq.I + J12q.2 + J13q3 + J14q.4 + J15q5 + J16q6 (D53)

1z forme izraza (D5.3) se vidi da su ¢lanovi (elementi) jakobijana u stvari parcijalni
izvodi funkcije kojom se definiSe pozicija i orijentacija vrha robota u spolja$njim

koordinatama po unutrasnjim uglovima u zglobovima mehanizma robota i mogu se

......

e Analiticko sra¢unavanje jakobijana

Za odredivanje Jakobijana analitickim putem potrebno je imati funkciju kojom se
povezuju spoljasnje koordinate hvataljke sa unutrasnjim koordinatama u
zglobovima, koju zatim treba diferencirati po unutra$njim koordinatama. Na
primer, za minimalnu konfiguraciju (samo tri prva stepena slobode) funkcije
x=f(49,.9,.9:)> y=1(4,.9,.9;) 1 z=f(q,.9,.9;) predstavljaju poziciju vrha
robota Cijim diferenciranjem dobijamo

_x(41,95,95) ;| OX(4,9:95) , . OX(4,,45,95)

dx d d d

oq, o oq, o 0q; o
6 ’ ’ a ’ b 6 ’ ’

dy= V(459> q3)dql+ V(459> q3)dqur Y(4:59, qg)dq3 (D5.4)
oq, oq, oq;

dzzaz(ql,qz,%)dql+6z(q1,q2,q3)dq2+8z(q1,q2,q3)dq3
oq, oq, oq;

Sto se u vektorskoj formi moZe napisati kao
ds= J(q)dq (D5.5)

gde je
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dx dq,

ds=\dy |, dq=|dq,
dz dq,

pa sledi

or x|
oq, 0q, 0q,

Jo| ¥ @y ¥ (D5.6)
oq, 0q, 0qy
& o o
104, Oq, Oq; |

Matrica J je, dakle, matrica parcijalnih izvoda funkcija x(q,,9,.4;), ¥(4,,9,.9;) 1
2(4,,9,,9;) u odnosu na uglove u zglobovima ¢,,q, i ¢;. Prema tome, vrednosti

elemenata matrice J se mogu dobiti diferenciranjem gornjih izraza.

e Numericko sracunavanje jakobijana

Ako napiSemo jakobijevu matricu u sledecem obliku

J:[J“ T JL"} (D5.7)
JUI JUZ JUn

tako da svaki elemenat J,; i J, predstavlja vektor kolonu
dimenzije (3x1), lako se moZe uociti da prvi deo kolone ( J;)
odgovara doprinosu i-tog zgloba linearnom, a drugi deo ( J,;)

ugaonom kretanju hvataljke. Prema tome, u razvijenoj formi
mozZemo pisati

1 1
I I J 1
2 2 2
I I I 1 .
I I 20D
v L1 L2 Ln .
{H}:: 4L S (D5.8)
@n Ju Juy, I v .
2 2 2 9.
Ju i J v
3 3 3
_JUI ] _Jz/z ] _JUn ]
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Odavde se linearna brzina vrha robota moZe napisati kao
Vg =Jd, q+JI, 4+ +JI, 4, (D5.9)

a ugaona brzina hvataljke kao
Oy =Jy 41+ Jy, g+ 4y, 4, (D5.10)

Razmotrimo kako mozemo da odredimo elemente matrice J; i J;.

Na sl. 3.3.a. je prikazan slucaj kada je i-ti zglob robota (rotacioni) i njegov
polozaj u odnosu na hvataljku, dok je na sl. 3.3.b. i-ti zglob robota translatorni.
Neka su sa z; obeleZene ose zglobova koje su postavljene u prethodnom postupku
odredivanja DH parametara.

Razmotrimo najpre kako kretanje nekog od zglobova mehanizma moze da

doprinese promeni linearne brzine hvataljke.
U slucaju da je i-ti zglob translatoran (pripadajuca z osa je tada z ;)

a) rotacion zglob b) translatorni zglob

Slika 61. Infinitezimalni pomeraji hvataljke zbog pomeranja rotacionog
i linearnog (translatornog) zgloba

njegovo pomeranje izaziva samo translatorno pomeranje hvataljke pravcu z;; ose,
intenziteta d, , tj.
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Jui-q; =2, -d; (D5.11)

Ako je i-ti zglob rotacioni njegovim pokretanjem ce deo mehanizma koji se nalazi

izmedu zgloba koji se pokrece i hvataljke dobiti ugaonu brzinu

0, =%;;q; (D5.12)
koja ce linearnu brzinu hvataljke robota, koja je od ose obrtanja udaljena za 7;_, ,; ,
promeniti za

J0i 4 =0, %1y =(2, ¥4 )4, (D5.13)

Na sli¢an nacin cemo odrediti kako kretanja u translatornom i rotacionom

zglobu doprinose promeni ugaone brzine hvataljke.

Ako je i-ti zglob translatorni on ne doprinosi promeni ugaone brzine
hvataljke

Jyi-q;=0 (D5.14)

Ako je i-ti zglob rotacioni, ugaona brzina koja se generise kretanjem zgloba, je data

sa

Jui 4 =24 (D5.15)

Prema tome, jednacinama (D5.11, D5.13- D5.15) je mogucde odrediti elemente
jakobijana J,, i J; za slucaj translatornih i rotacionih zglobova pa moZemo
rezimirati

- zatranslatorni zglob

J i | %1
i

- za rotacioni zglob

I _ it XVioim (D5.17)
Jui Zio1 '

Pri sracunavanju jakobijana jedine veli¢ine koje treba odrediti su vektori
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Z;; 1 1,y koji su funkcije samo pomeraja u zglobovima robota. Vektor z; ;
predstavlja tre¢u kolonu u matrici rotacije R’ i moguce ga je veoma jednostavno

odrediti na sledeci nacin
2 =Ro(q, )R (4 )R (q;,)% (D5.18)
gde je z, =[O 0 l]T $to nam omogucava da se iz matrice R’ odaberemo samo

trecu kolonu.

Vektor poloZaja od i-/-vog zgloba do hvataljke r,_; ; je moguce odrediti
(slike 3.3.a 1 b) kao razliku vektora p, od koordinatnog pocetka do hvataljke i
vektora p,_, od koordinatnog pocetka do i-/-vog zgloba. Vektor p, je moguce
odrediti kao prva tri elementa Cetvrte kolone ukupne homogene matrice transfor-
macije TOH koja je data sa

TY —H'(q )H(q,)H" (q.)
pa sledi
Pu =Ty py (D19

gde je p, datosa p,=[0 0 1] . Sli¢nim postupkom je moguce odrediti i vektor

P, - Naime,

pin=H,(q,)H (q,)..H}(q;,)p, (D5.20)

Prema tome, izrazi (D5.18-D5.20) omogucavaju jednostavno sracunavanje
elemenata jakobijana numeri¢kim putem pod uslovom da su poznate matrice
transformacije koje odgovaraju datoj (trenutnoj) pozi mehanickestrukture robota.
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DIFERENCIJALNA KINEMATIKA ROBOTA

PolozZaj vrha robota odredjen je vektorom

r:[x y z y 0 (p]T, dimr=m<6

a kofiguracija robota odredjena je vektorom

T .
a=[q1 4 q,] . dimq=n<6, n2m;
za n>m robot je redundantan.

Funkcija koja preslivaka vektor unutrasnjih koordinata q na vektor spoljasnjih
koordinata x naziva se direktnom kinematickom funkcijom.

x=f(q), f:R" >R"
Znacajno sloZeniji problem predstavlja izraCunavanje inverzne kinematicke
funkcije,
LR SR
Ukoliko je zadata tacka vrha robota van domasaja, inverzna kinematic¢ka funkcija
f_1 ne postoji.

Posmatrajmo $ta se dogadja sa diferencijalnim tumacenjem vektora polozaja robota
i vrha robota. Po diferenciranju direktne kinematicke funkcije dobija se

.o . .
= :J . .
=5l (a)-q

gde je x - vektor poznatih brzina vrha, a q - vector nepoznatih brzina zglobova.
Uvedimo definiciju Jakobijana

of
J(q)=—
(a)=5,
Ukoliko znamo matrice transformacija od nosnove do vrha robota, moZemo
odrediti Jakobijan.

Op =01 .!1, ... 1

n n

gde su
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i _| M Si A P
=70 0 0 1

Predpostavimo da Jakobijan ima sledecu po kolonama gde svaka kolona sadrzi dva
vektora dimenzije 3:
Jpt dpa il
J:|:.p1 .p2 .pn:|
Jot 1 Jo2 17" i Jon Jgp

gde su j,; - deo jakobijana koji se definiSe doprinos ugaonih brizna translatornim

brzinama vrha robotai j,; - deo jakobijana koji se definiSe doprinos ugaonih

brizna rotacionim brzinama vrha robota. Opsta definicija elemenata jakobijana
glasi

. |21 .| 0, translacija 39)
Yo = Zi—lx(P_Pi)’ Yoi = z;|, rotacija

gde je z;_; treca kolona matrice OTi_l

0 0
2z, 1="Ti1-2o="T;

1

0
0
1
1
a p - vektor poloZaja na matricu OTn a p; - vektor poloZaja na matricu OTi.

Algoritam za reSavanje inverzne kinematike

Podjimo od jednacine diferencijalne kinematike
x=J(q)q
Ako je Jakobijan kvadratna matrica i ako ima pun rang, jednak
dim(x) = dim(q) = n, onda postoji J -1 (q) i mogu se izraCunati unutrasnje brzine
. -1.
G=J(q) x

Prethodna jednac¢ina moZe se napisati i kao
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dq _ -1
MA_y
P (a)v

Za konacno vreme diskretizacije At moZe se napisati
q(? —ql!/ -
(k+l)At (k)=J1(q(tk))'V(Zk),

odnosno

a(tes)=a(t;)+37"! (Q(fk )) V(1) A, q(ty)
Time je linearizovan model x =J(q)-q. Veoma je vaZzno da pravilno odaberemo

vrednost Ar. Premala vrednost dovodi do sporog reSavanja inverzne kinematike a
preveliko dovodi do prevelike greske. DefiniSimo gresku ostvarene i Zeljene
trajektorije e =x; —x gde je x; —Zeljeni (desired) poloZaj vrha robota

q=J4"(q)x
e=X,;—X
e:xd—J(q)q

. -1 . .
a=37"(q)-[xs —¢]
Pretpostavimo da je vremenska zavisnost promene greSka, odstupanje od Zeljene

trajektrorije, definisano diferencijalnom jednacinom prvog reda sa konstantnim
koeficijentom &

e+ke=0
Tada je reSenje inverzne kinematike, kao funkcija greske
. -1 .
q=J""(q)-(x; +ke) ,

Sto je k vede impulsni odziv brZe tezi nuli! Ali postoji gornja granica za k jer ako
idemo preko nje, algoritam moZe postati nestabilan.

a(teen) = a(te)+ I (a(t))-| va (00) + o (xa ()~ (a ()]
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