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KRIVOLINIJSKI INTEGRALI

Krivolinijski integrali po luku (I vrste)

Ako je

tada je

B
«

/L H(z,y, 2)d\ = / H (2(t), y(t), 2(0) y/272() + y*(t) + 2 () dt

Izra¢unati duzinu dela krive Lq, koja je presek povrsi
2 2 29 o
S1: (z—y)=3=x+y), Sy xt—yt==2°,

izmedu tacaka 0(0,0,0) i B(3,0,v8).

Resenge. Neka je L = OB deo krive Lj il duzina za L.
Prvo nalazimo parametarske jednacine krive L. Svaka tacka X(x,y,z) € Li pripada
istovremeno i povrsi S7 i povrsi S, pa njene koordinate zadovoljavaju sistem jednacina

9
(z—y)?=3(@=+vy), 12—y2=§22-

Smenom
u=r—Yy,v=x+Y

u prethodni sistem, dobija se novi sistem

9
u2=3v, w =22 .
8
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Stavljajuéi u = t, iz prethodnog sistema je

1, 2v/2
v==-t2, 2= " t\/t
3 3v3
i, prema uvedenoj smeni,
1 1 1 1 2v/2
== =Z(8t4+t?) ,y==(v—u)==(t2-3t) , 2= = tt,
x 2(u+v) 6( +t°) , y 2(11 u) 6( ),z 3\/§\[
pa je
1 1 2v/2
X (= (3t +t3), = (¢ — 3t), = tvt) .
(6( )5 ) 3v3 \[)

Za tacku 0(0,0,0) jet =u=x—y =0—0=0, a za tacku B(3,0,V8) jet=u=2—y =
3—0=3. Zato za tatke X € L C L vazi t € [0, 3] i parametarske jednacine krive L glase

1 1 2v/2
L: =-Bt+t?), y==-(t>=3t), 2= —"Zt/t; te|o,3].
o= GOt B)  y= (=3 2= 20/ te oy

Kako je
T o= Lor— g - Vi,
m(t)76(3+2t) , Y () = 6(2t 3), 2(t) = ﬁ\/i,
22+ () + 22 () = %(21& +3)2,

duzina [ krive L je

l:/LdA:/()g Vo) + 20 + 220 de
3 /1 1 3 1 3
:/0 1/17;(2t+3)2 dt:ﬁ/o (2t+3)dt:3—\/§(t2+3t) ‘023\@'

Izra¢unati duzinu dela krive L1, koja je presek povrsi
S 2r=3y, Sy 2xy =9z,

izmedu tacaka O(0,0,0) i B(3,3,2).

Resengje. Neka je L = OB deo krive L1, ¢iju duzinu ! treba izracunati.
Stavljajuéi = t, iz jednacina povrsi S i So sledi

Za tacku O(0,0,0) jet =z = 0, a za tacku B(3,3,2) je t = z = 3. Zato su parametarske
jednacine krive

2
L: =t,y=-t>,z=—t3; t€]0,3
v Y=t f T gy [0,3]
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ili, sto je isto,

Kako je

2 2
! = — ! =22
y(@) =Sz, #@) = a?

4 4 1 2
1 12 /2 -1 =2 = 4:722 9
+ 9y (z) + 2% () —l—gx —1—8196 81($ + ) ,

duzina [ krive L je

ZZ/Ld)\:/Og\/l—i—y’Q(:r)—i—z’Q(w) dx

1 /3 2 1, 3 3
‘5/0 (207 +9)do = o (2% +92) | =5

Izracunati duzinu krive (astroida)
L : x2/3+y2/3:a2/37220’

gde je a > 0.

Resenje. Zamenom y = 0 u implicitnu jednac¢inu krive L sledi x = +a, pa L sete z—osu
u tackama (a,0,0), (—a,0,0) i analogno, L se¢e y—osu (x =0, z = 0) u tackama (0, a,0),
(0, —a,0). Astroida L je prikazana na sledecoj slici. Zbog simetrije u odnosu na z i y—osu,
posmatramo samo deo u I kvadrantu zy-ravni (z = 0) za koji je z,y > 0.

Da bismo odredili parametarske jednacine krive L, prelazimo na uopsStene polarne
koordinate pomodéu
:r:Tcos3<p, y:rsin3<p .

Smena je oblika (1.4.6) sa neparnim brojem n = 3, pa je 0 < ¢ < 27 maksimalni raspon
koordinate ¢. Zamenom ovako iskazanih x i y u zadatu implicitnu jednac¢inu krive, nala-
2/3 72 =2 ir =a > 0, 5to ne namedée ograni¢enja koordinati . Zato su

parametarske jednacine krive

zimo 72/3 = g

L: z=acosPy,y=asin®p, 2=0; ¢el0,2n].
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Kako je

#'(¢) = —3acos? psing , y'(p) = 3asin® pcosp , 2'(p) =0 ;
() + 4 () + 2% () = 9% cos® psin®

i kako za z,y > 0 iz uvedene smene sledi cosp > 0, sinp > 0, to je ¢ € [0,7/2] u
I kvadrantu i za duzinu [ krive L se dobija

I = de,\ - 4/07r/2 \/:r’Q(so) +12(p) + 2/%() dp

/2 /2
:4/ 3a|cos<psingo|dg0:12a/ cos @ sin ¢ dp
0 0

e g
2 0

/2
= 12a/ sin p d(sin ) = 12a
0

Vrednosti parametra ¢ za deo krive L u I kvadrantu smo mogli da dobijemo kao u
Zadacima 11 2, na osnovu grani¢nih tacaka (a,0,0), (0, a,0) tog dela. Preciznije, za tacku
(a,0,0) iz parametarskih jednagina krive L sledi a = a cos® ¢, 0 = asin® ¢, tj. 1 = cos® ¢,
0 =sin®p icosp = 1, sinp = 0, pa ovoj tacki odgovara ¢ = 0. Analogno, za tacku
(0,a,0) jecosep =0,sinp =11 ¢ =m/2.

Izra¢unati duzinu dela krive L1, koja je presek povrsi

Sy: a3y =23 [ a1/3(x2/3 +yz/z;) ’

zaz,y>0ia>0.

Resenje. Neka je L deo krive L1, ¢iju duzinu ! treba izraCunati. Zbog uslova z,y > 0,
iz jednacine povrsi Sz sledi z > 0, pa se kriva L nalazi u I oktantu. Povrs S je cilindri¢na,
sa direktrisom u xy-ravni (z = 0) i izvodnicama paralelnim z—osi. Direktrisa ima ”istu”
jednacinu kao Si, pa je to astroida iz Zadatka 3. Citava cilindriéna povrs, a time i kriva
L koja joj pripada, projektuje se na direktrisu (3° iz Napomene 2.3.5). Zato je projekcija
Lygy krive L na xy-ravan deo astroide u I kvadrantu te ravni.

Prema Zadatku 3, parametarske jednacine projekcije su

Lyy - a::acos?’cp, y:asin?’go, z=0; ¢e€ [O,g].

Tacke sa krive L i njihove projekcije sa krive Lgy imaju iste koordinate = i y. Kako
kriva L pripada povrsi Sa, koordinate njenih tacaka zadovoljavaju jednacinu ove povrsi.
Zamenom z, y iz parametarskih jednacina za Ly u jednacinu za So dobija se

z = a1/3(a2/30052gp—l—a2/3sin2<p) =a,

Sto je treca koordinata z tacaka sa krive L, pa su parametarske jednacine

T
L: :r:acos3<p, y:asin3<p, z=a; pE€E [0,5].
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Buduéi da je z = a konstanta, to je z/(¢) = 0 i duzina
l=-a

se izracunava kao u Zadatku 3.

Prema rezultatu iz Zadatka 3, duzina projekcije Lgy je 6a/4 = 3a/2. Sve tacke sa
krive L imaju istu tre¢u koordinatu z = a, Sto znaci da se L nalazi u ravni z = a, koja je
paralelna zy-ravni. Zato kriva L i njena projekcija Lyy imaju istu duzinu.

Izra¢unati povrsinu dela cilindrié¢ne povrsi
Ss: 224y’ =a
koji se nalazi izmedu povrsi

Sy ZZ*(562+?J2)7 So: z=+22+y?,

pri ¢emu je a > 0.

Resenje. Neka je cilindri¢na povrs S deo zadate cilindri¢ne povrsi Ss, ¢iju povrsinu m
treba izracunati. Takode, neka je L direktrisa, a L; i Lo bazisi povrsi S koji nastaju u
preseku S3 sa S1 i S3 sa S redom. Povr§ Si je paraboloid, a S2 konus sa z—osom kao
osovinom.

Z A
TN
Lo|—8,
A SR
X
_ L

Povrsinu m izracunavamo kao zbir
m=m1+mz,
gde je m; povrsina onog dela povrsi S koji se nalazi ispod zy—ravni (z < 0) , a mg povrsina
dela iznad zy-ravni (z > 0). Kako je bazis L na paraboloidu, a bazis Ly na konusu, uz
oznake

S1: z=filz,y)=—(2"+9°) <0,  S2: z=falz,y) = Va2 +y2 >0

i prema geometrijskom tumacenju krivolinijskog integrala I vrste, dobijamo

my = ‘j{Lfl(m,y)d)\‘ :ﬁ(gﬂ%-y?) dX , mg :ﬁfg(x,y)d)\:ji 22 + 42 d) .
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Direktrisa
L: 22+4+4y?>=d?,2=0

je centralna kruznica u zy-ravni (z = 0) polupreénika a. Uvodenjem polarnih koordinata
sa
r=rcosp, y=rsing,

iz jednacine kruznice sledi » = a i njene parametarske jednacine glase
L: xz=acosyp, y=asinp, z=0; ¢ €]0,2n].
Odredujudi

22(p) + v*(p) = a® ;
2'(p) = —asing , y'(¢) =acosp, 2'(p) =0;
(@) + 3% (@) + 27 (p) = a®

nalazimo dalje

27
my = /0 [#(0) + v2()] V/2'2(9) + ¥2(0) + 272(p) dip

7 3 |?" 3
:/ a*Vva? dp=a go‘oz2a7r,
0

27
ma :/0 Va2 (@) + () VEr2() + 32 (0) + () dp
27 2
:/ Va2 va? dgozagnp’() =2a%m,
0

pa je
m = 2a°7 + 207 = 2a%(a + )7 .

Izracunati krivolinijski integral I vrste

I:f\yw,
L

gde je L kriva (lemniskata)
L: (a;2+y2)2 =a*(z* —y*), 2=0

ia>0.

Resenje. U implicitnoj jednacini krive L je (:c2 + y2)2 > 0, pa mora da bude i
x2 — y? > 0, odakle je redom: y? < 22, |y| < |z|, —|z| <y < |2| i

—x<y<z,z>20;z<y<—a,zz<0.
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Dakle, kriva L se nalazi u zy—ravni (z = 0) ”iznad” prave y = —z i "ispod” prave y = x
za x > 0, a obrnuto za z < 0. Dalje, za y = 0 iz jednagine krive L sledi z2 (:r2 — a2) =0
iz =0, z = =a, pa L sefe y—osu u tatkama (0,0,0), (a,0,0), (—a,0,0). Za x = 0 se
dobija y* = —a2y? iy = 0, pa je (0,0,0) presecna tacka krive L i y—ose. Kriva L je dobro
poznata Bernoullieva lemniskata.

(p_3n YA ¢

s
4 4

(P: y=-x (p:—%

Sa slike vidimo da lemniskata L nije zatvorena prosta kriva u smislu Definicije 1.1.9.
U stvari, lemniskata se sastoji od dve zatvorene krive Lj i Lo sa zajednickom tackom
(0,0,0). Ova tacka je singularna tacka implicitne jednacine i to dvostruka tacka ([2],
str. 97).

Uvodenjem polarnih koordinata sa

r=rcosp, y=rsingp,

iz jednacine krive L sledi 2 = a2 cos 2p. Kako je 72 > 0, to mora da bude cos2¢ > 0, a
ovo vazi za 2p € [—7/2,7/2] U [37/2, 57 /2], tj.

W

“06[72’1 4’4

sto je u skladu sa prethodnim zaklju¢kom o polozaju krive L u xy—-ravni. Zbog a > 0, u

navedenim segmentima je
r = ay/cos2p ,

paje L = Li U Lg, gde L1 i L2 imaju parametarske jednacine

T T
Li: x=acosp\/cos2p , y=asinpy/cos2p, z=0; @€ [—f f] ,

4’4
3r 5
Ly : x=acospy/cos2p , y=asinpy/cos2p, 2=0; @E[f,f]

Objedinjene, ove jednacine se smatraju parametarskim jedna¢inama krive

3m 5
L: x=acospy/cos2p , y=asinpy/cos2p, z=0; € [—g,%] U [—ﬂ —ﬂ-] .

Integral I postaje
I=1+1,

gde je

n :}{ lyld fzzyf lyldx .
L1 Lo
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Kako je
(o) 4 y2(0) + 72(0) =~ ; ax Va2 (@) + y2(9) + 22(p) dp = ———d
x z = ; =1/ z =
o) +y (e ?) = oss o)+ (e @) do oz
i |y| = al sin ¢p|y/cos 2¢,
20, pe[0 0[] smes0, pe[-Toluln ]
sin , , — —, 7| ; sinp <0, -, T, —|
Yz ¥ 1 1 ® © 1 1
to je
0 a /4 a
I = —asi cos2¢p ———d +/ si cos2¢p ———d
' LM VIR Veeszp T Sy IV oo
0 /4 0 /4
:—az/ singod(p+a2/ sinapdcpzaQ(:osgo‘ —o‘r?cosgorT
—7/4 0 —7/4 0
:(2—\/5)612,
T a 5m/4 a
IQ:/ asin ¢ cosQapidgo—l—/ —asin p4/cos 29 ———dp
37/4 \/cos 2¢ - \/€os 2¢p
™ 57 /4 5m/4
:a2/ sincpdgofaQ/ sirlgodcp:fanoscp‘Tr +a2cos<p’ "
3m/4 i 3r/4 ™
=(2-V2)a?
i konacno

I=1+1=2(2—-V2)a?.

Izracunati krivolinijski integral I vrste

I:%\/ﬂzz—i—yz dX ,
L
gde je L kriva

L: 224y*=ax, 2=0

ia>0.

Uputstvo. U Primeru 2.3.2 smo veé nasli parametarske jednacine krive

2 . mw T
L: z=acos“p, y=acospsinp, 2=0; ¢pé€ [—5,5]
i odredili
2 2 2
22(¢) + 42 (p) = a® cos®(¢) ; 2’7 () + 4" () + 27 () = a” .
Zato je

/2 9 /2 5 /2 5
I:/ alcosplady =a / cospdp = a”sinp =2a”“ .

—m/2 —/2 —m/2
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Krivolinijski integrali po koordinatama (II vrste)

Ako je

tada je

Izra¢unati potpuni krivolinijski integral II vrste
1= / 3 dx + 3y’ z dy — 2%y dz |
L

gde je L deo prave izmedu tacaka A(1,2,3)1i B(—1,2,1), orijentisan od tacke
A ka tacki B.

Resenje. Neka je L prava koja prolazi kroz tacke A i B. Simetri¢ni oblik jednacine
prave kroz dve tacke (r1,y1,21) 1 (z2,y2,22) je ([8], str. 274)

r—1 Y-y _ 22—z

2 — 1 Y2 — Y1 22 — 21

Stavljajuéi (z1,y1,21) = (1,2,3), (x2,y2,22) = (—1,2,1) i oznacavajuéi razlomke sa t,
dobija se
z—1 y—2 =z-3 —y

—2 0 —2

odakle slede parametarske jednacine prave

Li: z=1-2t,y=2,2=3-2t; telR.

Za tatku Ajex =1, z=3,pajet =0. Za tacku B jex = —1, z =1, pa jet = 1. Zato
L ima parametarske jednacine

L: z=1-2t,y=2,2=3-2t; te€]0,1].

S obzirom na orijentaciju od A ka B, parametar ¢t se menja od t =0 do ¢t = 1.
Nalazeéi
d(t)=-2,y'(t)=0, S (t)=-2,
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integral I postaje

1
1 :fo [2% (1)’ () + 3y> (1) =(8)y' () — 2 ()y ()" (1)] dt

1 1
4
:/ [—2(1—2t)3+4(1—2t)2]dt:2/ (1—2t—4t2+8t3)dt:§‘
0 0

Izra¢unati potpuni krivolinijski integral II vrste

/—ydm—i—xdy
CJrat+(y—6)27

gde je L deo kruznice
Li: 2244>—-12y+18=0, 2=0

izmedu tacaka A(3,3,0) 1 B(—3,9,0), orijentisan od tacke B ka tacki A.
Resenje. Integral I je potpuni krivolinijski (2.2.3) sa R(z,y, z) = 0. Kruznica
Li: 224 (y—62=18, 2=0

je u zy-ravni (z = 0), sa centrom u tacki (0,6, 0) i polupreénika 3v/2.

Yy YA
L BTN\ L
R | /A

0] 3w x 300 3 «x

Kako je Ly "pomerena” kruznica, uvodimo smenu
r=rcosp, y—6=rsinp
i dobijamo r = 3v/2, kao i parametarske jednagine
Ly: I:S\/icosgo, y:6+3\/§sin4p, z=0; ¢€|[-mmn].

Za tacku A(3,3,0) je
3=3v2cosp, 3=6+3V2singp,

odakle je cosp = 1/2/2, sing = —v/2/2, pa je ¢ = —n/4. Za tacku B(—3,9,0) je

—3=3vV2cosp, 9=6+3vV2singp,



KRIVOLINIJSKI INTEGRALI 11

odakle je cosp = —v/2/2, sinp = v/2/2 i ¢ = 3w/4. Dakle, parametarske jednacine krive
L su

3
L: $:3\/§c0s<p, y:6—|—3\/§singo, z=0; @€ [—g,f] ,
pri ¢emu se za zadatu orijentaciju parametar ¢ menja od ¢ = 3w/4 do p = —7/4.

Nalazeci
2'(p) = —3V2singp , ¥ (p) =3V2 cosp , 2/(p) =0

i sredujuci podintegralni izraz, dobija se

—n/4 _ 2 . , —n/a
1:/3 y(p)z' (¢) + (L)Y (¥) d(p:/3 (1+V2sinp)dp = —(2+7) .

w/a 22(0) + [y(p) — 6] /4

Izracunati potpuni krivolinijski integral II vrste

I:?{ydx—dey,
L
gde je L = L1 U Lo, kriva L; je deo kruznice
Ly: 2249y*=2zx,2=0
koji se nalazi van kruga ograni¢enog kruznicom
Ly: 2°4+9y*=2y,2=0,

a kriva Lo je deo kruznice L, koji je van kruga ogranic¢enog sa L3. Posma-
trano sa pozitivnog dela z—ose, L je negativno orijentisana.

Resenge. Kruznice L3 i Ly pripadaju xy-ravni (z = 0). ReSavanjem sistema
w2+y2 =2z, :c2—|—y2 =2y

nalazimo njihove prese¢ne tacke (0,0,0), (1,1,0), koje leze na pravoj y = x. S obzirom
na
Ly: (z—-1)2%4+¢y2=1, Ly: 224+ @y-1)%=1,

kruznica L3 ima centar u tacki (1,0,0) na z—osi, a L4 ima centar u tacki (0, 1,0) na y—osi.

y
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Obe kruznice imaju centar na nekoj od koordinatnih osa i prolaze kroz koordinatni
pocetak, pa mogu direktno da se uvedu polarne koordinate smenom

T =rcosy, y=rsinp,

posle koje se iz jednacina kruznica dobija r = 2cosy za L3z i r = 2sinp za Lyg. Kako
je L1 deo kruznice L3 ”ispod”, a L2 deo kruznice L4 ”iznad” prave y = z i kako pravoj
y = x odgovara ugao ¢ = /4, dobijamo parametarske jednac¢ine

T
Rk
Lo: x=2cospsing , y:2sin2go, z=0; @€ [g,w] .

Ly : m:QCOSQLp, y=2cospsing , z=0; 906[

Zbog negativne orijentacije krive L, ugao ¢ se menja od ¢ = 7/4 do ¢ = —7/2 za krivu
Liiod ¢ =mdoy=mn/4zakrivu La.
Kriva L = L1 U L2 nema jedinstvenu parametrizaciju. Zato integral I rastavljamo na
dva integrala po delovima krive
I=1+1s,

gde je
I :/ ydr —2xdy , Iz :/ ydr —2xdy .
Ly Lo
Za krivu L1 je
z'(p) = —dcospsing , y' (@) = —2sin? ¢+ 2cos? ¢ ,
a za krivu L je
z'(p) = —2sin? o + 2cos? ¢ , Y/ (@) =4cospsing ,

pa sredivanjem podintegralnih izraza sledi

—/2 —/2 4
! /
I = / ly(p)2'(¢) — 22(p)y' (p)] dp = —8/ cos® pdyp
/4 w/4
/4
I = —4/ (sin4 © + 3 cos? psin? ga) dep .
T
Sukcesivnom primenom jednakosti
2 14 cos2p . 9 1 —cos2p
cos“p=——7—7—, sin“p=—7-—
2 2
transformisemo izraze
2 1+ cos2¢p

cos‘ﬂp:(cos @)2:( 5 )223(1—"—2COS2@+COS22§D)

1+1 2_'_11—1—00544,0 3+1 2_}_1 4

= -+ —cos - ——— " = — 4 ~cos ~cosdyp ,

4T T T g T LT gty
1-— 20\ 2 1

sin® ¢ = (sin” (p)2 = (#) =1 1 — 2cos 2¢ + cos® 2¢)

1 1
- Ecos2<p—|— gcosélap,

2¢ 1 — 2 1 1
toos2p COSY _ 7(1 — cos? 250) = = sin? 2¢

2 2 4 4
1—cosdp 1

1 1
- ————— =_—— —cos
1 2 g8 g

cos? %) sin? p=
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i za integrale I7, I2 dobijamo

/2.3 1 1
11:78/ (7+7005250+fcos4g0) dy
71' 8 8

/4 2
—/2 —m/2 —7/2
= —3/ dcp—4/ cos2<pdgo—/ cos4dpdp
/4 /4 /4
—n/2 —7/2 1 —7/2
= —3(,0’ —2/ cos2¢ d(2¢) — 7/ cos 4o d(4y)
w/4 /4 4 /4
9 -n/2 1 —/2 9
=~ m—2sin2p| " —Tsind —o4 2
1 s sin 2¢ /4 1 sin 4y /4 + 1 s
/431 1
122—4/7T (1—56052@—1cos4¢)d<p
3 1 . 1 . w/4 9
_—4(Zcp—Zsm?cp—ﬁsmélcp)‘7r _1—|—Z7'r.

Konacno je

1211+12:3+§7"~
Izra¢unati potpuni krivolinijski integral II vrste
1= 7{ yide — 2 dy + 2% dz
L

gde je kriva L presek povrsi
S: 24y+222=1
sa koordinatnim ravnima za x,y,z > 0. Posmatrano sa pozitivnog dela

x—ose, L je pozitivno orijentisana.

Resenje. Ako jednacinu povrsi S zapiSemo u obliku
S y:—(x2+z2)+1,

vidimo da je S paraboloid sa y—osom kao osovinom, pomeren ”udesno” za 1 duz y—ose.
Kako su jednacine y—ose x = 0, z = 0, reSavanjem sistema

m2—|—y+22:1,x20, z=0,

tj. zamenom x = 0, z = 0 u jednaginu 22 +y + 22 = 1, sledi y = 1 i prese¢na (zajednicka)
tacka y—ose i paraboloida (0,1,0). Analogno, smenama y =0, 2 =0ixz =0,y =0 u
22 + y + 22 = 1 slede preseé¢ne tacke (1,0,0) i (0,0,1) paraboloida sa x i z—osom redom.
Neka su Li, Lo i L3 presecne krive paraboloida S sa zy, yz i zx—koordinatnom ravni
redom u I oktantu (z > 0, y > 0, z > 0). Paraboloid S i zatvorena kriva L = L1 ULy U L3
su prikazani na slede¢im slikama. Zadata orijentacija krive L se odnosi, u stvari, na
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orijentaciju njene projekcije na yz—ravan, a kriva L je orijentisana samo saglasno projekciji
(Slika 1.2.9 i komentar uz nju).

Jednacina xy-ravni je z = 0, pa se jednalina krive Lj nalazi zamenom z = 0 u
jednaginu paraboloida 22 +y+ 22 = 1. Pri tome je z > 0, y > 0. Takode, zamenom x = 0
iy=0ua?+y+22=1, slede jednacine krivih Ly za y >0, 2> 01i L3 za > 0, z > 0.
Dobijaju se implicitne jednacine:

Ly : m2—|—y:1,z:07 Lo : y+z2:1,x:0, Ls: 2242 =1,y=0.
Eksplicitne jednacine krivih L1 i Lo su
Li: y=1—-2%2,2=0, Ly: y=1—22,2=0,

§to znaci da se radi o delovima parabola u xy i yz—koordinatnoj ravni redom. Kriva L3 je
deo centralne kruznice u zz—ravni. Imajuéi u vidu poslednju sliku i ograni¢enja = € [0, 1],
€ [0,1], kao i Napomenu 1.4.3, parametarske jednacine krivih L1 i Lo su

Li: y=1-2?,2=0; z€l0,1],
Lo: z=0,y=1-22; z €[0,1],

pri cemu je za parametar izabrana Descartesova koordinata x u slucaju Lj i z u slucaju
L. Uvodeéi polarne koordinate u zz—ravni sa

zZ=rcosy, r=rsinp

i postujuéi ogranicenje ¢ € [0,7/2] u posmatranoj situaciji, iz jednacine krive L3 sledi
r = 1 i njene parametarske jednacine glase

L3: x=sinp, y=0, z=cosp; ¢E [O,g].

Za zadatu orijentaciju krive L, izabrani parametri x, z i ¢ se menjaju od x =1 do x =0,
odz=0doz=1iod p=0do ¢ =m/2.
Za krivu Lj je
y'(x)= -2z, 2 (z) =0,

za krivu Lo
2'(2) =0, y'(2) = -2z

i za krivu L3
z'(p) =cosp, y'(p) =0, 2'(p) = —sinp.
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Zato je

y2de — 22 dy + 22 dz

1

0 0
(y2(:c) — 22y (z) + 22 (x) 2 (x)) do = /1 (1- 222 4+ 2 + 2:1:3) de = —

~
I
.

31
30’

—

~

~
)
Il

y2de — 22 dy + 22 dz
2

1 1

PFOrE) -y + A= [ a= ]

I
S~

y2de — 22 dy + 22 dz
3
/2

(V2 (@) ' (¢) — 22 (9) ¥ () + 2% () 2’ (9)) dp

Il Il
S~ T

cos® ‘W/Z_ 1
0

3 3

/2 /2
:/ — cos? psinpdyp :/ cosZ pd(cosp) =
0 0
i, s obzirom na L = L1 U Lo U L3,

I=5L+12+13= 31
=1 2= -5

Krivu Lz smo mogli da parametrizujemo kao i krive Li, L2, pomocéu neke od
Descartesovih koordinata z ili z, npr.

Ly: z=+1-22, y=0; z€l0,1],

pri ¢emu se parametar z za zadatu orijentaciju menja od z =1 do z = 0.

Posmatrana u celini, kriva L je prostorna. Sastavljana je od delova Li, Lo, L3 sa
razli¢itom parametrizacijom (4° iz Napomene 2.3.5). Svaki od delova pripada nekoj od
koordinatnih ravni i poklapa se sa svojom projekcijom na tu koordinatnu ravan.

Izra¢unati potpuni krivolinijski integral II vrste
I:]{dex—xQdy—i-szz ,
L

gde je kriva L presek povrsi

S: y=1—+22+4 22
sa koordinatnim ravnima za x,y,z > 0. Posmatrano sa pozitivnog dela
x—ose, L je pozitivno orijentisana.
Uputstvo. Koristedi iste oznake i postupajuéi kao u Zadatku 11, dobija se
Li: y=1—-z,2=0; =z€][0,1],
Ly: z=1-y,z=0; ye€l0,1],

L3: z=cosp,x=sinp, y=0; € [O,g],
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pri ¢emu se izabrani parametri menjajuod x =1doz=0,o0dy=1doy=0iod =0
do ¢ = 7/2. Dobija se

L=—,=;,3=—c;1=—-.
Izracunati potpuni krivolinijski integral II vrste
I:%yd;v—I—:L‘Qdy—i-zdz ,
L
gde je kriva L presek povrsi
2 2 1 2 2
Sy 4yt =2x+vy), Sy z=—4=+a22+y>.

V2

Posmatrano sa pozitivnog dela z—ose, L je pozitivno orijentisana.

Resenje. Povrs Sy je cilindri¢na sa direktrisom u zy-ravni (z = 0) i izvodnicama
paralelnim z—osi. Povrs S2 je konus sa z—osom kao osovinom.

x Ly

Direktrisa cilindriéne povrsi je istovremeno i projekcija Lgy krive L na xy-ravan (3°
iz Napomene 2.3.5). Zato je

Loy: 24y =2@x+y), 2=0,
sto je ”pomerena” kruznica
Loy: (@-1)2+(y-12=2,
sa centrom u tacki (1,1,0) i polupreénika V2. Uvodenjem smene
r—1=rcosy, y—1=rsinp,
sledi r = /2 i parametarske jednacine glase

Lyy: z=14+v2cosp,y=1+V2sinp, 2=0; ¢cl0,2n].
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Kriva L pripada konusu Sz, pa koordinate njenih tacaka zadovoljavaju jedna¢inu konusa.
Takode, tacke na krivoj L i njihove projekcije na Ly, imaju iste koordinate = i y. Zamenom
x, y iz parametarskih jednac¢ina projekcije u jedna¢inu konusa dobijamo i z—koordinatu

zz%x/:ﬁ—l—y :\/2+\/§(cosg0—|—sin<p).

Parametarske jednacine krive L su

L: z=14++v2cosp, y=1++v2singp, z=\/2+\/§(cos<p+sincp); @ € [0,27] .

Zadata orijentacija krive L, kao saglasna pozitivnoj orijentaciji njene projekcije Lgzy,
namece promenu parametra ¢ od ¢ =0 do ¢ = 27.
Nalazedi

V2 cosp —sin
2 \/2+ﬂ(coscp+sin<p)

2/ (p) = —V2sing , Y/ (p) =V2cosp , 2 (p) =

i sredujuéi podintegralni izraz, integral I postaje

27
1= [T )’ (0) + 2200 () + 2()2 (9] dio
27 2 D)
:/ (%cosgof%sincpqtzlcos%pf2sin2<p+2\/§cos3go>d«p.
0

Kako je
cos® p = (1 — sin? <p) COS(p = COS p — cos<,osin2 ©

i, prema formulama navedenim u Zadatku 10,
4cos2<p — 2sin2cp =14 3cos2p,

dobija se

2 V2 3v2
I:/ (1+choscpf \2[singo+300s2cpfQﬁcosnpsinzgo) dy
0
V2 3v2
= (o 2 2

sin ¢ +

3 27 2w 9
cosp + 3 sin 2<p) ’0 —2\/5/ sin® ¢ d(sin @)
0

. 3 2
— o —2V2 Smg 14 ‘0”: o .

Izra¢unati potpuni krivolinijski integral II vrste
1= 7{ yide 4+ 22 dy + 2? dz |
L

gde je kriva L (Vivianieva) presek povrsi

Si: 2 +y?=az, So: 24+ yi+22=a
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za z > 01a > 0. Posmatrano sa pozitivnog dela z—ose, L je pozitivno
orijentisana.

Resenje. Povrsi S7 1 S2 su iste kao u Primeru 2.3.2, pa je na sledecoj slici izdvojen
samo onaj deo sa Slike 2.3.4 koji je znacajan za ovaj zadatak. Sa Lz, je oznalena pro-
jekcija krive L na xy-ravan, koja je istovremeno i direktrisa cilindri¢ne povrsi S1 (3° iz
Napomene 2.3.5).

X ny

Parametarske jednacine projekcije (kriva L iz Primera 2.3.2 i Zadatka 7) smo veé
odredili

. T
Lyy: x= acos>p , y= acospsingp , z=0; @€ [75, 5]
Ovako iskazane z, y smenjujemo u jednacinu sfere i dobijamo
22 =a? —a? cos4go —a? c052<,asin2 p= a? — a? 005290 =q? sin2<p ,

odakle je z = alsin ¢| zbog uslova z > 0. Parametarske jednacine krive L su

9 . . T
L: z=acos“p, y=acospsing, z=al|sing|; ¢¢€ [—5, 5]
Za zadatu orijentaciju krive L, tj. orijentaciju projekcije Lz, parametar ¢ se menja od
p=-—-m/2dop=m/2.
Radi jednostavnosti zapisivanja, potpuni krivolinijski integral II vrste rastavljamo na
integrale po koordinatama

I=L+1+13,

IlZ%yzdI’,IQZ%ZQdy,I3:f$2dZ.
L L L

z'(p) = —2acospsing , y'(p) = a(0052 © — sin? go) ,

gde je

Kako je
integrali I1, I2 postaju

/2 /2
L =/ v () &' () dop = —2a3/ cos® psin® pdp
—7/2 —/2

/2 ™/2
I = / 22(0) ' (@) dp = a® / (cos2 psin? ¢ — sin? @) dep .
/2 /2

—T —T
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Funkcija cos® psin® ¢ je neparna, funkcije cos? ¢sin?¢ i sin?p su parne, a segment
[—7/2, /2] je simetriCan. Zato je

/2
Iy = 243 / (cos? psin? ¢ — sin® ) dy .
0

Koristeéi formule izvedene u Zadatku 10, za integral I2 dobijamo

/200101 1 1
=2 [ Leonzo - Leosag) dp= —Latn
2 a/o 4+QCosga 4cos<p © 4a7‘r

Iz z = alsing|, ¢ € [—7/2,7/2] sledi z = —asinp ako je p € [-7/2,0] i z = asinp ako
je ¢ € [0,m/2]. Jos je

Z'(p) = —acosp, @€ [—g,o] ; Z(p) =acosp, ¢e [O,g] ,

pa integral I3 postaje

I3

—Tr

0 /2
/ () 2 () dip + / 2(p) 2/ () dip
/2 0

0 /2
—a3/ cos5<pdcp+a3/ cos® pdp=0.
—7m/2 0

Poslednja jednakost je posledica ¢injenice da za parnu funkciju cos® ¢ vazi

0 /2
/ cos® pdp = / cos® pdy .
—7/2 0

Kona¢no je

1 3
I:Il—i—fg—i—Ig:—Za .
Izra¢unati potpuni krivolinijski integral II vrste

I:fzdx—i-xdy—l—ydz,
L

gde je kriva L presek povrsi
St $2+y2+z=4, S x2+y2+22:4z.

Posmatrano sa pozitivnog dela z—ose, L je pozitivno orijentisana.

Resenje. Povrs S; je paraboloid

Sy : z:—(x2+y2)+4
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sa z—osom kao osovinom, koji z—osu sece u tacki (0,0,4). Povrs S3 je sfera
So: 22 4+y?4+(z2-2)2=4

sa centrom u tacki (0,0, 2) i polupre¢nika 2.

ZA
4

Kriva L se bijektivno projektuje samo na zy-ravan (1° iz Napomene 2.3.5). Jednacinu
projekcije Ly krive L na zy-ravan dobijamo eliminacijom z-koordinate iz jednacina
povrsi Sp i S2 (Napomena 2.3.3). Iz jednacine paraboloida je

z—2=2-— (x2+y2) ,
§to zamenom u jednacinu sfere daje
2
—3(m2+y2) + (x2+y2) -0

i, deobom sa x2 + y? # 0, jednacdinu projekcije

Parametarske jednacine kruznice Lyy su
Lyy - z=v3cosp, y=+v3sinp, z2=0; @€ [0,27] ,

gde je r = v/3 polarni radijus i ¢ polarni ugao. Povratkom u bilo koju od jednagina sfere
ili paraboloida sledi z = 1, pa su parametarske jednacine krive

L: z=+3cosp, y=+V3sinp, z2=1; ¢el0,27],

pri ¢emu se za zadatu orijentaciju krive L parametar ¢ menja od ¢ = 0 do ¢ = 27.
Kako je
a'(¢) = —V3sing , y'(p) =V3cosp, 2(p) =0,

to je

27 27 3 3
I:/ (—\/gsinap—&—?ycosZSp)dga:/ (5—\/§sing0+§c052ap) do = 3 .
0 0
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Izra¢unati potpuni krivolinijski integral II vrste

I:%zdx+xdy+ydz,
L

gde je kriva L presek povrsi
S z=ar+4?

sa povrsima
3
Si2: Z:Z—’y‘-

5

Posmatrano sa pozitivnog dela z—ose, L je pozitivno orijentisana.

Resenge. Povrs S je paraboloid sa z—osom kao osovinom. Iz jednagine z = 3/4 — |y|
slede jednacine povrsi S; zay > 01 Sg za y <0,

St =Y Sa : z:Z—l—y,
pa su S1 1 .S2 poluravni (cilindri¢ne povrsi) paralelne z—osi. Ako su L; i La presecne krive
poluravni S1 i S2 sa paraboloidom S, tada je L = Li U Lo zatvorena kriva. Sa Ligzy i
Lo,y oznacimo projekcije za L1 i La na zy-ravan (z = 0).

Jednacinu projekcije Liyy krive L1 na xy-ravan nalazimo eliminacijom z—koordinate
iz jednagina povrsi S i S1. Dobija se 3/4 —y = 22 + y2, tj.

2 1\2
Lisy: 2+ (y+5) =1,2=0,
pri ¢emu je y > 0. Analogno, iz jednacina povrsi S i S2 za y < 0 sledi jednacina projekcije

1\ 2
Logy : xQ—i—(y—E) =1,2=0.
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Dakle, projekcije su delovi ” pomerenih” kruznica sa centrima (0, —1/2,0), (0,1/2,0) na y—
osi i polupre¢nika 1. Za y = 0 iz jednacina krivih L1y, Lagy sledi 22 = 3/4 iz = £/3/2,
pa se radi o delovima izmedu tacaka A(—+/3/2,0), B(v/3/2,0). Smenama

1 1
T =rcosyp, y—}-i:rsingo; T =rcosyp, y—izrsincp

u jednacine krivih L1y i L2gy redom, dobijaju se njihove parametarske jednacine

I 1 4 0 c [77 577]
: x=cosp,y=——+sinp, z=0; -, =1,

ley P,y 5 ® © 6’6

L 1 Lsi 0 E[ 51 7T:|
: r=cosp,y=—+sinp, z=0; —= .

2zy Y, Y D) %2 P 56

Granice parametra ¢ su odredene slicno kao u Zadatku 9. U slucaju krive L1y, za tacku
Aje cosp = —/3/2,singp = 1/2 i ¢ = 57/6, a za tacku B je cosp = v/3/2, sinp = 1/2 i
¢ = m/6. Analogno, u slucaju krive Loy, tacki A odgovara vrednost ¢ = —57/6, a tacki
B vrednost ¢ = —7/6. Kako je L1 C S1 i Lo C Sa2, iz jednacina povrsi S1 i S2 dalje sledi
3 3 1 . 5 . 3 3 1 . ! .
z—z—y—z—(—i—l—smcp) —Z—smgo, z_Z+y_Z+(§+smcp) _z—i—smcp,

pa su parametarske jednacine krivih L; i Lo date sa

I 1+_ 5 . e[ﬂ 57r]
. x=cosp,y=——+sinp, z=— —sinp ; - —,
1 Y,y D) ® 1 ® ¥ 6’ 6
I 1+, 5+, G[ 5 7T:|
: r=cosp,y=—+sinp, z= - +siny; - = .
2 Y, Y 5 ® 1 ® ® 66

Kako je L C S, z—koordinate tacaka krivih Lj i L2 mogu da se odrede i iz jednacine

paraboloida. Zadatoj orijentaciji krive L, odnosno krivih L; i L2, odgovara promena

parametra ¢ od ¢ = 7/6 do ¢ =57/6 za L1 i od ¢ = —57/6 do p = 7/6 za La.
Izracunavanjem odgovarajucih izvoda i sredivanjem podintegralnih izraza, dobija se

5m/6 1 5 1
Ilz/ zdm—l—xdy—i—ydz:/ (1+fcos<p—fsin<p—fsin2cp> dep
L, /6 2 4 2
5 2
_ e 2
4 3

/6 1 5 . 1.
I = zdr +xdy+ydz = (*COSL,O—*Sln(p—f—COSQ(p—‘y-*SanLp)ng
Lo —57/6 4 2

2
1 5vV3
1,5v8
2 4

i, s obzirom na L = L1 U La,
1 2
I=h+lh=-+-7.
1+lh=g+3
Kriva L se sastoji od delova sa razli¢itom parametrizacijom (4° iz Napomene 2.3.5).

Delove L1, Lo nismo projektovali na yz—ravan iz sledeéeg razloga. Projekcije krivih L1 i Lo
na yz—ravan jesu poznate kao direktrise cilindrié¢nih povrsi S; i S2 (3° iz Napomene 2.3.5),
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ali ovo projektovanje nije bijekcija ni za jednu od krivih. Krive Lj, L2 se bijektivno
projektuju i na zz-ravan (2° iz Napomene 2.3.5). Njihove parametarske jednacine se
nalaze sli¢no kao u slu¢aju projektovanja na xy-ravan, samo unekoliko jednostavnije jer
L1 i Lo imaju istu projekciju.

Izra¢unati potpuni krivolinijski integral II vrste
I:%2(2y2+x2) dx + (z + z)dy + ydz ,
L

gde je kriva L presek povrsi
Sy z:yQ, Sy : x2—|—y2:4—z.

Posmatrano sa pozitivnog dela z—ose, L je pozitivno orijentisana.

Resenje. Povrs Si je cilindri¢na sa direktrisom u yz-ravni i izvodnicama paralelnim x—
osi, a S2 je paraboloid sa z—osom kao osovinom, koji z—osu sece u tacki (0,0, 4). Direktrisa
povrsi S1 je parabola.

Kriva L se bijektivno projektuje samo na xy-ravan (1° iz Napomene 2.3.5). Jednacinu
projekcije Ly nalazimo eliminacijom z—koordinate iz jednacina povrsi S1 i S2. Zamenom
z =192 ux?+y? =4 — z dobija se x? + 2y? = 4, sto je centralna elipsa

2 2
T
@t v
4 2

Ly : 1

sa poluosama 2 i v/2 po z i y—osi redom. Uvodenjem uopstenih polarnih koordinata sa
T =2rcosp, y= \/§Tsingp ,
iz implicitne jednacine elipse sledi » = 1, kao i parametarske jednacine
Lyy: z=2cosy, y=+V2sing, z=0; ¢e[0,2q].
Dalje, npr. iz jednagine povrdi S1 je z = y? = 2sin? ¢, pa su parametarske jednacine

krive
L: xz=2cosp, y=+V2sing, z=2sin?¢p; ¢ecl0,2n],
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pri ¢emu se ¢ menja od ¢ = 0 do ¢ = 27 za zadatu orijentaciju krive L.
Odredivanjem z’(¢), ¥’ (¢), 2/ (v) 1 sredivanjem podintegralnog izraza, dobija se

27
I:/ (—165in<p+2\/§0052<p+6\/§costpsin2<p)d(p:2\/§ﬂ-.
0

Izracunati potpuni krivolinijski integral II vrste

I:ﬁ(y—z)d:v%—(z—:c)dy—i—(:v—y)dz,

gde je kriva L presek povrsi

S1: y=zxtana, So: a2 4+yP+22=d?

i a€ (0,7/2) konstantan ugao. Posmatrano sa pozitivnog dela z—ose, L je
pozitivno orijentisana.

Resenge. Povrs Sy je cilindriéna sa direktrisom L; u xy-ravni (z = 0) i izvodnicama
paralelnim z—osi, a Sg je centralna sfera poluprec¢nika a. Direktrisa L je prava y = ztan «
koja prolazi kroz koordinatni pocetak, pa je S1 ravan koja prolazi kroz z—osu i sece sferu
S2 po kruznici L. Koeficijent pravca prave Li je tana, §to znaci da je a ugao koji Lj
zaklapa sa pozitivnim delom z—ose.

X

Zadatak resavamo na dva nacina.

Eliminacijom z—koordinate iz jednacina povrsi S1, S2 i koris¢enjem jednakosti

dobija se jednacina projekcije kruznice L na yz—-ravan

z
s+ =1.

L .
yz * N
a?sin’a a2
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Kako je sina > 0 za a € (0,7/2), projekcija je centralna elipsa sa poluosama asina i a
po y i z—osi redom. Uvodenjem uopstenih polarnih koordinata sa

y=asinarcosy , z=arsinp ,
iz jednacine elipse sledi 7 = 1, pa su parametarske jednacine
Ly.: y=asinacosy, z=asing; ¢ €[0,27].

Povratkom, npr., u jednac¢inu ravni Sy sledi izraz za xz—koordinatu tacaka kruznice L i
njene parametarske jednacine

L: xz=acosacosyp, y=asinacosy, z=asing; ¢ €[0,27].

Parametar ¢ se menja od ¢ = 0 do ¢ = 27 za zadatu orijentaciju krive L.
Odredivanjem z’(¢), ¥’ (¢), 2'(v) i sredivanjem podintegralnog izraza, dobija se

27
I= / a?(cos o — sin a) dp = 2a>(cos o — sin )7 .
0

Ako krivu L projektujemo na zz—ravan, sliéno se nalaze parametarske jednacine
L: xz=acosasing, y=asinasing , z=acosy; ¢ €[0,2n],

sa promenom parametra ¢ od ¢ = 2w do ¢ = 0 (2° iz Napomene 2.3.5). Projektovanje
na xy-ravan nije bijekcija.

Kako je Ly, centralna elipsa, prethodni postupak je isto Sto i nalaZenje parametar-
skih jednacina krive pomoéu odgovarajuéih uopstenih cilindriénih koordinata (Napome-
na 2.3.4). U ovom sluc¢aju uopstene cilindri¢ne koordinate se uvode sa

r=x,y=asinarcosy , z=arsiny .

Zamenom u sistem formiran od jednacina povrsi S1 i Sz, dobija se novi sistem

2,2

T = ar cos acos  , z? +d’r (sin2o¢c052go+sin290) =a?

k]

Cijim reSavanjem sledi r = 11 & = acosacos g, a zatim i parametarske jednacine za L.

Drugi nacin reSavanja zadatka je zasnovan na upotrebi sfernih koordinata. Sferne
koordinate uvodimo sa

x=rcospcost , y=rsinpcosh , z=rsinf
i zamenom u jednacine povrsi S, S2 dobijamo
tanp =tana, r=a .
Kako je 0 < ¢ < 27 maksimalni raspon koordinate ¢ i a € (0,7/2), iz prve jednakosti je
¢ = aili p = a+ w. Do istog zakljucka se dolazi i na osnovu znacenja sferne koordinate

. Dve razli¢ite vrednosti za ¢ namecu deobu krive L na dva dela. Neka je L = Lo U L3,
pri cemu ¢ = o odgovara delu Lo, a ¢ = a+7 = 3 delu Lz. S obzirom na znacenje sferne
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koordinate 0, za oba dela 6 uzima vrednosti iz maksimalnog raspona —7/2 < 6 < /2, pa
parametarske jednacine krivih La, L3 glase

Lo: x=acosacosf, y=asinacosf, z=asinf; 6 ¢ [—g, g] ,
. . T T
L3: x=uacosfBcosl , y=asinBcosh, z=asinf; 6¢€ [757 5]
Prema zadatoj orijentaciji krive L, parametar 6 se menja od § = —7/2 do 6 = /2 za Lo
iod=m/2do 0 =—7/2za Ls.
Imajuéi u vidu
cos B =cos(a+m) = —cosa, sinf =sin(a+7) = —sina,
iz nadenih parametarskih jednacina sledi
x'(0) = —acosasind , y'(§) = —asinasing , 2/(0) = acosf

u slucaju krive Lo i
2'(0) = acosasin® , y'(0) = asinasing , 2/(0) = acosb

u slucaju krive L3. Zato je, posle sredivanja podintegralnog izraza,
I :/ (y—2)de+ (z—x)dy+ (zr — y) dz
Lo

/2
= / a?(cosa — sin ) df = a®(cos a — sin )7 ,
—/2

I, = (y—2)de+ (z—x)dy+ (xr —y) dz
L3

—7/2
= / —a%(cosa — sina) df = a%(cos a — sina)w
/2

i, zbog L = Lo U L3,
I=1I 4+ Ir = 2a?%(cosa — sin o) .
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Dvojni integrali

Ako je
D: a<z<b, yi(z) <y <),

/[t dzay = | o /y y(()) Fo.y)dy |

Izracunati povrsinu manjeg dela kruga u zy-ravni (z = 0)

tada je

D x2+y2§2a},

koji odseca prava
Li: y=2—=zx.

Resenge. Neka je D manji od dva kruzna odsecka, ¢iju povrSinu d treba izracunati i
Lo : x2+y2:2w, L3: x=1.

Kriva Lg je kruznica (x — 1)2 +y2 =1, a L3 je prava paralelna y—osi. Zamenom y = 0 u
jednacinu prave Lj sledi x = 2, pa je (2, 0) preseéna tacka prave Lj sa z—osom. Analogno,
za x = 0 se dobija preseéna tacka (0,2) prave L; sa y—osom, a za x = 1 presetna tacka
A(1,1) pravih Ly i Lg. Koordinate tacke A zadovoljavaju jednacinu kruznice La, pa je
A € Ls, sto je prikazano na sledecoj slici.
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Prvo nalazimo opis oblasti D. Iz jednagine kruznice Lo sledi y = 42z — 22 ili
x = 14 +4/1—y2. Za deo kruznice, koji ulazi u sastav granice oblasti D, vazi y > 0 i
x > 1, pa taj deo L2 ima eksplicitne jednacine

Lo: y=+2z—22, Lo : m:l—l—ﬂ.

Uzimajuéi, npr., promenljivu & u konstantnim, a promenljivu y u funkcionalnim grani-
cama, opis oblasti D je

D: 1<z<2,2—-z<y<+2zx—2a2.

Prelaskom sa dvojnog na dvostruki integral, za povrsinu d oblasti D se dobija

2 V2zx—1x2 2
d:// dmdy:/ dx/ dy:/(\/Zm—m2—2—|—x)d:c
D 1 2— 1

x
2 2 2 1 2

:/ V2 — x? da:me‘ler ‘1:f§+/ V2zx — 22 dx
1 1

2
1 2

:fer/ 21— (z—1)2 dz .
2 1

Poslednji odredeni integral se reSava smenom

2

r—1=sint.

Kako jesint =0it=0zax=1,sint=1it=n/2zax=21icost>0zatée€l0,n/2],
to je

2 /2 /2
/ A/1—(z—1)2 da::/ |cost|costdt:/ cos? tdt
1 0 0

m/2 2t 1 7/2 1 2 1
:i/ Ajifi—dt:——ww I e
0 2 2 4 0 4
pa je trazena povrsina
p 1+1 1( 2)
= —— -—mT=—(m— .
2 4 4

Ako je y u konstantnim, a x u funkcionalnim granicama, oblast D se opisuje sa

D: 2-y<z<1l4++4/1-92,0<y<1,

pri cemu je z = 2 — y jednacina prave Li. Odgovarajuéi dvostruki integral se resava na
isti nacin.

Izra¢unati dvojni integral

I= // |sin(z + y) | dady |
D
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gde je D oblast u zy—ravni (z = 0) opisana sa
D: 0<z<7n,0<y<2m.

Resenge. Za tacke (z,y) € D je 0 < x + y < 3, pa za funkciju sin(z + y) vazi

sin(z+y) >0, z4yé€][0,7]U][2m,37];

sin(z+y) <0, z+4y€][m2n].
Posto funkcija sin(x +y) menja znak na oblasti D, zavisno od njenog znaka podintegralna
funkcija je |sin(z + y)| = *xsin(z 4+ y). Zato oblast D delimo na podoblasti tako da na
svakoj od njih sin(z 4+ y) ima stalan znak.

Neka je D = D1 U Do U D3, gde je D1 onaj deo oblasti D za kojije 0 < z+y < m, Do

deozanm < z+y <27i D3 deoza2r < x+y < 3w. Delovi D1 i Dy imaju zajednicke
tacke (z,y) € D za koje je x +y = 7, a to su tacke sa prave

Li: y=—ax+m.
Analogno, zajednicke tacke delova D2 i D3 pripadaju pravoj
Ly: y=—-x+2m.

Kako je, joS, y< —z+7mza Dy, -z +n7<y< —x+2mza Dyiy>—x+ 2w za D3, deo
D1 je ispod prave Li, deo D2 izmedu pravih Lj i Lo, a D3 je iznad prave La.

Prema prethodnom, opisi oblasti D1, D2 i D3 su:

Di: 0Lz<7,0LZy<L —x+m,
Dy: 0Lz<7n, - z4+n<y< —z+ 27,
Ds: 0<z<7m, —z+4+27n<y<2m.

Za podintegralnu funkciju vazi

‘sin(az—ky)‘ =sin(z+vy), (z,y)€ D1UD3;
sin(z +y)| = —sin(z +y) , (2,y) € D2,

pa je
I=hL+12+ 13,



30 INTEGRALIL: KRIVOLINIJSKI, DVOJNI, TROJNI, POVRSINSKI; II deo

gde je
™ —x+7
I = // sin(z + y) dedy = / dac/ sin(z 4 y) dy ,
D,
—x+27
Iy = // —sin(z 4+ y) dedy = / dm/ sin(z 4+ y) dy ,
x+T
Is = // sin(z + y) dedy = / dm/ sin(z +y) dy .
D3 x+27
Kako je
/sin(:p +y)dy = /sin(:r +y)d(x+y)=—cos(x+vy),
cos(z + 27) = coszx ,
dalje je

Yy=—x+7

Ilz—/ cos(m—l—y)‘ ——/ (cosm — cosz) dx
0 0

:/ (14 cosz)dr = (x + sinz) ‘Z:TK‘ ,
0

™ y=—x+27 . ™
12:/ cos(:c—i—y)‘ d:r:/ (cos?ﬂ'—cos#)dsz/ de =27,
0 y=—z+m 0 0

y=27

Iy = _/ cos(z +v) ‘ de = —/ [cos(x + 27) — cos 27| dx
0 0

—x+27
™ T
:/ (1 —cosz)dxr = (x —sinz) ’0: T

0

i konac¢no
I =4m .

Izra¢unati dvostruki integral
Var—y? zyln(z +a)
I—/dy/ (x—a)Q dzx

Resenje. Unutradnji integral u zadatom dvostrukom integralu se tesko resava, pa
prelazimo na odgovarajuéi dvojni integral.
Neka je D oblast u zy-ravni (z = 0) opisana sa

D: 0<z<a—-+a?2-9y42,0<y<a.

1= ),

gde je a > 0.

Tada vazi jednakost
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Iz prethodnog opisa vidimo da je oblast D ograni¢ena y—osom (z = 0), krivom
L: z=a—+a?2—y2,

z—osom (y = 0) i pravom y = a. Kako iz x = a — v/a2 — 42 sledi (z —a)? +y? = a?, kriva
L je polukruznica za koju je z < a.

Y4 x=qa

a — Y=a
D

0 N A
L

Oblast D opisujemo drugacije, tako §to promenljivu =z uzimamo u konstantnim, a
promenljivu y u funkcionalnim granicama. Za deo polukruznice L, koji ulazi u sastav
granice oblasti D, vazi y > 0, pa taj deo ima jednacinu

L: y=+/2azx — 22

i opis oblasti D glasi

D: 0<z<a, V2axz—22<y<a.

Prema novom opisu, dvojni integral postaje

1:/(m/ wln(z +a)
0 V2ax—z2 ('7: - a)
@ zln(x +a) y? |v=a 1 re
/0 (.’L' - (1)2 2 ‘y:\/2az—z2 v 2 /0 ¥ n(m + a) v

Poslednji odredeni integral se reSava metodom parcijalne integracije

a a a
/ udv:uv‘ —/ vdu
0 0 0

sa u = In(x + a), dv = x dz, odakle je du = dx/(x + a), v = 2 /2. Dobija se

a $2 a a .732
1 de = 21 ‘— Ty
/Omn(m+a) e =< n(az—|—a)0 /0 2@t a) x
1 1 a _ 2
L SRPIE Y Gl G O
2 2 Jo T+ a
a 2 _ 2
:la21n2a—l/ (@ +a) 2a(wta)+a dx
2 2 Jo r+a
1 1 a 2
:fa21n2a—f/ (:B—a—i— a )dm
2 2 Jo T+ a

1 1rz?
§a2ln2a—5[%—aw+a21n(x+a)] ‘z

1 1 1
ZaQ—l— §a21na: Za2(1—|—21na)
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i konac¢no 1
I= §a2(1+2lna) .

Dakle, dvostruki integral koji se tesko reSava smo mnogo jednostavnije res§ili kao drugi
dvostruki integral, sa izmenjenim redosledom integracije. Zahvaljujuéi dvojnom integralu
i njegovoj vezi sa dvostrukim integralima, jedan dvostruki uvek moze da se zameni odgo-
varajuéim dvostrukim integralom (integralima) sa promenjenim redosledom integracije
(Napomena 3.3.3). Medutim, to ne dovodi uvek i do jednostavnijeg resavanja, sto zavisi
od oblika oblasti integracije u dvojnom integralu (Primer 3.3.3).

Trojni integrali

Ako je
D anSbayl(x)SySyZ(x)’Zl(xay)SZSZQ(‘T7y)7

tada je

b y2(x) 22(z,y)
/// f(z,y, z) dedydz :/ dZC/ dy/ flx,y,2)dz .
D a y1(z) z1(z,y)

Izra¢unati zapreminu prostorne oblasti ograni¢ene povrsima
Sy y2:x, Sy : y2:4x, S3: z=0, Sy: x4+z=4

zay > 0.

Resenje. Neka je D prostorna oblast ¢iju zapreminu d treba izracunati. Povrsi S i
So su cilindri¢ne sa izvodnicama paralelnim z—osi. Direktrise ovih povrsi su parabole L1,
Lo u zy-ravni, simetri¢ne u odnosu na r—osu. Povrs S3 je xzy-ravan, dok je S ravan
paralelna y—osi. Ravan Sy seCe z i z—osu u tackama (4,0,0), (0,0,4), a xy—ravan duz
prave L3. Od dve ogranicene oblasti izmedu S1, Sa, S3 i S4, oblast D je ona za koju je
y > 0. Projekcija oblasti D na xy-ravan je ravna oblast Dy izmedu L1, Lo i Ls.
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S obzirom na uslov y > 0, delovi parabola L1, L2 koji ogranicavaju oblast Dyy i prava
L3 iz xy—ravni (z = 0) imaju jednacine

Li: y=+t, Lo: y=2x, Ly: x=4,
pa je oblast Dy, opisana sa
Dpy: 0<z<4, Va<y<2v/z.
Zapisujuéi jednacinu ravni S4 u obliku
Sy4: z=-xz+4,
dobijamo i opis oblasti D,
D: 0<z<4,Vz<y<2yz,0<2<—-2+4.

Prelaskom sa trojnog na trostruki integral, zapremina d oblasti D postaje

4 2,z —z+4
dz/// d:zdydzz/ daz/ dy/ dz
D 0 NG 0

4 2V z=—x+4 4 2V
:/ d:r/ z dy:/ d:r/ (—z+4)dy
0 NG 0 NE

z=0
4 =2z 4
:/ (—w+4)y‘y xdm:/ (—x +4)Vz dz .
0 y=vz 0

Poslednji odredeni integral se reSava smenom
z =1t s
za koju je dr = 2tdt it =0 kad je x =0, t = 2 kad je z = 4, pa je dalje

2 to B3y 12 27 128
—o [ (=2 4+a)2dt=2(-= 4f’:—:—.
d /()(t+)tdt (5+3)0 15 15

Trazena zapremina moze da se odredi i na osnovu geometrijskog tumacenja dvojnog
integrala

d—//l;)zyf(x,y)d:l:dy—//Dmy(—m+4)da:dy—/O4dx/\/2§ﬁ(—x+4)dy,

gde je z = f(z,y) = —x + 4 jednatina ravni Sy.

Izra¢unati trojni integral

I:/// ydzdydz |
D



34 INTEGRALI: KRIVOLINIJSKI, DVOJNI, TROJNI, POVRSINSKI; II deo
gde je D prostorna oblast ograni¢ena koordinatnim ravnima i povrSima
Si1: z4+y=1, So: z=224+y*+1.

Resenje. Povrs Si je cilindri¢na povr§ ¢ije su izvodnice paralelne z—osi, a direktrisa je
prava
Li: xz4y=1,2=0.
Dakle, S1 je ravan paralelna z—osi, a L1 je presek S1 sa xy—ravni. Jo§, L1 seCe x i y—osu u
tackama (1,0,0) i (0,1,0). Povrs S2 je elipticki paraboloid sa z—osom kao osovinom ([4],
str. 204—206). Paraboloid sece z—osu u tacki (0,0, 1), pa za sve tacke (z,y,z) € Sz vazi
z>1.
ZA
__— | SZ

X
Projekcija oblasti D na xy-ravan je
Dyy: 0<z<1,0<y<—-z+1,
gde je y = —z + 1 jednacina prave L;. Imajuéi u vidu jednacinu povrsi Sz, oblast D ima

opis
D: 0<2<1,0<y<-az+1,0<z<222+¢4%+1.

Prevodenjem trojnog na trostruki integral i reSavanjem sledi

1 —z+1 222 4y2+1 1 —z+1
I:/ d:c/ ydy/ dz:/ dm/ y(2x2+y2+1)dy
0 0 0 0 0

1 1 —x+1
5/ dm/ (29v2 + y2 + 1) d(2x2 + y2 + 1)
0 0

1t (222442 +1)° y=—at1 1, 2 5 2
,5/0 f‘y:o da;fZ/O [(32% =20+ 2)" = (202 +1)"] do .

Sredivanjem podintegralne funkcije, za integral I se dobija

(:c5 —3z* +42% — 422 + 390) ‘(1):

N

1
121/ (50* — 122° + 1222 — 83 + 3) du =
0

N
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Smena promenljivih u dvojnim integralima

Ako je

Ly Ty

x=x(u,v), y=ylu,v); J=Juwv)=
(u,v) , y =y(u,v) wo)y= "

il

tada je

//D f(@,y) dedy = / /D £ (2w, v), y(u, v))[J (w,0)| dudv .

Najcesce su polarne i uopstene polarne koordinate u = r, v = ¢, za koje
je redom:

r=rcosp, y=rsing; J=r,

xr=arcosp , y=brsing; J=abr.
Izra¢unati dvojni integral

I:// xy dzdy |
D

gde je D oblast u zy—ravni (z = 0) ogranic¢ena krivama
Ly: xy=1, Ly: xy=2, Ls: y==x, Ly: y=4x

za x > 0.

Resenge. Krive L1, L2 su hiperbole, a L3, L4 prave. Zbog uslova x > 0, iz jednacina
krivih sledi y > 0, pa je oblast D u I kvadrantu.
Jednacine hiperbola L1, La s jedne i pravih L3, L4 s druge strane sugeriSu smenu

Yy
u=xYy, v=".
x
Iz ove smene je
U
T=4/—, y=+uv,
v
i jakobijan postaje
1 1 u
P TS 2y/uv 20V v :i
Yu Yo v 1 fu 2v
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Zbog x,y > 0 je u,v > 0, pa je J neprekidna funkcija i vazi J > 0. Zato se granica
L = U;l:l L; oblasti D iz xy-ravni preslikava u granicu L* = U?Zl L} oblasti D* iz
uv-ravni, gde je

Li: u=1, Ly: u=2, Ly: v=1, Ly: v=4.

Oblast D* je pravougaona, sa opisom

Prelazeéi prvo na dvojni integral po novoj oblasti D*, a zatim na odgovarajuci
dvostruki integral, sledi

1 1 [2 41
[:,// Edudv:f/ udu/ —dv
2 D* U 2 1 1 v

1u? |2
=37

41 3 3 3
ln|v|‘ —2(4-1)n4—In1)="nd="m22="m2.
1 1 4 4 4 2

Zadatak moze da se resi i direktno, pomoéu promenljivih z,y, ali tada oblast D mora

da se deli na D = U§:1 D;, sto zahteva dodatna izracunavanja radi opisa oblasti D;

(i =1,2,3), kao i reSavanje veceg broja dvostrukih integrala.

Izra¢unati dvojni integral

1= // arctan 2 dxdy ,
D X

gde je D oblast u zy—ravni (z = 0) ogranic¢ena krivama
Li: z22494%=1, Ly: z22494%=9,
1
L3 . — X s L4 : y = \/g x

za x > 0.

Resenje. Krive L1, Lo su kruznice, a Ls, L4 prave. Iz jednac¢ina pravih za x > 0 sledi
y > 0, pa je oblast D deo kruznog isecka u I kvadrantu.
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Zadatak reSavamo na dva nacina.

Jednacine krivih L; (i = 1,2, 3,4) sugeriSu smenu

u::cQ—&-yQ,v:g

)

za koju je

Y — J—— Lo
Tr = —_—, =V, ——=; .
1402 Y 1+ 02 2(1 + v2)

Zbog J > 0, granica oblasti D prelazi u granicu oblasti D*, sastavljenu od

1
3 v:T, Li: v=+3,
3

D*: 1<u<9,

Integral I postaje

1 1 9 V3 1
I = // arctan v PYZECTY dudv = 7/ du/ arctan v
* 2(1+1} ) 2 1 1/V3

1+ v2 dv

V3 Ks

/V3 6

V3 V3 2 21 1
= 4/ arctan v d(arctanv) = 2 arctan? v ‘ 2 7r> — (W) ] = 2,
1

=—-m
6
Zadatak sada resavamo pomocu polarnih koordinata, tj. pomoc¢u smene

T =rcosy, y=rsinp,

za koju je J = r. Oblast D ne sadrzi tacku (0,0), kojoj odgovara r = 0, pa je J > 0.
Granica oblasti D prelazi u granicu oblasti D*. Krive L1, Lo se preslikavaju u

Li: r=1, Ly: r=3.

Za pravu L3 je koeficijent pravca tany = y/z = 1/v/3 i ¢ = 7/6, a za pravu L4 je

tang = V3 i ¢ = 7/3, pa je

37
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i oblast D prelazi u pravougaonu oblast

D*: 1<r<3,

IN
A
IN

K
el

Integral I postaje

Radedi sa Descartesovim koordinatama x, y, oblast D bi morala da se deli na D =
?:1 D;, a svaki od unutrasnjih integrala u odgovarajué¢im dvostrukim integralima da se
reSava metodom parcijalne integracije.

Izra¢unati dvojni integral

1= // 2222 dzdx |
D

gde je D oblast u zz—ravni (y = 0) ogranic¢ena krivama

ReSenje. Oblast D je kruzni prsten izmedu kruznica Li i Lo.

b

Zamenjujemo Descartesove z, x polarnim r, ¢ koordinatama pomocu
z=rcosy, x=rsinp

i utvrdujemo J = r > 0 jer (0,0) ¢ D.
Kruznice L1, L2 se preslikavaju u

Li: r=1, Ly: r=2,
a oblast D iz zz—ravni u pravougaonu oblast D* iz rp-ravni,

D*: 1<r<2,0<¢p<2r.
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Prelaskom na dvojni integral po oblasti D* i reSavanjem odgovarajuéeg dvostrukog
integrala, uz upotrebu formula izvedenih u Zadatku 10, dobija se

I= // (rsin )2(r cos @) 2r drdp = // r® cos? psin? p drde
D* D*

2 s 2m 5 2 r6 |2 27 q 1
= rodr cos® psin® pdp = — ‘ / (f — —cos4 ) d
/1 /0 ® pap 6 11 /o g 8 w | ap
21 27

21
=16/, (1 —cosdp)dp = .

Kruzni prsten D je dvostruko povezana oblast (Slika 1.1.1). Da bi se dvojni integral
po ovakvoj oblasti reSavao bez smene promenljivih, oblast mora da se deli na viSe prosto
povezanih podoblasti, konkretno na D = U?:l D;. Smenom promenljivih je dvostruko
povezana oblast D transformisana u prosto povezanu D*. Takode, smena promenljivih
bitno pojednostavljuje resavanje odredenih integrala na koje se dvojni prevodi, u Sta
¢italac moze i sam da se uveri. Sli¢na je situacija i kod dvojnih integrala po visestruko
povezanim oblastima.

Primec¢ujemo da se granica L = L1 U L2 oblasti D preslikava u deo L] U L3, a ne u
celu granicu L = Ule L7 oblasti D*, gde je

Ly: =0, Ly: p=27m.
Zato se na prvi pogled ¢ini da uslov J # 0 kod dvostruko povezanih oblasti ne znaéi nista.
Medutim, oblast D mozemo da tretiramo kao prosto povezanu ako je ”rasec¢emo” duz
pozitivnig dela z—ose i taj deo ose joj pridruzimo kao delove L3, L4 granice. Tada se L3,
Ly preslikavaju u L3, L}, $to je omoguceno upravo uslovom J # 0. Inace, u zadatku smo

do opisa oblasti D* jednostavno dosli na osnovu znacenja polarnih koordinata, $to ¢emo
i nadalje da radimo bez naglasavanja.

Izra¢unati dvojni integral
I:// Va2 —ax? —y? dxdy
D

gde je D deo xy-ravni (z = 0) ogranicen lemniskatom
L: (mQ + y2)2 =q? (x2 - y2)

zax >01ia>0.

Resenje. Lemniskata L je ista kao u Zadatku 6, pa koristimo veé¢ dobijene rezultate.
Uvodenjem polarnih koordinata sa

rT=rcosp, y=rsing,

za koje je J = r > 0, kriva L se preslikava u

L*: 7 =ay/cos2¢p,
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a oblast D u oblast

D*: 0<r<ay/cos2p, —— < p<

1
N

Integral I postaje

ay/cos 25
I:// \/&2—T2Td7‘de:/ dap/ Va2 —r2rdr
* —7/4 0

/4 a+/cos 2¢p
:—1/ dap/ Va2 —r2 d(a® - r?)
0

/4

2 —7/4

1 /4 r=a+/cos2¢p
:_*/ (a® —r2)v/a? — 12 dip

3 —7/4 r=0

1 3

w

/4
=—-a / (2\/5 sin? ¢| sin | — 1) dep
—7/4

442 /4 1 w/4
:—ia?’ sin3gadap+§a3/ dp =

4/2 /4
alr — i a3/ sin® pdp .
3 0 —m/4 0

3

=

Koristeéi jednakost

sin® p= (1 — cos? <p) siny = siny — cos? @psinp ,

dalje je
1 442 4 /4
I:ga?’ﬂ—l—%a:s(cosga‘;/ _/0 COSQLpd(coscp))
1 4+/2 2 3 4 1 4+/2 2 2 1
:,azmias(ifl,cos w‘ﬂ/):,azmias(iflfi%)
6 3 2 3 0 6 3 2 12 3

_1 3 2 _ 3 _ 1 g _ 3
= 5 a’m+ (5 4v2)a —[67r+9(5 4\/5)]0, .

Izracunati povrsinu dela zy—ravni (z = 0) ograni¢enog krivama
Li: 2244y*=d?, Lo : (x2+y2)2:2a2(m2—y2)

za x| >aia>0.

Resenje. Neka je D deo xy—ravni ¢iju povrsinu d treba izracunati. Kriva L; je kruznica,
a kriva Lo lemniskata (Zadatak 6). Kako je || > a, D je van kruznice L1 i sastoji se od
oblasti D1 za x > ai Dy za x < —a, tj. D = D1 U D2. Zbog simetrije u odnosu na x i
y—osu, posmatramo samo deo D3 oblasti D u I kvadrantu.
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Uvodenjem polarnih koordinata sa
rT=rcosp, y=rsiny,
krive Ly, Lo se transformisu u

Li: r=a, Ly: r=+v2a/cos2p .

Buduéi da smo se ogranicili na I kvadrant za koji je 0 < ¢ < 7/2, reSavanjem jednacine
a = V2 a\/cos 2¢ dobija se redom: cos2p = 1/2, 29 = 7/3, ¢ = 7/6, pa se krive Ly, L}
seku u tacki (r,¢) = (a,7/6). Zato se oblast D3 preslikava u oblast

Ds : a<r<V2a/cos2p , ogwgg.
Vrednost ¢ = 7/6 smo mogli da nademo i u zy-ravni. ReSavanjem sistema jednacina
22 + 9% = a?, (:c2 + y2)2 = 242 (a:2 — y2) uz uslov z,y > 0, odreduje se presetna
tacka (x,y) = (V3a/2,a/2) krivih L1 i Ly u I kvadrantu, pa je tang = y/x = 1//3,

¢ = arctan 1/v/3 = /6.
Trazena povrsina je sada

d:// dmdy:él// dmdy:4//
D D3 D
/6
:2a2/ (2cos2¢p — 1) dp
0

™/6 T’2 T:\/§a‘/c052g0
:4/ - de
0 2
V3 71') 3V3-m
= —————a .

r=a
/6
:20,2(511124,0—(,0)‘7r :2a2(sing—%) :2a2(7_€ 3
0

/6 V2 a+/cos 2¢
rdrdap:él/ d(p/ rdr
0 a

*
3

Primetimo da (0,0) ¢ D i da je J =7 > 0. Ako je L3 oznaka z—ose, prethodni uslov
garantuje da se granica U?:l L; oblasti D3 preslikava u granicu U?:1 LY oblasti D3, gde
je ¢ = 0 jednacina za L3.

Izrac¢unati povrsinu oblasti D u zy-ravni (z = 0) ograni¢enu zatvore-
nom krivom

L: (a:2+y2)3 =z*+y*;  (x,y) #(0,0) .

Resenge. Tacka (0,0), koja zadovoljava implicitnu jednacinu, je singularna tacka
jednacine i to izolovana tacka ([2], str. 96). Uklonjena je iz jednaéine uslovom (z,y) #
(0,0). Implicitna jednac¢ina nema drugih ograni¢enja, pa je L u svim kvadrantima, $to
znaci da je (0,0) € D, iako (0,0) ¢ L. Kriva L i oblast D ograni¢ena njome imaju izgled
sa sledece slike, dobijen upotrebom racunara (Napomena 3.4.1).
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Uvodenjem polarnih koordinata sa
T=7rcosp, y=rsinp

i imajuéi u vidu da je r = 0 za tacku (0,0) € D, J =r > 0, kriva L se preslikava u

L*: r=4/costp+sintp,
D*: 0<r<yfcostp+sinty, 0<p<2om.

Trazena povrsina je

27 V/cos? p+sind
d:// da:dy:// Tdrdcpz/ dnp/ rdr
D * 0 0

1 3

27

4 . 4

= — cos” o +s dp=—-m,
2/0 ( © mgo)go 47r

a oblast D u

pri ¢emu je poslednji odredeni integral reSen pomo¢u formula iz Zadatka 10.

Da bismo izbegli ponavljanje u kasnijem tekstu, ovde napominjemo da su slike iz
Zadataka 31-35, 37 takode dobijene pomocu racunara.

Izracunati povrsinu oblasti u zy-ravni (z = 0) ograni¢enu zatvorenom
krivom

gde je a,b > 0.
Resenje. Neka je D oblast ¢iju povrSinu d treba izracunati. Kriva L sadrzi tacku
(z,y) = (0,0), pa je (0,0) € D.

Zadatak reSsavamo na dva nacina.

TransformiSemo jednaé¢inu krive L u

i dobijamo

a 2
N )
Gvasm)  (Lverw)

Poslednja jednacina znaci da je L "pomerena” elipsa koja prolazi kroz koordinatni pocetak.

y
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Uvodeéi smenu

2 b b
mz%—k% a2—|—b2rcosg0,y:5+§\/a2+b2rsingp,
za koju je
g\/a2+b2 cos fg\/a2+b2rsingo
1
= zr Z%’ =, ) :Zab(a2—|—b2)r20,
" v 5\/a2+b2 sin ¢ 5\/a2+b2rcosga

elipsa L se preslikava u
L*: r=1,

a oblast D u pravougaonu oblast
D*: 0<r<1,0<p<2r7.

Povrsina d se lako izra¢unava,

1 1 27 1
d:// dzdy = —ab(a® + b%) // rdrdp = 7ab(a2+b2)/ dcp/ rdr

= iab(a2 + b2)7r .

Zadatak resavamo na drugi na¢in. Pretpostavimo da krivu L ne prepoznajemo kao
elipsu na osnovu zadate jednacine, pa jednacinu ne dovodimo na uobicajeni oblik. Za-
data jednacina sugeriSe smenu kojom se sa Descartesovih x, y prelazi na uopstene polarne
koordinate r, ¢. Kako nam znacenje koordinate ¢ u axy-ravni nije poznato, kompliko-
vanu diskusiju izbegavamo tako §to ovu smenu realizujemo kao kompoziciju dve smene
(Napomena 1.4.4).

Prva smena je

r=au, y=>bv,
za koju je
a O
0 b

J(u,v) = ’m“ Lo
Yu Yo

‘ =ab>0
i kojom se kriva L preslikava u
L*: v?+vP=au+bv.

Kriva L* prolazi kroz koordinatni pocetak (u,v) = (0,0) i zadovoljava uslov au + bv > 0,
tj. v > —(a/b)u. Tangentu L} krive L* kroz tacku (0, 0) trazimo u obliku v = ku. Neka
je v = ku jednacina bilo koje prave L; kroz tacku (0,0). Zamenom v = ku u jednacinu
krive L* sledi

(1 +k2)u2 —(a+bk)u=0,

odakle su u; = 0, uz = (a + bk)/(1 + k?) prve koordinate prese¢nih tacaka za L1 i L*.
Da bi L; bila tangenta L}, prese¢na tacka mora da bude dvostruka (tacka dodira), pa je
uzg =u1 =0, a+bk =01k = —a/b. Dakle, jednacina tangente je

Liy: v=—-u.

a
b
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Na osnovu dosada$njeg ispitivanja mozemo da skiciramo krivu L* i oblast D* ograni¢enu
njome (prva slika), sto je dovoljno za dalji rad. Medutim, znamo i vise. Kriva L* je
”pomerena’ kruznica (druga slika)

by2 1, ., 9
v—f) —i(a +b).

Druga smena je
U=TCcosy, v=rsinp,

kojom sa promenljivih u, v prelazimo na polarne koordinate r, ¢ u uv-ravni i za koju je
J(r,p) =7 > 0. Kriva L* se preslikava u
L*™: r=acosp+bsingp .

Oznacavajuéi sa @9 € [—m/2,0] ugao izmedu L} i pozitivhog dela u-ose, dobijamo
tan o = v/u = —a/b i
tan(~%) = — arctan
= arctan| —— ) = —arctan — .
¥o b b
Kako je L} tangenta krive L* koja prolazi kroz (0,0) i ¢ polarni ugao u uv-ravni, znamo

da je ¢ € [¢0,p0 + 7. Jo§ je (u,v) = (0,0) € L*, tj. (0,0) € D*, pa se oblast D*
transformise u

D*™: 0<r<acosp+bsing, ¢ € [po,po+ 7.

Trazena povrsina je

d:// da:dy:ab// dudv:ab// rdrdy
D * * %k

wo+m a cos p+bsin ¢ 1 wo+m
:ab/ dga/ rdr:fab/ (acos @ + bsin )% dip
) 0 2 ®0

1 po+m pot+m 1 po+m
= fa?’b/ Cos2cpdgp—|—a2b2/ cos psin pdp + 7ab3/‘ sin? ¢ dyp
2 ®0 ®0 2 %o

1
= fab(aQ + b2)7r .
4
Pri smeni granica u odredenim integralima su koris¢ene jednakosti navedene u Zadatku 18,

kao i
sin(a + 27) =sina (@ = 2pg) .

Drugi nacin resavanja zadatka potvrduje zapazanja iz Napomene 1.4.1, ¢ak i u jednos-
tavnijem sluc¢aju kruznice L* koja prolazi kroz koordinatni pocetak.
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Primetimo i ovde da polarne i uopStene polarne koordinate tacaka nemaju isto
znacenje, a time ni iste vrednosti u zy-ravni. UopStena polarna koordinata ¢ jeste
polarni ugao, ali za tacke iz wv, a ne iz zy-ravni i za krivu L uzima vrednosti ¢ €
[— arctan(a/b), — arctan(a/b) + 7|. Ako je 1 polarni ugao u zy-ravni, za krivu L je
¥ € [—m/4,3m /4], §to sledi iz jednacine njene tangente

Li: y=—-x,

koja se dobija slicno kao L}. Opseg ugla v je isti za proizvoljne brojeve a, b, dok se opseg
koordinate ¢ menja u zavisnosti od ovih brojeva.

Izracunati povrsinu dela zy-ravni (z = 0) ograni¢enog krivom

4
L: (E—i—y) =Adzy ,
a b

gde je a,b > 0.

Resenje. Neka je D deo xy—ravni ¢iju povrsinu d treba izracunati. U jednacini krive L
je (x/a 4 y/b)* > 0, pa mora da bude i zy > 0, tj. «,y > 0ili z,y < 0. Ove nejednakosti
vaze u I i I1I kvadrantu i odnose se na dve zatvorene krive L i L2, sa zajedni¢kom tackom
(0,0). Tacka (0,0) € L je singularna i to dvostruka tacka jednacine. Sli¢no lemniskati
(Zadatak 6), L nije zatvorena prosta kriva u smislu Definicije 1.1.9, ve¢ je L = L1 U L2, a
D se sastoji od oblasti D1 i Da, tj. D = D1U D3. Zbog simetrije u odnosu na koordinatni
pocetak (0,0), oblasti D1 i Dy imaju jednake povrSine, pa posmatramo samo krivu L i
oblast ograni¢enu njome D; u I kvadrantu. Za D; vazi z,y > 01 (0,0) € Dy.

Uvodimo uopstene polarne koordinate sa
z=arcos®p, y=brsin®¢p,

§to je moguée zbog z,y > 0. Prethodna smena je oblika (1.4.6) sa parnim brojem n = 2,
pa je 0 < ¢ < 7/2 maksimalni raspon za ¢. Zato vazi cos > 0, sinp >0 i

acos?p —2arcospsinp
bsin? ¢  2brsingcosg

Tr Ty
Yr  Ye

= 2abrcospsinp >0,

pri éemu J moze i odmah da se odredi pomoc¢u (3.4.8).
Kriva Lj se preslikava u krivu

LY: r=2Vabcosygsing,
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koja je definisana za svako ¢ € [0,7/2], a oblast D u

Di: 0<r<2Vabcospsing, Oggpgg,

Koristedéi jednakosti
2 cos psinp =sin2p ,

3 .3 1.3 1 2 . 1. 1 5 .
cos” @ sin <p:§sm 24p:§(1—cos 2<p)sm2<p:§sm2cp—§cos 2psin2¢p

za trazenu povrsinu se dobija

dz// dacdyz?// dmdy:4ab// T cos psin @ drdp
D D, D

1
/2 2v/ab cos ¢ sin ¢ /2
= 4ab/ cos (p sin @dg@/ rdr = 8a2b? / cos® @sin® o dyp
0 0 0

1 /2 1 /2
222 (_7 cos 2 ‘F += / cos? 2¢p d(cos 290))
2 0 2 Jo

1a2b2 (2+ cos? 2 ‘Tr/2> _ 2a2b2 .
2 3 0 3

Izrac¢unati povrsinu oblasti u zy-ravni (z = 0) ograni¢ene koordinat-
nim osama i jednom od krivih

T y\*
Lig: (S+7) =2+ (@) # (0.0

zaz,y>0ia,b>0.

Resenge. Neka je D oblast ¢iju povr§inu d treba izracunati. Data implicitna jednacina
objedinjuje jednacine dveju krivih, koje nemaju zajednickih taCaka i simetri¢ne su u
odnosu na koordinatni pocetak (0,0). Tacka (0, 0), koja zadovoljava implicitnu jednacinu,
je singularna i to izolovana tacka jednacine. Odstranjena je uslovom (z,y) # (0,0). Zbog
z,y > 0 treba imati u vidu samo krivu koja prolazi kroz I kvadrant, na slici oznacenu sa
Ly. Dakle, oblast D je ograni¢ena koordinatnim osama i krivom L.

Uvodimo uopstene polarne koordinate sa

z=arcos®p, y=brsin®p,
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§to je moguée zbog z,y > 0. Smena je ista kao u Zadatku 31, pa je v € [0,7/2], cos¢ > 0,
sinp >01i
J = 2abrcospsinp >0 .

2

Iz jednagine krive L sledi r? = a? cos? ¢ + b? sin? o, pa se L1 preslikava u krivu

Ly r=\/a20054<p+b2sin4<p,

koja je definisana za svako ¢ € [0, 7/2]. Tacki (0,0) € D odgovara r = 0 i oblast D prelazi
u

D*: 0<r<+/a2costp+b2sintp, Oggpgg.

Trazena povrsina je

d:// dxdy:2ab// r cos @ sin @ drdp
D *
/2 a? cos? p+b2sint
= 2ab/ cosgasintpdga/ rdr
0 0

/2
= ab/ COs (p sin <,o(a2 cos* o + b? sin* cp) dp
0

/2 /2
= fa3b/ cos® p d(cos @) + ab® / sin® o d(sin ¢)
0 0

cosb o |7/2 sinb o n/2 1 1 1
fa?’bT@ ‘o +ab® 5 L ‘0 = 6a3b+ 6ab3 = gab(GQ +b2) .

Izrac¢unati povrsinu oblasti u zy-ravni (z = 0) ograni¢ene x—osom i

krivom )
z ) € Yy
L : (f 7) .
! a+b a b

Resenje. Neka je D oblast ¢iju povrsinu d treba izracunati. U jednacini krive Lj je
(z/a + y/b)? > 0, pa mora da bude z/a — y/b > 0, tj. y < (b/a)z, odakle je z > 0 za
y > 0. Kako Ly sete z—osu (y = 0) samo u tackama (0,0) i (a,0), oblast D se nalazi u I
kvadrantu izmedu z—ose i prave z = a, a ispod prave y = (b/a)z. Pozicija oblasti D je
prikazana na prvoj od sledecih slika, a tacan izgled na drugoj slici.

zay>0ia,b>0.

Zadatak resavamo na dva nacina.
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Uvodimo uopstene polarne koordinate sa
z=arcos’p, y=brsin®¢p,
za koje je ¢ € [0,7/2] i
J = 2abrcospsinp >0 .

Kriva Lj se preslikava u
LT : r=cos2p

i definisana je za cos2p > 0, tj. 2¢ € [—7/2,7/2], odnosno ¢ € [—7/4,7/4]. S obzirom
na maksimalni raspon [0, 7/2] promenljive ¢, treba uzeti deo ¢ € [0,7/4]. Oblast D se
transformise u x

D*: 0<r<cos2p, OSQDSZ .

Primenom jednakosti navedene u Zadatku 31, trazena povrsina postaje

/4 cos 2¢
d:// dwdyz?ab// rcosgpsincpdgszab/ cosgosincp/ rdr
D * 0 0

1 /4 9 1 /4 9 1
== ab/ sin 2p cos® 2 dp = —— ab/ cos” 2¢p d(cos2p) = — ab .
2%/ 2 ) 12

Elegantniji, ali manje uobicajen nacin reSavanja zadatka se sastoji u uvodenju smene

_r. Y _z_ Y
b a+b7U a b’
iz koje je
b
r=2(utv), y=3@-v),
I T a/2 a/2 771
/= Yu  Yov B b/2 _b/2‘_ 2ab<0
ilJ|=ab/2.

Neka je Lo oznaka z—ose (y = 0). Zbog J # 0, granica L = Lj U Ly oblasti D iz
ry-ravni se preslikava u granicu L* = L} U L} oblasti D* iz uv-ravni, gde je

L: v=wu”, Ly: v=wu.

Kriva L] je parabola, a L3 je prava. ReSavanjem sistema jednacina v = u?, v = u,
dobijaju se prese¢ne tacke ovih krivih (u,v) = (0,0) i (u,v) = (1,1), pa je opis oblasti D*
dat sa

D*: 0<u<1l,u?’<v<u.
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Trazena povrsina je

1 1 ! u 1 ! 9 1
d:// d:cdy:fab//- dudv:fab/. du/ dv:fab/ (u—u)du:—ab.
D 2 D* 2 0 u2 2 0 12

Izracunati povrsinu dela zy—ravni (z = 0) ograni¢enog krivom

L (VIsl+ Vi) =ay.

Resenje. Neka je D deo zy-ravni Ciju povrSinu d treba izraCunati. Sli¢no kao u
Zadatku 31, kriva L je definisana za x,y > 0 ili z,y < 0, tj. u I i III kvadrantu. Tacka
(0,0) je singularna i to dvostruka tacka jednacine. Vazi L = Ly U Lz i D = Dy U Da.
Izmedu L1 i L2, odnosno Dj i D2, postoji simetrija u odnosu na koordinatni pocetak, pa
posmatramo samo D; u I kvadrantu za koji je z,y > 01 (0,0) € D;.

Uvodimo uopstene polarne koordinate sa
T :rcos4<p R y:rsin4cp ,
za koje je ¢ € [0,7/2], cos > 0, sinp >0 i

cos* o —4rcos® psing
sin*¢  4rsin® pcos

Tr Ty
Yr Yo

= = =4rcos® psin®p > 0.

Prethodna smena odgovara uslovu z,y > 0.

Za uvedenu smenu je (\/5 + \/ﬂ) 12 2

=16 = r2 cos? psin* ¢, pa kriva Ly prelazi u
LT : r=cospsing
i oblast D] ima opis

Di: 0<r<cosygsing, Ogcpgg.
Sliéno kao u Zadatku 31 nalazimo

5 5 1 : 2 . 4 .
cos” psin® ¢ = e (sm 2¢p — 2cos” 2¢psin2¢ + cos™ 2p sin 2<p)

i za povrsinu d dela xy-ravni D dobijamo
d:// dxdy:Q// dazdy:8// rcos® @sin® ¢ dyp
D Dy D
/2 cos p sin ¢ /2
= 8/ cosgcpsin?’npdgo/ rdr = 4/ cos® psin® pdyp
0 0 0

/2

1 1 /2 5 1 /2 4 1
= g(_i cos 2(,0‘0 —I—/O cos” 2¢p d(cos 2¢) — 5/0 cos™ 2¢p d(cochp)) =1
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Izra¢unati dvojni integral
I:// V=2 +/y dzdy ,
D

gde je D oblast u zy—ravni (z = 0) ograni¢ena koordinatnim osama i krivom
L: V—z+y=1.

Resenje. Kriva L je definisana za z < 0, y > 0, pa se oblast D nalazi u II kvadrantu.

N

Smenom Descartesovih koordinata uopstenim polarnim koordinatama pomodéu
T = —rcos4<p , Y= rsin4cp ,
dobijamo ¢ € [0,7/2], cosp > 0, sinp > 0,

Tr Ty
Yr  Yp

—cos* ¢ 4rcos® psing|

4 3pcose

. . —4rcos® psin® p <0
sin® ¢  4rsin

i |J| = 4r cos® psin3 p. Smena odgovara uslovu z < 0, y > 0.
Za uvedenu smenu je /—z + /y = /7 = 1, pa kriva L prelazi u

L*: r=1

i oblast D* ima opis
D*: 0<r<1,0<¢p<

SIE

Postupajuci kao u Zadatku 31, izracunavamo integral

1 /2
I:4// %rcosswsin3¢drd¢:4/ r5/4dr/ cos® psin® p dyp
* 0 0

6 (/2 3 4
= — cos” psin® pdp = — .
9 /o ® payp o7

Izra¢unati povrsinu oblasti u zy—ravni (z = 0) ogranicene zatvorenom
krivom (petlja Descartesovog lista)

L: 22+y*=3axy; z,y>0,
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gde je a > 0.

Resenje. Neka je D oblast ¢iju povrsinu d treba izracunati. Vazi (0,0) € L1i(0,0) € D.
Kriva L je deo (petlja) dobro poznatog Descartesovog lista

Ly : m3+y3:3amy.

Descartesov list L1 je simetrican u odnosu na pravu y = z, kosa asimptota mu je prava
y = —x — a i ima izgled sa sledeée slike.

Uvodimo uopstene polarne koordinate sa

2/3

:c:rcosQ/Scp,y:rsin @ .

Smena je oblika (1.4.6) sa racionalnim brojem n = 2/3. Kako je cos? ¢ > 0, sin® ¢ > 0 za
svako ¢ € [0,27], ova smena moze da se uvede samo za z,y > 0 i ponasa se kao (1.4.6)
sa parnim brojem n = 2. Zato je 0 < ¢ < 7/2 maksimalni raspon koordinate ¢ i vazi
cosp > 0, sinp > 0. Prema (3.4.8), dalje je

2
J = grcosfl/scpsinfl/g’(p >0.

Vrednost J = 0 se dobijazar =01i¢ #0, p # 7/2. Za ¢ = 01ili p = 7/2 i istovremeno
r = 0 jakobijan je neodreden, dok za ¢ = 0 ili ¢ = 7/2 i r # 0 nije definisan.
Kriva L se preslikava u

L*: r=3acos?3 psin?/3 ¢

i definisana je za svako ¢ € [0,7/2], a oblast D u
D*: 0<r<3acos3psin?3p, 0<p< g .

Tacke (r,0), (r,7/2) za r # 0, u kojima jakobijan nije definisan, nas ne interesuju jer
nisu iz oblasti D*. Tacke (r,0), (r,7/2) za r = 0 pripadaju granici oblasti D* i u njima
jakobijan moze neprekidno da se produzi tako da je J(0,0) = J(0,7/2) = 0. Zato (3.4.5),
(3.4.6) vazi i u ovom slucaju ([1], str. 272-273), pa je povrsina

2
d= // dxdy = 3 // Tcos*1/3<psin*1/3<pdrd<p
D *

2/3

2/3

2 /2 3a cos?/3 ¢ sin ©

= 5/ cos_1/3<psin_1/3<pdtp/ rdr
0 0

5 /2 3 5
= 3a / Cosnpsingadnp:5a .
0
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Interesantno je da je povrSina dela zy-ravni izmedu Descartesovog lista i njegove
asimptote jednaka nadenoj povrsini 3a?/2 dela ograni¢enog petljom ([7], str. 104).

Izra¢unati dvojni integral
I= // 22y%\/1 — a3 — 3 dady |
D
gde je D oblast u xy-ravni (z = 0) ograni¢ena koordinatnim osama i krivom
L: 234y°=1.

Resenje. Kriva L sete z—osu (y = 0) u tacki (1,0), a y—osu (z = 0) u tacki (0,1) i ima
izgled sa sledece slike. Oblast D je u I kvadrantu.

VA

N
0 1\7

Uvodedéi istu smenu i koristeéi rezultate iz Zadatka 36, dobijamo

D*: 0<r<1,0<¢<

SIE

i dalje

2
I=- // r cos4/3<psin4/3go 1—7r3 rcosfl/ggosinfl/?’cpdrdcp

3
2 [t 1t
23/ rPy/1— 13 dr/ coscpsinapdgo:§/ rP/1—r3 dr.
0 0 0

/2

Poslednji odredeni integral se reSava smenom
1—7r3 =12,

za koju je 3 = 1 —t2, —3r2dr = 2tdt i r®dr = r3r2dr = —(2/3)t(1 — t?) dt. Jos je
t=1lzar=0it=0zar =1, paje

0
I:fg/ t2(17t2)dt:i.
9./ 135

Zadatak moze da se resi i pomoc¢u Descartesovih koordinata. Kako je

L: y=+v1—a3,
D: 0<z<1,0<y< ¥1—2a3,
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y?V/1— a3 —y3 dy

)3/2 dx

to je
1 Y1
I:/ dm/ xy\/l—az3—y dy—/xda:/
0 0
! 3 3 3 3
:—5 1—2%—y d(l—:}: —y)
2 1 :,3/1_ 3 2 1
:77/ 2(1731:371/3)3/2‘?! ¢ dm:—/ :(:2(171‘3
9 Jo y=0 9Jo
2 [t 4 14
== [ (1-2%*?d1-a%) = ——(1-2° 5/2\ - =
27 Jo 135 135

Smena promenljivih u trojnim integralima

Ako je
r=z(u,v,w), y=yluvw), z=zuvw);
Ty Ty Tw
J:J(ujv,w): Y Yo Yw | >
zu ’Z'U 'ZUJ
tada je

// i f(z,y, z) dedydz

:///*f(g:(u,v,w),y(u,v,w),Z(U,U,w))‘J(u,v,w)‘dudvdw.

Najcesée su cilindri¢ne i uopstene cilindriéne koordinate u = r, v = ¢,
w = z, sferne i uopstene sferne koordinate u = r, v = ¢, w = 0, za koje je

redom:

r=rcosp,y=rsingp, z=z2; J=r,

x=arcosyp, y=brsing, z=2; J=abr,

x=rcospcosf , y=rsingpcosh, z=rsinf ; J=r>cosh ,

x=arcospcosf , y=brsingcosd , z=crsinf ; J = aber®cosb .

Izracunati trojni integral

I = /// xyz dxdydz |
D

53
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gde je D prostorna oblast ograni¢ena povrsima

Si1: zy=1, So: xy=9, Ss: y=ua, Sy y=2x,
Ss: 2z=a+9y?, Se: dz=a>+y?

zax,y>01ib>a>0.

Resenge. Povrsi S; (i = 1,2,3,4) su cilindri¢ne sa izvodnicama paralelnim z—osi, a S,
Se su paraboloidi sa z—osom kao osovinom. Zbog z,y > 0, iz jednacina povrsi Ss, Se sledi
z >0, pa je D ul oktantu.

Jednacine povrsi S; (i = 1,2,...,6) sugeriSu smenu
y a? +y?
U=y, v="=, w= )
x z
iz koje je
u(l 4 v?
T = E,y:\/u'U’z:g’
v vw
1 1 u 0
2\/uv 20V v
p Ty Ty Tw v 1 [u .
T P e T s 2V
v 1402 u(v?-1) u(1+v?)
vw v2w vw?
1 1 Ju
__u(1+v2) 2./uv 2wV v __u(1+v2)
N vw? v 1 fu | 202w2
2\/uv 2V
Kako je z,y,z > 0, to je u,v,w > 0, pa je J neprekidna funkcija i vazi
u(l + 112)
J=—-—=>0.
171 2022
Zato se granica S = U?:l S; oblasti D iz xyz—sistema preslikava u granicu $* = ?:1 SF
oblasti D* iz uvw-sistema, gde je
Si: u=1, S5: u=9, S3: wv=1, Si: v=2,
Sy w=2, Sg: w=4.

Oblast D* je oblast kvadra, sa opisom
D*: 1<u<9,1<v<2,2<w<4.

Prelazedi prvo na trojni integral po novoj oblasti D*, a zatim na odgovarajudéi trostruki
integral, sledi

(1 u(l (1
L ) (;2>dudvdw_ A Y
. v2w * w3

(1 4

/ /” A
2 W

ut 615
4

+21n\v|+ ? —(15+16ln2)
1 2w2 2 1

1

N | =
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Izra¢unati trojni integral

I:/// zdzxdydz ,
D

gde je D prostorna oblast ograni¢ena povrsima
o g 2
St z:g(x +y), Sy z=c
ia,c>0.

Resenje. Povrs S je konusna sa z—osom kao osovinom i sastoji se od konusa
c c
S3: z=—/224+9y?, Si: z=——/22 49?2,
a a

dok je S2 ravan paralelna xy-ravni. Zbog ¢ > 0, ravan Sz je iznad xzy-ravni, pa je oblast
D ogranicena sa S2 i S3. Neka je L presecna kriva povrsi Sa i S3, a Lzy njena projekcija
na xy-ravan. Eliminacijom z iz jednacina povrsi Ss, S3 nalazimo jednacinu projekcije

Lyy : 22492 =a?, 2=0.
Projekcija oblasti D na xy-ravan je oblast Dy, ograni¢ena sa Ly .

ZA}

Descartesove koordinate zamenjujemo cilindri¢nim koordinatama pomodéu
r=rcosp, y=rsinp, z==z2.

Jakobijan za ove koordinate je J =1 > 0.
Povrsi Sa, S3 i kruznica Lzy se preslikavaju u

c
S5 z=c, S3 - =y Ly, r=a,z2=0.

Imajuéi u vidu znacenje cilindriénih koordinata i Napomenu 3.4.3, za Lzy vazi ¢ € [0, 27],
pa oblast D, prelazi u

D;y: 0<r<a, 0<¢p<2rm,
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a oblast D u

Integral I postaje

Izracunati zapreminu prostorne oblasti ograni¢ene povrsima

Si: 224y =az, Sy 2+t =d?

za z>0ia>0.

Resenje. Neka je D oblast ¢iju zapreminu d treba izrac¢unati. Povr§ S; je paraboloid sa
z—osom kao osovinom, a S je centralna sfera polupre¢nika a. Zbog uslova z > 0, oblast D
je iznad xy-ravni i predstavlja manju od dve oblasti koje S1 i S2 ograni¢avaju. Neka je L
presecna kriva za S1 i Sz, a Lyy njena projekcija na xy-ravan. Smenjujuci z = (ac2 —|—y2) /a

iz jednacine paraboloida u jednac¢inu sfere sledi (:1:2 + y2)2 +a? (:B2 + y2) —a*=0. Za

t = 22 + y2 > 0 poslednja jednacina je kvadratna t? + a?t — a* = 0 i ima reSenje
t = a?(v/5 — 1)/2. Zato je projekcija Ly, kruznica
5—-1
Lyy : x2+y2:%a2 ,2=0.
Kruznica Lgy je granica projekcije Dzy oblasti D na xy-ravan.
ZA
Uvodenjem cilindri¢nih koordinata sa
r=rcosp, y=rsinp, z=2z,
za koje je J =r > 0, povrsi St, S2 i kriva Ly se preslikavaju u
5—-1
Sy: z==r?%, S5 z=+/a?—1r2; Ly,: r=a V5 , 2=0.
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Kako za Lgy vazi ¢ € [0,27], Dgy se preslikava u

D;y: 0<r<A,0<¢p<2r,

a oblast D u
* 1 2 2 2
D 0<r<A,0<p<2r, —r*<z<+vVa?—-r?,
a
gde je
V5 -1

Za zapreminu se dobija

2m A Vaz—r2
d:/// dacdydz:/// rdrdnpdz:/ dtp/ rdr/ dz
D D* 0 0 r2/a

ZQW/AT(\/m—ETQ)dT
0

a
A 2t A
:—71'/ \/a2—r2d(a2—r2)——/ r3dr
0 a Jo
S A/ ] Y
3 0 2a 0
[ 22 a2 LAY 1 _ 89— avE—1)d®
—[ 3((1 A) a A+3a 3 a]w—12(3\/5 81/9 — 4v/5 1)a7r‘

Uocavajuéi da je

\/9—4\/5:\/(\/6—2)2:\/5—2,

poslednji rezultat se svodi na

d= %(3—\/5)a37r.

Izra¢unati zapreminu prostorne oblasti ograni¢ene povrsima
Si: 2 4+yi=2-12, Sy: 2P4yi=2z.

Resenje. Neka je D oblast ¢iju zapreminu d treba izracunati. Povrsi S; i S2 su
paraboloidi sa z—osom kao osovinom. Paraboloid S7 se¢e z—osu u tacki (0,0, 2). Elimina-
cijom z iz jednacina za S1, S2 sledi jednacina projekcije Ly presecne krive L,

Kruznica Ly je granica projekcije Dy oblasti D na zy-ravan.
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Uvodenjem cilindri¢nih koordinata sa
r=rcosp, y=rsing, z=1z,
dobijase J=r>01i

Sf: z=2-—1r2, Sy z=r2,
* _ _ *
Lyy: r=1,2=0, Dz, :

o<r
D: 0<r<1,0<¢p<2r,r2<z<2-r

Zapremina je

27 1 272
d:/// d:rdydzz/// rdrdgpdzz/ d«p/ Tdr/ dz
D D* 0 0 r2

1
:477/ T(l—TQ)d’I“Z’}T.
0

Izra¢unati zapreminu prostorne oblasti ograni¢ene povrsima
Sy z=a*+y?, So: z=zxz+vy.

Resenje. Neka je D oblast ¢iju zapreminu d treba izra¢unati. Povrs S; je paraboloid
sa z—osom kao osovinom, a Sg je ravan koja prolazi kroz koordinatni pocetak (0,0, 0).
Ravan Sy sete yz-ravan (z = 0) duz prave z = y, zz—ravan (y = 0) duz prave z = z,
a paraboloid S1 duz krive L. Eliminacijom koordinate z iz jednacina za S; i S2 sledi
2 4+ y2 = z + y, 5to je jednacina projekcije Lyy krive L na xy-ravan. Ovu jednacinu
transformisemo i dobijamo

Ly : (:c—%)2+(y—%)2=%,z:0,

odakle vidimo da je Lgy ”pomerena” kruznica sa centrom u tacki (1/2,1/2,0) i poluprec-
nika 1/4/2. Projekcija oblasti D na zy-ravan je oblast Dgy ogranicena sa Lgy.
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Uvodenjem smene
1 1 .
x:§+rcosw, y=5+7“8m907 z=2z,

za koju je J =r > 0, povrsi S1, Sz i kriva Ly prelaze u

1

Sy z= §+r(coscp+sin<p)+r2, S5 : z=1+r(cosp +siny) ;
V2

L, : =—,2=0.

syl TE 52

Kriva L7, je definisana za svako ¢ € [0, 27], pa se oblast Dy preslikava u

D3, ogs?wsm%
a oblast D u
D* ongg,ogcngw,z1(r,<p)§z§z2(n@),
gde je

1
z1(r, ) = 3 +r(cosp +sing) +r? | za(r,¢) =1+ r(cosp +sinp) .

Trazena zapremina je

27 V2/2 za(r,p)
d:/// d:cdydzz/// rdrdcpdz:/ dgo/ rdr/ dz
D D* 0 0 2

1(r,9)
27 V2/2
:/ d@/ r(l—rz)dr:lﬂ-.
0 0 2 8

Uvedena smena je prostorni analogon smene (1.4.20) u zy—koordinatnoj ravni jer pred-
stavlja kompoziciju smena

. 41
T=Uu -, = -, =W
27 Y 2

u=7rcosp, v=rsing, w=w,
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pri ¢emu je prva smena translacija zyz—sistema u uvw-sistem, a drugom se uvode cilin-
dri¢ne koordinate u uvw—sistemu.

Izra¢unati zapreminu prostorne oblasti ograni¢ene povrsima
Sy z:3y2, Ss : z:4—($2+y2).

Resenje. Neka je D oblast ¢iju zapreminu d treba izrac¢unati. Povrs Si je cilindri¢na
sa izvodnicama paralelnim z—osi i direktrisom koja je parabola u yz-ravni. Povrs Sa
je paraboloid sa z—osom kao osovinom, koji z—osu sece u tacki (0,0,4). Eliminacijom
z iz jednacina povrsi S1 i Sz sledi jednacina projekcije Lgy presecne krive L (slika iz
Zadatka 17),

ZL‘Q
Ly : Z+y2:1,z:0.

Oblast Dy, ogranicena elipsom Lgy, je projekcija oblasti D na xy-ravan.
Uvodimo uopstene cilindri¢ne koordinate sa

r=2rcosy, y=rsing, z==2
i dobijamo J = 2r > 0,
Sy: z=23r?sin? ), Sy :  z=4-r*(4dcos® p+sin® ) ; Li,: r=1,2=0.
Kriva L}, je definisana za svako ¢ € [0, 27], pa je
Dy, 0<r<1,0<¢p<2m,
D*: 0<r<1,0<p<27r, z1(r,p) <z < 22(r, ) ,

gde je
z1(r, @) = 3r2sin? o, 22(r, @) =4 —r? (4 cos? ¢ + sin? @) -

Zapremina je

2m ZQ(T#P)
d:///dxdydz—Q/// rdrdgpdz—Z/ d(p/ /
D z1(r,)
27
72/ dcp/ 47‘177" d’r7167r/ (177"2)dr:47r.

Izra¢unati zapreminu prostorne oblasti ograni¢ene povrsima

Si: P +yt+=d, Sy z=1/3(22+y?),

gde je a > 0.

Resenje. Neka je D oblast ¢iju zapreminu d treba izracunati. Povrs Sp je centralna
sfera, a S2 je konus sa z—osom kao osovinom, koji je iznad xy-ravni zbog z > 0. Projekcija
presecne krive L povrsi S; 1 S2 na zy-ravan je kruznica
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a projekcija oblasti D je krug Dy ogranicen sa Lgy.

V4
D/ o
N\ L/
D= L, 2/ y
X S]

Zadatak reSsavamo na dva nacina.

Zamenom Descartesovih cilindriénim koordinatama pomocu
rT=rcosp,y=rsing, z=2z,

sledi J=r2>0i

ST z=1+va?—-1r2, S3: z=+V3r;

* a * a

L}, 7»:57,2:0’ D3, O<7’§7,O<go<27r,
D* : ogrgg,og <2 3r<z<\/7

Sli¢cno kao u Zadatku 40, za zapreminu se dobija

27 a/2 a2—r2
d:/// dxdydz:/// Tdrdcpdz:/ dga/ rdr/ dz
D D* 0 0 V3r

:%/ r(Va? =77 = VEr)dr = 223 4o

3

Drugi nacin se sastoji u upotrebi sfernih koordinata. Descartesove koordinate zame-
njujemo sfernim pomodcu

x=rcospcosl , y=rsinpcosh , z=rsinb .

Jakobijan za ove koordinate je J = 72 cosf > 0.
Iz jednacine povrsi S1 je r = a. Iz jednagine povrdi Sz je rsinf = v/3rcosf, tanh =
sinf/cos® = /3 i 60 = 7/3. Zato se S1, S2 preslikavaju u

Si: r=a, S5 : =1
3
Imajuéi u vidu znacenje sfernih koordinata i Napomenu 3.4.3, za Lzy i Dzy je ¢ € [0, 27].
Jos, tacki (0,0,0) € D odgovara r = 0, pa se oblast D se preslikava u

D*: 0<r<a,0<¢p<2r, - <0<

s
B .

el 3
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Trazena zapremina je

27 a /2
d= /// dxdydz = /// r2 cos 0 drdod :/ dga/ r2 dr/ cos 0 df
D * 0 0 /3

a /2 a3(1 \/3) 2-V3

™ = a T .
/3 3 3

Resavanje zadatka pomocu sfernih koordinata je jednostavnije jer su konusi i sfere
koordinatne povrsi u sfernom koordinatnom sistemu, dok za cilindri¢ni koordinatni sistem
to nisu karakteristi¢ne povrsi.

Izra¢unati zapreminu prostorne oblasti ograni¢ene povrsima
Si: 24P 422 =d%, Sy xP4yP 422 =07,
S3: y=—Va2+22,

gde je b > a > 0.

Resenje. Neka je D oblast ¢iju zapreminu d treba izracunati. Povrsi S; i S2 su
centralne sfere, a S3 je konus sa y—osom kao osovinom, za koji je y < 0.

Descartesove koordinate zamenjujemo sfernim pomoéu
z=rcospcosf , x =rsinpcosf , y=rsinb ,

gde je r duzina potega tacke (z,y, z), ¢ ugao izmedu potega projekcije (z,0,z) na zz—
ravan i pozitivnog dela z—ose, a 6 ugao izmedu potega tacke (z,y, z) i zz—ravni. Jakobijan
za ovako uvedene sferne koordinate je

Zr 2o 29
J=|xr xp w9 =7r2cos>0.
Yr Yo Yo

Povrsi S; (¢ =1,2,3) se preslikavaju u

N



VISESTRUKI INTEGRALI 63
S obzirom na izneto znacenje sfernih koordinata, oblast D se preslikava u
D*: a<r<b,0<ep<om, —Z <0<
Trazena zapremina je

2m b —7/4
d:/// dwdydz:/// rzcosedrdcpdG:/ dgo/ r2dr/ cos 0 do
D * 0 a —7/2

3 /4 2—4/2
:27rr— / = \[(b3—a3)ﬂ'.
—7/2 3

sin@‘
a

Izracunati zapreminu prostorne oblasti ograni¢ene zatvorenom povrsi
2
S (:U2 +y? + 22) = az(:v2 +y2) ,

gde je a > 0.

Resenje. Neka je D oblast ¢iju zapreminu d treba izracunati. Iz jednacine povrsi S
sledi z > 01 (0,0,0) € S, §to znac¢i da se D nalazi iznad xy—ravni, tj. u I, II, III, IV
oktantu, kao i da je (0,0,0) € D.

Za sferne koordinate, uvedene sa

xr=rcospcosl , y=rsinpcosh , z=rsinb ,

u navedenim oktantima vazi ¢ € [0,27] 1 0 € [0,7/2]. Do istog zakljucka se dolazi i
diskusijom uslova z = rsinf > 0, tj. sin@ > 0. Jakobijan je J = r2cos@ > 0.
Povrs S se preslikava u povrs

S*: r=asinfcos?0 ,

koja je definisana za svako 0 € [0,7/2]. Takode, u jednacini povrsi S* ne figurise koordi-
nata ¢, pa je S* definisana i za svako ¢ € [0, 27]. Jos, tacki (0,0,0) € D odgovara r = 0.
Oblast D se preslikava u

D*: 0<r<asinfcos’f, 0<p<2r, 0<0<

S

Zapremina je

27 /2 a sin 6 cos? 6
d= /// dxdydz = /// r2 cos 0 drdpdd :/ dcp/ cos@d@/ r2 dr
D * 0 0 0

2 5 [T? 4 7 2 5 [T/ 2 7
=-a’7 sin® 6 cos 9d9:—§a T (1 — cos® 0) cos’ 0 d(cos 6)
0

0
2 1 1
—= a37r(——) = —a’n
3 40 60

Izracunati zapreminu prostorne oblasti ogranicene zatvorenom povrsi

S : (x2+y2+z2)2 :ag(xQ—l-yQ) ,
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gde je a > 0.

Resenje. Neka je D oblast Ciju zapreminu d treba izracunati. Jednaéina povrsi S
ne namecée nikakva ograni¢enja, pa se S, a time i D, nalazi u svim oktantima. Jos je
(0,0,0) € S, tj. (0,0,0) € D.

Prelaskom na sferne koordinate pomocu

x=rcospcosl , y=rsinpcosh , z=rsinb

povrs S se preslikava u povrs
S*: r=uacosh,
koja je definisana za svako 6 € [—7/2,7/2] i svako ¢ € [0,2n]. Kako je (0,0,0) € D,

oblast D se transformise u

D*: 0<r<acosf,0<p<2r, —— <0<

SIE

™
D) .

2

S obzirom na J = r“cos6f > 0 i jednakost navedenu u Zadatku 10, zapremina je

27 /2 acos 6
d= /// dxdydz = /// r2 cos 0 drdedd :/ dap/ cos@d&/ r2dr
D * 0 —7/2 0

9 /2 4 m/2 1
:*TK’/ a3c0540d0:fa37r/ cos*0do = = a®n? .
3 —)2 3 0 4

Izra¢unati zapreminu elipsoidne oblasti ograni¢ene elipsoidom

. (- 960)2 (y — y0)2 (Z — 20)2
S a? + b2 + c?

=1,

gde je a,b,c > 0.

Resenje. Neka je D elipsoidna oblast i d njena zapremina. Zapremina d ne zavisi od
polozaja oblasti D, ve¢ samo od njenog oblika, uslovljenog poluosama a, b, c. Zato oblast
D ima istu zapreminu kao i oblast Dj, ograni¢ena centralnim elipsoidom (Slika 1.4.33)

2 y2 22

Umesto smene
r=x9+rcospcosh , y=yg+rsinpcostd, z=2z9+ rsinf
uvodimo uopstene sferne koordinate pomoc¢u jednostavnije smene
r=arcospcosf , y=brsinpcosf , z=-crsinf .
Za centralni elipsoid S1 uvedene koordinate ¢ i 6 imaju maksimalni raspon ¢ € [0, 27],
0 € [—7m/2,7/2] i vazi J = aber? cos@ > 0. Takode je (0,0,0) € Dy.

Elipsoid S; se preslikava u
Si: r=1,
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a oblast D7 u

d= /// dxdydz = /// aber? cos 0 drdodd
2m 71'/2 4
= abc/ dtp/ / cos @ df = — aber
/2 3

Sto je dobro poznati obrazac iz ranijih kurseva matematike.

Green—Riemannova teorema

Ako je D prosto povezana ravna oblast i L njena kontura, tada je

%ﬁ (xy)dac—i—Qxydy—/ @—a—P>dxdy

Izra¢unati potpuni krivolinijski integral II vrste

x

e
1= e” arctany + 2y) dx + ( — 1) dy ,
/L( v+2y) L+y? ’

gde je L deo negativno orijentisane kruznice
Li: 24y

za x > 0.

Resenge. Kako je

P N2 1
1: T+ (y 2) =1
kruznica L; ima centar na y—osi u tacki (0,1/2) i polupre¢nik 1/2. Zbog uslova x > 0, deo
L kruznice Lj je polukruznica u I kvadrantu. Polukruznica L zadrzava orijentaciju celine
L1, to naglasavamo oznakom L. Posmatramo suprotno orijentisanu polukruznicu L¥.
Ako je Lo deo y—ose izmedu tacaka (0,0) i (0, 1), orijentisan od tacke (0,1) ka tacki (0,0),
kriva
Ly=L1tUL;

je pozitivno orijentisana kontura. Oblast D u zy-ravni, ograniCena sa L3, je prosto
povezana.
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Sa It Iz, I3 oznagimo krivolinijske integrale duz LT, Lo i Lg redom, koji imaju isti
podintegralni izraz kao integral I. Tadaje I = —I1t, I3 =1t + b =—-IT+ 17 i

I=1I—1I5.

Prvo izrac¢unavamo integral I3 primenom Green—Riemannove teoreme. Stavljajuéi

x

e
P ) =e* t 2 ) ) = - )
(z,y) = e® arctany + 2y , Q(z,y) T
dobijamo
e S i 9Q _ e
oy 14y " oxr  14y2]

pa su funkcije P(z,y), Q(z,y), OP/dy, 0Q/0x neprekidne u celoj xy—ravni, a time i u
oblasti D. Uslovi Green—Riemannove teoreme su ispunjeni, pa vazi

e
_ o = et
I3 7}5; P(m,y)daz+@(m,y)dy—ﬁ+ (e arctany—|—2y) dx + (1+ 5 1) dy

3

:// (G—Q—a—P)dxdy:—2// dmdy:—Qd:—lr,
p\Oox oy D 4

gde je d = R%?71/2 = /8 povréina polukruga D polupreénika R = 1/2 (Primer 3.5.1).
Izracunavamo sada integral I2. Kako je

Ly: z==(y)=0,2=0; yel01],

pri ¢emu se za uvedenu orijentaciju parametar menja od y = 1 do y = 0, to je e* =1,
dr=01i

x

e
I = “ arctany + 2y) do + (—— — 1) d
2 /1;2(6 arctany + 2y) da (1 " ) y

0
/( ! 1)d (arct )‘0 L
= — = = (arctany — =—-7 .
(52 y y-9)| =3

Konacno je

1 1

Za razliku od reSavanja pomoc¢u Green—Riemannove teoreme, direktno resavanje in-
tegrala I kao krivolinijskog je izuzetno tesko. Primena Green—Riemannove teoreme je
olakSana time $to je kriva L mogla da se dopuni do zatvorene krive L3 delom Lo y—ose
(Napomena 3.5.1).
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Izra¢unati potpuni krivolinijski integral II vrste

—ydr +xdy
I= 2,2
L Tty
gde je L pozitivno orijentisana spoljna kontura dvostruko povezane oblasti
u zy-ravni (z = 0), ¢ija je unutrasnja kontura

Li: 2+y*=1,2=0.

Resenje. Dvostruko povezanu oblast oznac¢imo sa D i njenu unutra$nju konturu L;
orijentiSimo negativno.

VA

Funkcije

T 8P_8£_ y2 — 22

Y
P ) = T 5 5 ) = 5 53 a_ = = T N9
(z,y) 212 Q(z,y) 2ty dy 0 (221 42)°

su neprekidne u oblasti D jer (0,0) ¢ D. Zato moze da se primeni Teorema 3.5.2 i sledi

—ydz +zd —ydz+axd
7{ w+7{ —ydetady // 99 _ 9P gady —0,
L+ 24y’ Ly @4y y

odakle je
177{ —ydr +xzdy 7{ —yd:;:—&-:):dyi]{ —yd:r—i—xdy
S 22y T 224y S 2?42

Parametarske jednacine kruznice Lj su

Li: z=cosp,y=sinp, 2=0; ¢€]0,2n],

—ydr + zdy /27r
f 2 +y? o ¥

Posto je kontura L proizvoljna, krivolinijski integral ima istu vrednost I = 27 duz svake
konture (zatvorena kriva) u xy-ravni za koju je (0,0) € int L. Ukoliko (0,0) ¢ L Uint L,
prema Green—Riemannovoj teoremi je I = 0. Dakle, I ne zavisi od oblika konture L, veé¢
samo od njenog polozaja u koordinatnoj ravni, tj. od navedenog uslova.

pa je
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Izrac¢unati povrsinu oblasti u zy—ravni (z = 0) ograniCene zatvorenom
krivom

3t 3t2

L: = — = —
x 1+t3’y 14837

z=0; te]0,+00).

Resenje. Neka je D oblast ¢iju povrSinu d treba izracunati. Kriva L je petlja Descar-
tesovog lista (slika iz Zadatka 36 za a = 1). Oblast D je prosto povezana.

Kako je L zadata parametarski, povrsinu d nalazimo posredstvom Green—Riemannove
teoreme (Napomena 3.5.2). Od jednakosti (3.5.5)—(3.5.8) najpogodnija je (3.5.8) zbog

y/x =t, tj. ,
d:§ﬁ+x2d(%) .

Pozitivnoj orijentaciji krive L odgovara promena parametra od ¢t = 0 do t = 400, §to
se lako proverava kretanjem po krivoj za konkretan izbor vrednosti parametra, npr. ¢t = 0,
t =1, t = 2. Zato je dalje

+oo 2 +oo
0 (1+t3) 2 Jo (1—|—t3) 21+t 1o 2

uz napomenu da je odredeni integral, koji smo upravo resili, nesvojstven ([4], str. 269—
270).

Da je petlja Descartesovog lista zadata implicitno i da smo parametrizaciju vrsili
pomocu uopstenih polarnih koordinata r, ¢ (Zadatak 36), dobili bismo

2/3

L: x:3acos4/3npsin ©, y:3acos2/3npsin4/3cp, z=0; p¢€ [O,g] s

odakle je ocigledno da parametri t i ¢ nisu isti. ReSavanje zadatka pomocu bilo koje od
formula (3.5.5)—(3.5.8) je znacajno teze sa parametrom ¢ zbog neophodnosti sredivanja
odgovarajuéih podintegralnih izraza. Takode, reSavanje pomoc¢u dvojnog integrala (Za-
datak 36) je prostije nego pomocu krivolinijskog sa parametrom ¢ (Napomena 3.5.2).

Izracunati povrsinu dela zy-ravni (z = 0) ograni¢enog krivom
L: ($2+y2)2 :az:(x2—3y2) , 2 =0,

gde je a > 0.

Resenje. Neka je D deo xy—ravni ¢iju povrsinu d treba izracunati. U jednacini krive
L je (:c2 + y2)2 > 0, pa mora da bude i ac(xQ — 3y2) =z(x —v3y)(z + v3y) > 0. Nesto
duzom diskusijom se utvrduje da poslednja nejednakost vazi u slu¢ajevima

1 1
x>0, ;2 <0,y>——z; <0, y< —zx.

1 1
> ——=z<y< —¢==z <
V3 V3 V3 V3
Sli¢no lemniskati (Zadatak 6), navedeni slucajevi se odnose na tri zatvorene krive L1, Lo
i L3, sa zajednickom tackom (0,0) € L, koja je singularna i to trostruka tacka jednacine



VISESTRUKI INTEGRALI 69

([2], str. 98). Dakle, L nije zatvorena prosta kriva u smislu Definicije 1.1.9, veé je L =
L1 U Lz U L3. Oblasti D; ograni¢ene sa L; (¢ = 1,2,3) imaju jednake povrsine, pa
posmatramo samo krivu L; i oblast D1, znajuéi da je (0,0) € D;.

Povrsinu d nalazimo pomod¢u jednakosti (3.5.5), koja je posledica Green—Riemannove

teoreme,
d=— rzdy —ydx .
D) j{LT y—vy

Uvodimo polarne koordinate sa
T =rcosp, y=rsingp.

Za pravu y = (—1/+/3)x je tanp = —1/v/3 i ¢ = —7/6, a za pravu y = (1/v3)z je
tanp = 1/v/3 i ¢ = m/6. Takode, iz jednagine krive L sledi

T = acos L,o(cos2 P — 3sin? Lp) = acosc,o(cos2 ©— sin? ©—2 sin? <p)
= acos go(cos 2¢ — 2sin? gp) = a(cos ¢ cos 2¢ — 2 cos psin @ sin @)

= a(cos p cos 2¢p — sin @ sin 2¢) = acos 3y
gde je upotrebljena adiciona formula
cos(a+ ) =cosacosfB —sinasing (a=¢, 8=2p).

Zato su parametarske jednacine krive L date sa

Li: x=acospcos3p, y=asinpcos3dp, z=0; @€ [—%, %] .
Za pozitivnu orijentaciju krive L parametar se kreée od ¢ = —7/6 do ¢ = 7/6.

Kako je
z' () = —a(sin ¢ cos 3¢ + 3 cos psin3yp) ,

y' (p) = a(cos ¢ cos 3¢ — 3sin psin3yp) ,

posle sredivanja je
zdy —ydz = a? cos? 3pdyp
i za povrsinu se dobija

3 /6 ™/6 /6 1 6 1
d:7a2/ 00523god<p:3a2/ cosZ3gad<p:3a2/ dezfa%r.
2 —/6 0 0 2 4
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Zadatak se resava lakSe pomocu dvojnog integrala (Napomena 3.5.2) jer nalazenje
izvoda x’ (), ¥’ (¢) i sredivanje izraza = dy — y dz nije potrebno. Talnije, kriva L1 i oblast
D1 se preslikavaju u

LT: r=acos3p,

D*: 0<r<acos3p, —

i odmah se dobija

/6 acos 3¢ 3 /6
d:3// da;dyzS// Tdrdgoz?)/ dnp/ rdr:fa2/ Cosz&pdgo.
Dy D} —7/6 0 2 —7/6

Primetimo da smo polozaj krive L mogli jednostavnije da utvrdimo diskutujuéi njenu
jednacinu u polarnim koordinatama

r=acos3yp .

Za ¢ € [0,27] je 3p € [0, 67], pa iz uslova cos3p > 0 sledi 3¢ € [—7/2 + 2km, 7/2 + 2kn]
(k=0,1,2)ip € [-7/6+ 2knw/3,7/6 + 2kx /3], tj.

ORI CITE Sk

eel-55lvET
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Povrsinski integrali po povrsi (I vrste)

Ako je
S z:z(m,y) ; (.T,y) Eny y
Lo 0
p_ al_ 9 q_ ay 9
tada je

//S H(z,y,z)do = //Dmy H(x,y,z(x,y))\/m dzdy .

Izracunati povrsinu povrsi
S: x=wcosv, y=usinv, z=v; (u,v) € Dy, ,

gde je
Dyp: 0<u<a, 0<v<27.

Resenje. Neka je s povrSina povrsi S.
Iz zadatih parametarskih jednacina povrsi S nalazimo

Ty, = COSV , Ty = —USINV |, Yy =SINV , Yp =UCOSV , 2, =0, 25, =1

E:xi—i—yﬁ—&—zi:l,G:x%—&—yg—i—zg:l—&—uQ,F:xu$v+yuyv+zuzv=0.

Zato je

s:/fda:f/ \/EG—FQdudv:// V14 u? dudv
S Dyoy Dy

a 27 a
:/ 1+u2du/ dv:2ﬂ'/ 14+ u? du .
0 0 0

71
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Dobijeni odredeni integral se resava hiperbolickom smenom

t_ -t

2

u = sinht =

Zau=0jet=0,azau=ajet=A=arcsinha = 1n(a +v1+ a2). Koristeéi osobine
hiperboli¢kih funkcija ([3], str. 299-300, [4], str. 27, 209), dalje je

A A A1 h 2t
s:27r/ v/1+ sinh? ¢ coshtdt:27r/ COSthdtZQTF/ &dt
0 0

0 2
1 A
= 7'r(t—|— 5 sinh2t) ‘0 = m(A + sinh Acosh A) = 7(A+ acosh A) .

Zamenom t = A = 1n(a + V14 a? ) u definicioni izraz za cosht i sredivanjem sledi

COShAieA—i—e*A7a2+a\/1+a2+17a(a+v1+a2)+ 1
2 a++V1+a? a+V1+a? a++vV1+a?

:a+(fa+\/1+a2):\/1+a2,

pa je konacno

Szw[a\/1+a2+ln(a+ 1+a2)] .

Izra¢unati povrsinu dela ravni
Si1: z4+2y+32=6

za x,1y,z > 0.

Resenge. Neka je S deo ravni S1 u I oktantu, ¢iju povrsinu s treba izracunati. Ravan
S1 seCe z, y i z—osu redom u tackama (6,0,0), (0,3,0), (0,0,2), a xy—ravan duz prave

1
L: y:—§x+3, z=0.

X
Povrs S se bijektivno projektuje na sve tri koordinatne ravni (2° iz Napomene 4.3.2).

Projektujemo je, npr., na zy—ravan (z = 0). Projekcija je oblast Dz, ograni¢ena x—osom,
y—osom i pravom L, tj.

1
Dgy - 0§x§6,0§y§—5w+3.
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S obzirom na S C S; i projektovanje na xy-ravan, iz jednaline ravni S7 iskazujemo
jednacinu njenog dela S u obliku

1 2
S: z=z(xy=——z—-y+2; (2,y) € Day .

3 3
Kako je
0z 1 0z 2.1+2+2_14
p_('?x_ 3:(1—6y— 37 p Q—9:
to je

V14
s://doz// \/1—|—p2+q2dwdy:—/ dxdy .
s Doy 3

Day

Prema opisu oblasti Dy, dalje je

/14 6 —x /243 /14 6
S:—/ dw/ dy:—/ (7£+3)dm:3\/14.
3 0 0 3 0 2

Zadatak se reSava na isti nacin ako se S projektuje na yz ili zz—ravan.

Izra¢unati povrsinu zatvorene povrsi S = 57 US,, gde je S; manji deo
sfere
Sy x? 4+ y? + 2% = 3a?
koji iseca paraboloid
Sy 2?4 y? =2az,

a Sy deo paraboloida S4 koji je unutar sfere Sz za a > 0.

Resenje. Neka je s; povrSina za S1, a sg povrsina za S2. Sfera S3 je centralna, a
paraboloid S4 ima z—osu za osovinu. Povrsi S3 i Ss se seku duz krive L, a njihovi delovi
S1 152 su iznad zy—ravni (z > 0).

ZA}

S

Povrsi Sy iS5 se bijektivno projektuju samo na xy-ravan (z = 0) u istu oblast Dgy. Da
bismo odredili ovu oblast, odredujemo projekciju Lyy krive L. Smenjujuci 22 + 9% = 2az
ux2+y2+z2 = 302 sledi 22 + 2az — 3a? =0, odakle je 21 = a >0, 20 = —3a < 0 i
sve tacke krive L imaju istu treéu koordinatu z = a. Za z = a jednacine povrsi S3 i Sy
postaju x2 + y? = 2a?, pa je Ly kruznica
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Zato je projekcija krug
Dyy - z2 +y2 < 2a?

Za povrsi S1 C S3 1 S2 C Si je z > 0 i projektovanje se vrdi na zy-ravan, pa jednacine
ovih povrsi zapisujemo u obliku

S1: z=zi1(z,y) =v3a%2—22—y2; (2,y) € Day ,

1
Sa: z=z(z,y) = —(2*+¢°); (2,y) € Day .

2a
Kako je

_0x1 T _0x1 y
L= — 3a2—x2—y27q176y7 302 — a2 —y2

0z = 0z y
pziamia’(piayia’

3a? a? + 22 + 2

1+p2+=—"" 14pitg="T"T7

1T q1 302 — 22 — y2 P2 T a2 a2

to je

dzd
slz// da:// 1—|—p%+q%dmdy:\/§a// e ,
S1 Dy Dy /3(127:0273/2
1
32:// daz// 1+p§+q§dmdy:ff va? 4+ x2 +y? dzxdy .
Sa Dacy a D:L‘y

Uvodenjem polarnih koordinata sa
r=rcosp, y=rsing,
za koje je |J| = r, oblast Dgy se preslikava u
Di,: 0<r<v2a,0<¢<2r

i sledi

27 V2a
51 = Ba// drdcp \/ga/ dnp \/%dr
y V3a2 —r2 —-r

V2a
1
= 3a7'r/ N d(3a2 — ’I“2) =2v3(V3 - 1)a’n
0 a

2 _ p2

1 1 27 V2a
s9 = f/ rv/ a2 + 12 drde = 7/ dy rva2 +r?2 dr
a * a Jo 0
Ty

1 V2a 2
=7 a? +1r2 d(a2+r2) = 7(3\/3—1)(1271' ,
a 0 3
odakle je, zbog S = S1 U Sa,

16 ,
8—81+82—?a71'.
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Do projekcije Lzy moze da se dode na standardan nacin, eliminacijom z iz jednacina
povrsi S3 1 S4. Zamenom z = (Jc2 + y2)/2a iz jednacine za S4 u jednacinu za S3 sledi

Ly : (a:2+y2)(x2+y2+4a2):12a4, z=0.
Krivu Lyy prepoznajemo zahvaljujuci polarnim koordinatama r, ¢ za koje je iz prethodne
jednaéine r* + 4a?r? — 12a* = 0, &to je bikvadratna jednagina po r. Smenom t = r2 > 0
ova jednacina postaje t? + 4a%t — 12a* = 0 i ima redenja t; = 2a2 > 01ty = —6a? < 0,
pajer? =t; =2a%?ir =+v2a. Dakle, Ly je centralna kruznica polupre¢nika r = V2a.
Primecéujemo da se povrs S sastoji od delova S7 i Sz sa razli¢itom parametrizacijom

(4° iz Napomene 4.3.2), pri ¢emu se delovi bijektivno projektuju samo na xzy-ravan (1°
iz Napomene 4.3.2). Povoljna situacija je u tome $to se oba dela projektuju u istu oblast.

Izracunati povrsinski integral I vrste

I://Sy(x—i-f)da,

Sli z:—\/xQ—i—yQ

koji iseca cilindri¢na povrs

gde je S deo konusa

So : m2+y =2y .

Resenje. Konus S7 ima z—osu za osovinu i nalazi se ispod zy-ravni (z < 0). Izvodnice
cilindri¢ne povrsi S2 su paralelne z—osi, a direktrisa je kruznica L u zy-ravni sa centrom
u tacki (0,1,0) polupre¢nika 1.

Povrs S se bijektivno projektuje na zy-ravan (z = 0) u oblast ogranicenu sa L, tj. u
krug
Dyy - x2+y2 <2y

i kao deo konusa S; ima jednacinu

S : z:z(m,y)z—\/ﬂm§ (%,y) € Day .
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Odredujudi

0z T 0z
= 14p* g% =2,

O PN A A TR~

integral I postaje

I://D ylz + 2% (z, y)]mdxdy—\[// y(z + 2% + y?) dady .

Ty Da:y
Uvodenjem polarnih koordinata r, ¢ u xy-ravni, krug Dy, prelazi u oblast
D;y: 0<r<2sinp, 0<p<m,

pa je dalje
I:\/i// rzsinap(Tcosgo—&—rZ) drdy
zy

T 2sin ¢
:\/5/ dgo/ (r3cosgosin<p+r4sin<p) dr
0 0
" 5 32 . 6
=2 (4cos<psm goJrEsm cp) dep
0

32 32v2 [T
= 4\/5/ sin® @ d(sin ) + i sm6 pdp = % / sin® o dp .
0 0 0

Postupajuéi kao u Zadatku 10, nalazimo

5 3 1 3
sinp = — — Z cos2p — = cos® 2 —cos4
T 16 8T TR

i dobijamo

32v/2[5 ™ 3 7 1 /7 3 [T
=== dp— = 20do — = 32pdp + — 4pd
5 [16/0 © 8/0 cos 2¢p dy 8/0 cos” 2¢ <p+16 5 cos 4p go}

32\f [ 1
16"

32v/2 5
Sl EVE O o —ovar.
5 16 Var

T
1 — sin® 2¢) d(sin 2¢) | =
; (1 — sin® 2¢) d(sin @)} 5 167

Osim na zy-ravan, povrs S se bijektivno projektuje i na zz—ravan u oblast

z
D.e: -2<2<0, 4—22<x< 44— 22.

[\

Medutim, odgovaraju¢i dvojni integral po oblasti D, se znatno teze resava, pa u opstem
slu¢aju nije svejedno koje se bijektivno projektovanje koristi za prelazak sa povrsinskog
na dvojni integral (2° iz Napomene 4.3.2).

Izra¢unati povrsinski integral I vrste

I://S(y%—z—l—\/m%la
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gde je

S: 2+ y?=d?

cilindri¢na povrs§ za 0 < z < cia,c > 0.

ReSenje. Izvodnice cilindriéne povrsi S su paralelne z—osi, a direktrisa je centralna
kruznica u xy-ravni poluprecnika a.

S:

X

Projektovanje povrsi S na bilo koju od koordinatnih ravni nije bijekcija (3° iz
Napomene 4.3.2). Pri tome za projektovanje na yz ili za—ravan postoje po dva bijektivna
dela povrsi S, dok za projektovanje na xy—ravan povrs S nema bijektivnih delova. Povrs
S projektujemo, npr., na zz—ravan (y = 0) i u tom cilju je posmatramo kao S = S1 U Sa,
gde je S1 deo za y > 0, a Sz deo za y < 0. Oba dela se bijektivno projektuju na istu
pravougaonu oblast

D,z: 0<z<c¢, —alz<a.

Bududi da delove S1,S2 C S projektujemo na zx—ravan, njihove jednacine zapisujemo u
obliku

S1: y=wu(zz)=va®—2*; (2,2)€ Daa,

Sa: y=uy2(z,z) = —vVa?—x22; (2,x) € Dsy .

Za povrsi S1, S2 je

0z ox a2 — x2
p2 = Oy =0, 2= 9 _ 4‘43144*;
0z ox a2 — z2

a2

l+pi+ai=1+p3+d3= 55—,
a2 —x
pa je
11:// [y1(z,2) + 2+ Va2 — a2 ]4/1 +p? + ¢ dzdw
Dzx

1 z
=a z+2va? — 22 7dzdx:a// ———— +2) dzdx
R e (7=
_ 2_ 21,/ 2 4 2 — z
IQ—//Dzm[yz(z,x)-i-z-i-\/a z2]4/14+p2+q3 dzdx—a//Dm mdzdx.
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Prema opisu oblasti D,., dalje je

I /ad/C( £ +2)d 4a%c + 2/a Ly
=a XL —_— Z = 4a C ac ——— aAX
' —a 0 \Wa? —z? 0 VaZ =22

T .z |a 1
7) = 4a2c + ac? arcsin = ‘ = 4a2c + - accm ,
a 0 2
1 5

pEC

a c z a 1
I :a/ dm/ 7dz=a02/ ———dz =
2T Var—a2 o vaZ—z? 2
i, zbog S = S1 U Sa,

= 4a2c + ac

I=1 +Ir =4d%c + ac®n = ac(da + cr) .

Zadatak se sli¢no reSava projektovanjem S na yz-ravan.

Izra¢unati povrsinski integral I vrste

I://(x2+y2—|—22)d0,
S

S: 2?4yt 422=1.

gde je

Resenje. Povrs S je centralna sfera polupre¢nika 1. Neka je S1 deo sfere S za z > 0,
a Sg deo za z < 0.

ZA

Kako je S zatvorena povr§, nijedno od projektovanja na koordinatne ravni nije bijekcija
(3° iz Napomene 4.3.2). Zato S posmatramo kao S = S1 U Sa, pri ¢emu se delovi S1, Sa
bijektivno projektuju na zy-ravan (z = 0) u krug

Dyy : x? + y2 <1
i imaju jednacine

Si: z=za(my) =vV1-22—y%; (2,y) € Day ,
Sy oz ZQ(m,y)z—mé (%,y) € Dgy .

Odredujuéi p; = 9z;/0x, q; = 0z; /Ay (i = 1,2), nalazimo

2 2
1+p; +gq; Im:
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pa je
dzd
[i:// (m2+y2—|—22)d02// L.
Si Dgy /1 — 22 — 3?2
Uvodenjem polarnih koordinata r, ¢ u xy-ravni, oblast Dyy prelazi u
Di,: 0<r<1,0<¢p<2r
i sledi
r 2m 1 r 1 1

I':// ————drd :/ d/idr:—ﬂ'/ ————d(1—1r?) =2r,
' 5, V1I—12 v 0 Lpo V1—1r2 0o V1—r? ( )

dakle
I=1+1=4r .
Sli¢no je i reSavanje zadatka projektovanjem S na ostale koordinatne ravni.

Zadatak moze da se resi i jednostavnije. Kako je podintegralna funkcija 2 + y? + 22
definisana na S, to mora da vazi

x2+y2+22:1,

I://dazs,
S

gde je s povrsina sfere S. Primenom dobro poznate formule

pa je

s =4R*r

za odredivanje povrsine sfere polupre¢nika R, u konkretnom sluc¢aju R = 1 sledi rezultatat.

Izra¢unati povrsinski integral I vrste

I://xda,
s

gde je S deo cilindri¢ne povrsi
Si: y=a2+1
izmedu povrsi
So: y=2, S3: y=3, S;: y=a>+22

za x > 0.

Resenge. Cilindri¢na povrs ima za direktrisu parabolu L u zy-ravni i izvodnice pa-
ralelne z—osi (prva slika). Povrsi Sz, S3 su ravni paralelne zz—ravni i za * > 0 na Sy
isecaju ”"beskonacnu traku”, osencenu na prvoj slici. Povr§ S4 je paraboloid sa y—osom
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kao osovinom, koji tu traku sece duz krivih L1, Lo i sa nje iseca konacni deo S (druga
slika).

Posto je S deo cilindri¢ne povrsi ¢ije su izvodnice paralelne z—osi, S mora da se projek-
tuje na yz ili zx—ravan iz razloga navedenog u Zadatku 57. Oba projektovanja su bijekcije
(2° iz Napomene 4.3.2). Neka je Dy, projekcija povrsi S na yz—ravan (z = 0). Eliminaci-
jom z iz jednacina povrsi S1 i S4 dobijaju se jednacine projekcija L1y, Loy, krivih L1 i
L27

Liy.: z=-1,2=0, Loy,: z=1,z=0.

Takode, tacke sa povrsi S i njihove projekcije iz Dy, imaju istu y—koordinatu, pa je
2 <y < 31i opis projekcije D, . glasi
Dy,: 2<y<3,-1<z<1.

Kako je S C S1 za x > 0 i kako se projektovanje vrsi na yz-ravan, jednacinu povrsi S
zapisujemo u obliku

S: z=z(y,2)=vy—1; (y,2) € Dy, .
Nalazeci
ox 1 ox
p: —_— =

dy 2\/y71,q:£

4y —3
=0; 1+p2+q2:74(371),

dobijamo

~
I

1
//D (y, 2) 1+p2+q2dydz:f//D VIy =3 dydz
Yz

2
yz
1 3 1 3
5/ \/4y—3dy/ dz:/ Viy — 3 dy .
2 -1 2

Poslednji odredeni integral se reSava smenom

dy—3=12,

za kojujet=+vbB kad jey =2, t =3 kad je y = 3 i dy = tdt/2, pa je

t?dt =

1_1/3 27— 5V5
N 6 ’
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U slucaju projektovanja povrsi S na zx—ravan za projekciju se dobija
Dip: —1<2<1,1<z<V2,
pri Cemu se granice promenljive z odreduju iz jednacine povrsi Sy zay =2iy = 3, a

granice za z eliminacijom y iz jednacina povrsi S7 i S4. Odgovarajuéi dvojni integral po
oblasti D,, se takode jednostavno resava.

Izra¢unati povrsinski integral I vrste

I://(1—i—x2—i—y2)3/2d07
S

2

2

a2y
Sy : 2=L Y
e 2T T

gde je S deo povrsi

koji iseca cilindri¢na povrs
2
S, : (m2 +y2) _ az(xz 7y2)

zax >0ia>0.

Resenje. Povrs S1 je hiperbolicki paraboloid ([4], str. 205-206). Izvodnice cilindri¢ne
povrsi Sy su paralelne z—osi, a direktrisa L je deo lemniskate (Zadatak 6) za = > 0.

Projektovanje povrsi S na zy-ravan je bijekcija. Pri tome je projekcija Dy, ogranicena
sa L, a S ima jednacinu

2 2
S z:z(m,y):x—fy—; (x,y) € Day .
2 2
Odredujudi
0z 0z
p= =z, 9= =-y; l+p’+ =142+,
ox oy

integral I postaje

I:// (1—|—m2—|—y2)3/2\/1—|—p2—|—q2dmdy:// (1+m2+y2)2dmdy.
Day

Dgy
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Uvodeci polarne koordinate 7, ¢ u xy-ravni i koristeéi zakljucke iz Zadatka 6, oblast Dy,

se preslikava u
D;y 1 0<r<aycos2p, —

i za integral I se dobija

9 /4 a+/cos 2¢ 5
I:// r(1—|—1"2) drdga:/ dgp/ T(1+T2) dr
Dz, —n/4 0

1 /4 a+/cos 2¢p 5
- 7/ dcp/ (1+72)"d(1+r?)
2 —m/4 0

<<

N
N

/4
= 3 / (a6 cos® 2¢p 4+ 3a? cos 2¢p 4+ 3a? cos? 2<p) dep
0
/4 1 4 1 /4
a’ / (1— sin? 2¢) d(sin 2¢) + 5 a? sin 2¢ ‘;/ —1—5 at / (14 cosdp) dp
0 0

1 1 1
ab+Za?+ Zatnr = —a2(8a4+9a27r+36) .

1
6
1
9 2 8 72

Povrs S se bijektivno projektuje i na yz-ravan, ali je projekciju tesko prepoznati i

opisati (2° iz Napomene 4.3.2).

Izra¢unati povrsinski integral I vrste
I= // (2° +y?)zdo ,
s

Si: 2?4yt 4+2=4

gde je S deo sfere

koji odseca konus
Sy: z=2V3— 3(x2 +y?) .

Resenje. Povrs Si je centralna sfera polupreénika 2, a Sz je konus sa z—osom kao
osovinom, koji z—osu see u tacki (0,0,2v/3). Povrsi S1 i Sz seku zy-ravan (z = 0) po
istoj kruznici

Ly : 932+y2:4, z=0,

pa je L1 jedna presecna kriva za S1 i S2. Ako je Lo druga preseéna kriva, povrs S je
sferni prsten izmedu krivih L1 i Lo.
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Jednaginu krive Lo nalazimo sli¢no kao u Zadatku 55. Zamenom z2 4 y? =4 — 22 iz
jednacine za S1 u jednacinu za Ss i kvadriranjem sledi z2 — v/3z = 0, odakle je z1 =0 i
209 =+3.Zaz =0 je veé¢ odredena presecna kriva Li. Za z2 = V3 jednacine povrsi Sy i
Sz postaju z2 4+ y2 = 1, pa je Lo kruznica

Lo : x2+y2:1,z=\/§.

Kruznica Li i njena projekcija na zy-ravan se poklapaju, dok je projekcija kruznice Lo
data sa
Logy : :1:2+y2:1, z=0.

Zato se S bijektivno projektuje na kruzni prsten Dgy, koji je dvostruko povezana oblast
sa spoljnom konturom L i unutradnjom Lo.,. Ostala projektovanja nisu bijekcije (1° iz
Napomene 4.3.2). S obzirom na to §to je povrs S C S7 iznad zy-ravni (z > 0), njena
jednacina je

S: z=z(x,y)=v4—-22—y2; (z,y) € Day .

Kako je
0z x 0z y
p ox 4 — _y27q dy 4—m2—y27
2 2 _
L+p"+q = — R
to je

1= [[ @) ir R dedy =2 [[ (a4 ) dady
Day D

xy

Uvodedi polarne koordinate 7, ¢ u xy-ravni, Dy, se preslikava u

D;y: 1<r<2,0<p<27

]

i sledi

2 2w
r3d7’dg0:2/ rsdr/ dp =157 .
1 0

*
zy
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Sferni prsten S je primer dvostrane povrsi za koju je u Definiciji 1.1.19 Dyy = Day
dvostruko povezana oblast. Zato povr§ S ima dve grani¢ne konture Ly i Lo.

Izracunati povrsinski integral I vrste

1
I:// do
s v/3y2 +522+1

gde je S deo povrsi
2

51 : £ + y2 — 22 =1
4
izmedu xy—koordinatne ravni i ravni
So: z=2V2.

Resenge. Povrs S1 je jednograni hiperboloid ([4], str. 202—-203), a S2 je ravan paralelna
xy-ravni. Povr§ S sete xy—ravan (z = 0) duz elipse

2
Ly x——i—yZ:l,z:O,
4
a ravan Ss duz krive

Lo :

Elipsa L; se poklapa sa svojom projekcijom na xy-ravan. Zbog paralelnosti S2 sa
xy-ravni, kriva Lo i njena projekcija Logy su takode elipse, tj.
2 2
x
Y _1,z2=0.

L : =

Projektovanje povrsi S na zy-ravan je bijektivno, dok ostala projektovanja to nisu (1°
iz Napomene 4.3.2). Projekcija Dgy povrsi S je dvostruko povezana oblast sa spoljnom
konturom L2y i unutraSnjom Lj. Za povrs S C S1 je z > 0, pa je

1
S: z=zwy) = Vel +4y? —4; (2,y) € Day -
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Kako je
2 2 2 5 2 2 1 2 2
3y“ +52°(z,y) +1 =3y +Z(l‘ + 4y 74)+1:1(5$ +32y° — 16) ;
0z 1 T 0z 2y
P= =0 —FFF—4= 5 =
Or 2 /22 +4y42 —4 0y a2 442 —4
5x + 3292 — 16
1 TN
Pt T 4(a? +ay? —4)
to je
1 dxdy
I:// \/1+p2+q2da:dy:// —_— .
Doy /3y2 +522(z,y) + 1 Day V@2 +4y? — 4

Uvodedéi uopstene polarne koordinate sa

r=2rcosyp, y=rsiny ,

za koje je |J| = 2r, oblast Dgy se preslikava u

Di,: 1<r<3,0<¢<2r,

a integral I postaje

27 r
I= drd d dr—2 dr =427 .
//* Varz —4 v / cp/ Vr 7T/1 \/7"271 T

Komentar iz Zadatka 61 vazi i u ovom slucaju

Povrsinski integrali po koordinatama (II vrste)
Ako je

St z=2z(xy); (7,y) € Dy,

//S+ R(z,y, 2) dvdy = //Dmy R(z,y, 2(z,y)) dudy .

Izra¢unati potpuni povrsinski integral II vrste

tada je

1= //ydydz+$dzd$+zdxdy ,
S

gde je S ogranic¢eni deo ravni

Si1: rz—y+z=1
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koji isecaju koordinatne ravni. Integracija se vrsi po strani povrsi S vidljivoj
sa pozitivnog dela z—ose.

Regenje. Ravan S je zadata u segmentnom obliku (Primer 3.3.2) iz kog se o¢itavaju
njene presecne tacke (1,0,0), (0,—1,0), (0,0,1) sa koordinatnim osama. Zato je deo S u
IV oktantu, za koji je x,z > 0, y < 0. Na stranu povrsi S po kojoj se vrsi integracija je
postavljen normalni vektor (prva slika). Projekcije Dy., D.z, Dgy dela S redom na yz,
zx i xy-ravan su prikazane na ostalim slikama.

Y L,
0 1 x
_1 ny

Potpuni povrsinski integral I rastavljamo na tri povrsinska integrala po koordinatama

I=5L+1x+ 13,

Ilz//ydydz,Igz//acdzd:r,[gz//zdmdy.
s s s

Svaki od ovih integrala reSavamo zasebno.

gde je

Integral I; je povrSinski po koordinatama y, z, pa S treba projektovati na yz-ravan.
Ovo projektovanje je bijekcija. Ravan Sp sece yz—ravan (z = 0) duz prave

Li: z=y+1,z=0.
Zato se S projektuje na
Dy.: —-1<y<0,0<z<y+1.
S obzirom na prethodno projektovanje, jedna¢inu povrsi S zapisujemo u obliku
S: z=z(y,z)=y—2+1; (y,2) € Dy. .
Integracija se vrsi po strani koja se vidi sa pozitivnog dela z—ose, pa je to pozitivno

orijentisana strana St u odnosu na bijekciju Dy, < S.
Integral I; postaje dvojni

I :// ydydz:f/ y dydz
S+ D,

Yz

i, prema opisu oblasti Dy, vazi

0 y+1 0 1
11=/ ydy/ dz:/ y(y+1)dy=——.
-1 0 -1 6
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Integral I2 je povrSinski po koordinatama z, x, pa S projektujemo na zx-—ravan, pri
¢emu je projektovanje bijekcija. Ravan Sp seCe zz—ravan (y = 0) duz prave

Ly: z=—-xz+1,y=0.
Zato je projekcija povrsi S na zz—ravan oblast
D.p: 0<z<—-z+4+1,0<z<1,
a odgovarajuéi oblik jednacine povrsi S je
S: y=yk,x)=x+2—-1; (2,2) € Dyyx .
Integracija se vrsi po strani koja se vidi sa negativnog dela y—ose, pa je to negativno

orijentisana strana S~ u odnosu na bijekciju D,z < S.
Integral I2 postaje dvojni

Ig:// Idzdx:—// xdzdx
- DZIE

i, prema opisu oblasti D, sledi

1 —z+1 1 1
12:7/ :r:d:r:/ dz:f/ z(—zx+1)de=—=.
0 0 0 6

Integral I3 je po koordinatama x, y, pa S treba projektovati na xy-ravan. I ovo
projektovanje je bijekcija. Kako S; se¢e xzy—ravan (z = 0) duz prave

Ls3: y=x—-1,2=0,
projekcija povrsi S na xy-ravan je
Dgy: 0<z<1,2-1<y<0.
Odgovarajuéi oblik jednacine povrsi S je
S: z=z(x,y)=—-z+y+1; (2,9) € Day .

Integracija se vréi po pozitivno orijentisanoj strani St u odnosu na bijekciju Dyy < S.
Integral I3 prelazi u dvojni

13:// Zdacdy:// z(a:,y)da:dyz// (—z+y+1)dzdy .
S+ Dy Dgy

Prema opisu oblasti Dy, dalje je

1 0 1 1 1
13:/ da:/ (—:c—i—y—i—l)dy:f/(az—l)Qd:c:f.
0 r—1 2 0 6

Konacno je

1 1 1 1
I=h+Lh+l3=———>-4-=——.
1+ 12+ 13 6 6+6 6
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Izra¢unati potpuni povrsinski integral II vrste

1= // 22 dydz + y dzdx + 2% dzdy |
s

gde je
S 22=a?4q?

konus za 0 < z < c¢. Integracija se vrsi po strani povrsi S koja se vidi sa
negativnog dela z—ose.

Resenje. Konus S ima z—osu za osovinu i nalazi se iznad zy-ravni (z > 0). Neka je
S = 51U S2, gde je S1 deo za z > 0, a S2 deo za z < 0 (prva slika). Takode, neka je
S = S3 US4, gde je S3 deo za y > 0, a Sq deo za y < 0 (druga slika). Na strane delova
koje odgovaraju strani integracije povrsi S su postavljeni normalni vektori. Ostale slike
prikazuju projekcije Dyz, D.z, Dzy povrsi S na yz, zz i xy-ravan redom.

21} ZA

XA VA
C _______
D
.sz / Y
0 cz \\0 cx
_c ________

Potpuni povrsinski integral I rastavljamo na povrsinske integrale po koordinatama

11:// 22 dydz , 12:// ydzdr , 13:// 22 dedy
S S S

i svaki od njih resavamo zasebno.

Integral I; je po koordinatama vy, z, pa S treba projektovati na yz—ravan. Kako ovo
projektovanje nije bijekcija, S rastavljamo na bijektivne delove S1 i S2. Povrs S sece
yz—ravan (z = 0) po krivoj

Li: z=|yl,z=0.

Zaz=ciz z=y| je ly| = ciy = tc. Zatose S1 i S2 projektuju na yz—ravan u oblast

Dy.: —c<y<ec, ly<z<c.
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S obzirom na prethodno projektovanje, jednacine povrsi Sy i S2 zapisujemo u obliku

S1: z=uz1(y,2) = m; (y,2) € Dy ,

Sa: xz=uwx2(y,2) = —v22—9y?; (y,2) € Dy .

Integracija se vrsi po strani povrsi S1 koja se vidi sa pozitivnog dela z—ose, pa je to
pozitivno orijentisana strana Sf u odnosu na bijekciju Dy, < S1. Takode, strana povrsi
So po kojoj se vrsi integracija se vidi sa negativnog dela x—ose, pa se radi o negativno
orijentisanoj strani S; u odnosu na bijekciju Dy, « Sa.

Integral I} postaje

I = // 22 dydz —|—// 22 dydz = // m%(y, z) dydz — // x%(yvz) dydz
st S, Dy Dy

1 2

://D Z(z2fy2)dydzf//D Z(ZnyQ)ddeZO.

Integral Is je po koordinatama z, x, pa S projektujemo na zx—ravan. Ni ovo projekto-
vanje nije bijekcija, ali su S3 i S4 bijektivni delovi. Analogno prethodnom slucaju, povrs
S sece zz—ravan (y = 0) po krivoj

Ly: z=|z|,y=0,
odakle je x = £c za z = c¢. Dakle, projekcije povrsi S3 i S4 na zz—ravan su ista oblast
D.y: Jz|<z<c¢, —¢c<z<ec,
a jednacine ovih povrsi u odgovarajuéem obliku su
Ss: y=uys(z,x) =22 —22; (2,2) € D;y,
Sa: y=uwalz,x) = —22—22; (2,2) € Dy .

Integracija se vrsi po pozitivno orijentisanoj strani S; povrsi S3 u odnosu na bijekciju

D, < S3 jer se ona vidi sa pozitivnog dela y—ose i po negativno orijentisanoj strani S,

povrsi S4 u odnosu na bijekciju D, < Sy jer se ta strana vidi sa negativnog dela y—ose.
Integral Iz postaje

Is = // ydzdx + // ydzdr = // y3(z,z) dzdx — // ya(z, z) dzdx
sy sy D.a Dz

4
:// V22 — 2 dzda:—/ —/22 —z2 dzdm:2// V22 — 22 dzdx .

zx

Radi jednostavnijeg resavanja dobijenog dvojnog integrala, a imajuéi u vidu da je z =
|z| =z zaxz €[0,c]iz=|z|=—xzaz€[—c0], oblast D., opisujemo drugacije sa

D.g: 0<2z<c¢c, —z<z<z2.

Zato je

c z c z
12:2/ dz/ \/22—x2d:c:4/ dz/ V22 — 22 dx
0 —z 0 0



90 INTEGRALIL: KRIVOLINIJSKI, DVOJNI, TROJNI, POVRSINSKI; II deo

pri éemu je iskoriSéena parnost funkcije V22 — x2 po z. Unutradnji integral se reSava
smenom
r = zsint ,

za kojujet =0kad jexz =01t =m/2 kad je x = 2. Dobija se

c /2 c /2 1
Iz :4/ dz/ |zcost|zcostdt:4/ szz/ cos?tdt = = 3 .
0 0 0 0 3

Integral I3 je po koordinatama x, y, pa S projektujemo na zy-ravan. Ovo projekto-
vanje jeste bijekcija. Ravan z = ¢ je paralelna zy—ravni i se¢e S po kruznici

Cija je projekcija na xy-ravan
pa je projekcija povrsi S krug

Odgovarajuéi oblik jednacine povrsi S glasi

S : z:z(x,y)zm; (2,9) € Dzy .

Integracija se vrsi po negativno orijentisanoj strani S~ povrsi S u odnosu na bijekciju
Dyy < S.
Integral I3 postaje dvojni

132// szacdyz—// 22(w,y)dacdy=—// (2% + y?) dzdy .
5= Doy D

zy

Uvodedi polarne koordinate 7, ¢ u xy-ravni, oblast Dy, se preslikava u

Di,: 0<r<c,0<p<2r

2 c 1
13:—// r3d7’dgo:—/ dnp/ ridr=—=c'rn.
D* 0 0 2

Ty

i dobija se

Konacno je
1 1 1
I:Il—f—IQ—‘rIg:56371'—56471':6(2—3C)0371’.

Izra¢unati potpuni povrsinski integral IT vrste

I= // xdydz + ydzdr + R(x,y, z) dzdy
s
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gde je

S: 2P*+y*=ad’
cilindri¢na povrs za 0 < z < cia > 0, a R(x,y, 2) je proizvoljna funkcija
neprekidna na S. Integracija se vrsi po "unutrasnjoj” strani povrsi S.

Resenje. Povrs S nije zatvorena, pa termin ”unutrasnja” strana nije adekvatan i treba
ga prihvatiti intuitivno. Bolji opis strane integracije ne moze da se da jer S ne moze
bijektivno da se projektuje ni na jednu koordinatnu ravan. Neka su S; (¢ = 1,2,3,4)
delovi povrsi S redom za: x > 0, z < 0, y > 0, y < 0. Na strane delova koje odgovaraju
strani integracije povrsi S su postavljeni normalni vektori.

ZA Z A

S2C

8,

X

Delovi S1, Sa se bijektivno projektuju na yz—ravan (z = 0), a delovi S3, S4 na za—ravan
(y = 0). Projekcije su pravougaone oblasti

Dy:: —-a<y<a,0<2<c¢c, Dzp: 0<2<c, —a<z<a,
a potrebne jednacine ovih delova su
Sr2: w=z12(y,2) =+Va®—y?; (y,2) € Dyz
S34: y=uy3a(z,z)=*+Va%2—2%2; (2,2) € Dsy .

)

Orijentacije strana integracije su S;, S;' u odnosu na Dy, < S1, Dy, < S2i Sy, SZ' u
odnosu na D,z < S3, D,z < S4.
Za integral po koordinatama y, z se dobija

L = // J:dydz+// rdydz = —// z1(y, 2) dyd2+// z2(y, z) dydz
ST S5 Dy D

1 yz

a Cc
—2// va? —y? dydzz—Z/ va? —y? dy/ dz
Dyz —a 0
a /2
—40/ Va2 —y? dy = —4a20/ cos? tdt = —a%er |
0

T
0

pri cemu je koriS¢ena smena y = asint.
Integral po koordinatama z, x se resava slicno kao I i dobija se

// ydzdr + // ydzdr = —// y3(z,x) dzdx + // ya(z, ) dzdx
Sa SZ_ Do D:x

3

—2// Va2 — 22 dzdx = —d’cr .
Dz:t

I
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Povr§ S ima izvodnice paralelne z—osi, pa je bilo koji povrsinski integral po koordi-
natama z, y jednak nuli (osobina (4.2.4)), tj.

I3 :// R(z,y,2z)dxdy =0 .
S

Vrednost integrala I je

I=11+ 1+ I3 = —a?cr —aler +0 = —2a2er .

Izra¢unati potpuni povrsinski integral IT vrste

I—// rdydz + ydzdr + zdzxdy
s

Va? +y? + 22

gde je
S: ?+yi+22=d’
i a > 0. Integracija se vrsi po spoljnoj strani povrsi S.

Resenje. Povrs S je centralna sfera polupreénika a. Sfera je zatvorena povrs, pa
ne moze bijektivno da se projektuje ni na jednu od koordinatnih ravni. Neka su Sj
(:=1,2,...,6) delovi sfere S redom za: z > 0,2 <0,y >0,y <0,z>0,2<0. Na
strane delova koje odgovaraju spoljnoj strani sfere su postavljeni normalni vektori.

ZA ZA ZA

S

Delovi S1, S2 se bijektivno projektuju na yz—ravan (xz = 0), delovi S3, S4 na zz—ravan
(y =0) 1S5, Sg na xy—ravan (z = 0). Projekcije su krugovi

Dy : y2+z2<a2, D,y : 22+x2§a2, Dgy - x2—|—y2§a2.
Jednacine delova su

S12: z=w2(y,2) =+Va? —y? —22; (y,2) € Dy: ,
S34: y=y3a(z,z)=*xVa2—a22—-22; (z,2) € Dy,

Ss6: z==z56(z,y)=EvVa®2—z2—y?; (2,y) € Day .

)

Orijentacije strana integracije u odnosu na odgovarajucéa projektovanja su: Sf, Sy, S;',
Sy, S+, Sy .
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Povrsinski integrali po koordinatama sada postaju dvojni
x dydz r dydz
b ff, ) e
Si‘- /x2+y2+z2 2— $2+y2+22
_ // r1(y, 2) dydz // x2(y, z) dydz
Dy \f23(y,2) +y2 +22 JIDus \[aB(y,2) + g2 + 22
1 1
:7// Va2 —y? — 22 dydz—f/ —va2 —y? — 22 dydz
a Dyz a Dyz
2
:f/f Va2 —y2 — 22 dydz
altip,.

i analogno

dzd dzd. 2
12:// yazar _|_// _Yyarar :7// Va2 —x2 — 22 dzdx
5§ Va?+y? +22 sy vri+y?4+22 alip,,

dxd dzd 2
n= [, [ 2] e ey
55 V2 +y? 4 22 S; Va2 +y?+22  aJ/p,,

Imajuéi u vidu opise oblasti integracije i podintegralne funkcije u dobijenim dvojnim

integralima, lako se uocava da je
L=1=1I3.

Zato je dovoljno izracunati samo jedan od njih, npr. I;. Uvodeéi polarne koordinate sa
Yy=r7cosp, z=rsing ,

oblast Dy, prelazi u
Dy,: 0<r<a,0<¢p<2r

i sledi

2 2 2m a 4
Ilzg// T\/a2—T2d1"de:*/ dgp/ r\/az—r2dr:§a27r.
* 0 0
Yyz

a

Integral I je zbir integrala po koordinatama

I=I+ I+ I3 =3I = 4a*r .

Izra¢unati potpuni povrsinski integral IT vrste

1= // xy dydz + yz dzdx + xzz dxdy |
s

gde je S = 57 U Ss U S5 U S, tetraedar sastavljen od delova S; (i = 1,2,3)
koordinatnih ravni koje iseca ravan

Sk : r+y+z=1
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za x,y,z > 0 i ograni¢enog dela Sy ravni S5 izmedu koordinatnih ravni.
Integracija se vrsi po spoljnoj strani tetraedra S.

Resenje. Prema tekstu zadatka, tetraedar S se nalazi u I oktantu. Neka su S; (i =
1,2,3) delovi yz, zx i zy—koordinatne ravni redom. Na strane delova, koje odgovaraju
spoljnoj strani tetraedra, postavljeni su normalni vektori. Ravan Sy sece koordinatne ose
u tackama (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), a koordinatne ravni duz pravih

Li: z=—-y+1,2=0, La: x=-2+1,y=0, Lz3: y=—-xz+1,2=0.

Potpuni povrsinski integral I rastavljamo na integrale po koordinatama

= [[ avayis, 1= [[ yedzdo 1= [[ oxdoay.
S S S

Kako se povrs S sastoji od delova S; (i = 1,2, 3,4) sa razli¢itom parametrizacijom, svaki
od prethodnih integrala rastavljamo na integrale po delovima i dobijamo

4 4 4
I :ZIM , I2 :ZIQi , I3 :Zfsi s
i=1 i=1 i=1

Ili:// xy dydz Igi:// yzdzdx , I3i:// rzdrdy .
Si S S;

(3 i (3

gde je

Povrs S1 moze da se tretira dvojako, kao cilindri¢na povrs sa direktrisom na z—osi i
izvodnicama paralelnim y-osi ili kao cilindri¢na povrs sa direktrisom na y-osi i izvodni-
cama paralelnim z—osi. Zato su povrsinski integrali po koordinatama z, x, odnosno x, y,
po povrsi Si i sa proizvoljnom podintegralnom funkcijom jednaki nuli (osobina (4.2.4)).
Konkretno, vazi

Ioy =131 =0.

Analognim razmatranjem u slu¢aju povrsi Sg i S3 se zakljucuje
ho=1I320=0, 3 =I3=0.

Povrsi S; (i = 1,2, 3) se poklapaju sa svojim projekcijama na odgovarajuée koordinatne
ravni. Opis projekcija ne navodimo jer iz jednac¢ina ovih povrsi

S1: =0, S2: y=0, S3: 2z=0
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neposredno sledi
Iy = Iao =133 =0.

Ostaje jos da se izrac¢unaju integrali I14, I24 i I34 po povrsi S4. Povrs Sy se bijektivno
projektuje na sve koordinatne ravni. Opis njenih projekcija glasi

Dy:: 0<y<1,0<z<—y+1,
D.p: 0<2z<1,0<ax<—2+1,
Dgy: 0<2<1,0<y<—2+1,

a potrebni oblici njene jednacine su

Sy : x:x(y,z)zl—y—z; (y,z)GDyz,
Ss: y=ylz,z)=1-z—-2; (2,%)€ Dz,
Sy: z=z(@y)=1l—xz—y; (x,y) € Day .

Spoljnoj strani tetraedra odgovara strana povrsi S4 koja se vidi sa pozitivnih delova svih
koordinatnih osa, pa je to pozitivno orijentisana strana SZF u odnosu na svaku od bijekcija
Dy, < S4, Doy < S4, Dyy < Sa.

Za integrale se dobija

112114:// acydydz:// I(y,z)ydydz:// (1—y—2)ydydz
st Dy Dy

4

1 —y+1 1
= d l—y—2)dz=—
/0 Y y/O (1-y—2) o
i analogno

1
122124:// yzdzd:c:// y(z,m)zdzdm:// (1—z—2)zdzde = — ,
SZ zT DZI 24
1
132134:// a;zdxdy:// a:z(x,y)da:dy:// z(l—z —y)dedy = — .
s Doy Day 24

Dakle, integral I je
3 1
I=1 I I3 = — = — .
1+ 12+ I3 13

Veza izmedu povrsinskih integrala I i II vrste

Ako su «, (3, v uglovi izmedu normalnog vektora na stranu integracije
povrsi i pozitivnih delova z, y i z—koordinatne ose redom, tada je

// P(z,y,2)dydz + Q(z,y, z) dzdx + R(x,y, z) dxdy
s

= // [P(z,y,2) cosa + Q(z,y, 2) cos 8+ R(x,y, z) cos ’y] do .
s
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Izra¢unati potpuni povrsinski integral II vrste

I://a:dydz+xdzdx+(1+z)da:dy,
S

gde je
S: z=2- (2 +y?)

paraboloid za —2 < z < 2. Integracija se vrsi po strani povrsi S koja se vidi
sa pozitivnog dela z—ose.

Resenje. Paraboloid S ima z—osu kao osovinu i nalazi se iznad ravni z = —2 (z > —2).
Na stranu povrsi S po kojoj se vrsi integracija je postavljen normalni vektor (prva slika).
Na ostalim slikama su prikazane projekcije Dy., Dz, Dgy povisi S na yz, zx i xy-ravan
redom. Neka su S; (i = 1,2,3,4) delovi paraboloida S redom za: z > 0, z < 0, y > 0,
y <0.

vy

r ZA X YA
2 2
S sz ny
y 0 D, y -2 0 2z 0 2 x
X —2| 2

Zadatak resavamo na dva nacina, direktno i prelaskom na povrsinski integral I vrste.

Direktno resavanje je postupak koji smo dosada primenjivali, a sastoji se u reSavanju
pojedina¢nih povrsinskih integrala po koordinatama

11://xdydz, Ig://xdzdm, Ig://(l—l—z)dmdy.
S S S

Delovi S1 i S2 se bijektivno projektuju na yz-ravan u oblast D,.. Kako S sete yz—
ravan (z = 0) po paraboli
Li: z=2—9y?,2=0,
zaz=—-2jey? =41iy =42, paje
Dy:: —2<y<2, -2<z2<2-y%.

Odgovarajuci oblik jednacina je

Sl,2: $=$1,2(yaz):iv2—92—z§ (y7Z)EDyza

a integracija se vrsi po stranama Sf, S5 uodnosu na Dy, <> S1, Dyz < Sa.
Integral I} postaje dvojni

11:// mdydz+// x dydz
s e

2

1
:// xl(y,z)dydz—// mg(y,z)dydzzQ// V2 —y? - zdydz .
Dy Dy Dy
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Prema opisu oblasti D, ., dalje je

2—

2 2—y2 2
11:2/ dy \/2—y2—zdz:—2/ dy
_ ) _

-2 2

2
! \/2—y2—zd(2—y2—z)

2

4 2 =242 8 (2 128 (/2
:—7/ (2—y2—z)3/22 ! dyZ*/ (4—y2)3/2dy=f/ cos® t dt
3 _9 z=—2 3 0 3 0
128 (7/2,3 1 1
:T | (§+§C052t+§COS4t) dt = 8m .

Pri resavanju odredenih integrala je kori§¢ena smena y = 2sint, kao i formula izvedena u
Zadatku 10.

Delovi S3 i S4 se bijektivno projektuju na zx-ravan u oblast D,,. Kako S sete zz—
ravan (y = 0) po paraboli
Ly: z=2-—22, y=0,

za z = —2 je x = £2, pa je
D.p: -2<2<2-22, 2<z2<2.

Odgovarajuéi oblik jednacina je

S34: y=uysa(z,x) =xvV2—22—-2; (2,2) € Dy,

a integracija se vrsi po stranama S;', S, uodnosuna D,y < S3, D,z < Ss.
Za integral I> se dobija

1'22// xdzdw+// :dedx:// acdzd:r—// rdzdx =0 .
S;— S, Dy Do

4

Povrs S se bijektivno projektuje na xy—ravan u oblast Dy. Ravan z = —2 je paralelna
zy-ravni i seCe S po kruznici

L: 24y’ =4,2=-2,

Cija je projekcija na xy-ravan

pa je oblast Dy, krug

Jednacina povrsi S u potrebnom obliku je
S: z=z(xy)=2- (22 +v°); (2,y) € Day .

Integracija se vrii po strani ST u odnosu na Dy < S.
Za integral I3 se dobija

13:/L+(1+z)dxdy://DI [1—|—Z(x,y)} dmdy://D (3—x2—y2)dmdy.

Yy
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Uvodenjem polarnih koordinata r, ¢ u xy-ravni, Dgy prelazi u
Dy, 0<r<2,0<¢p<2n

i sledi

2m 2
7‘(3—7"2) drdtp:/(; dgofo r(3—r2) dr = 4w .

o

Dakle, integral I ima vrednost

*
Ty

IT=I+I0+I3=81+0+4dr =127 .

Drugi nacin reSavanja je zasnovan na vezi izmedu povrsinskih integrala I i II vrste.
Ve¢ smo utvrdili da je projektovanje na zy-ravan jedina bijekcija Dgy < S. Takode,
odredili smo projekciju Dzy 1 jednacinu povrsi S smo zapisali u odgovarajucem obliku.
Normalni vektor na stranu integracije zaklapa oStar ugao 7 sa pozitivnim delom z—ose,
pa je cosvy > 0 i vazi
cosa = P cos 3 = 4 !

————————— = —F7— , COSY = —F——— .
/1+p2+q2 /1+p2+q2 /1+p2+q2

Za posmatrani oblik jednac¢ine povrsi je

0z 0z
p=- =2 =
ox oy

Integral I postaje povrsinski I vrste, a zatim i dvojni

I:// [xcosa—l—mcosﬁ—&—(l—l—z)cosﬂ do
S

:// [fprqurlJrZ(m,y)}dxdy:// (22 — y? + 22y + 3) dady .
Dy Dyy

Dvojni integral se resava uvodenjem polarnih koordinata i koriséenjem veé dobijenog opisa
oblasti D3, i sledi

2m 2
1= // [r3(cos 2 + sin 2¢) + 37| drdp = / dgo/ [7"3 (cos 2¢ + sin 2¢) + 3r] dr
. 0 0
27
= / [4(005 2p +sin2¢p) + 6] dp =12m .
0

Vidimo da se zadatak mnogo jednostavnije resava prelaskom na povrsinski integral
I vrste jer je dovoljno projektovati povrs samo na jednu koordinatnu ravan (Napome-
na 4.4.1). Ovde je to zy-ravan u odnosu na koju je projektovanje bijekcija (1° iz
Napomene 4.3.2).

Analogno vazi i za Zadatke 63—66, s tim $to u Zadacima 65 i 66 povrs ipak mora
da se deli na bijektivne delove (3° iz Napomene 4.3.2), ali samo u odnosu na jedno od
projektovanja.
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Izra¢unati potpuni povrsinski integral II vrste

1= //mdydz+ydzda;+zda;dy )
s

gde je S = 51 U S, zatvorena povrs, S7 je manji deo sfere
Ss: a?4y’+2"=4
koji iseca konus
S0 y= VP
a S5 deo konusa S koji je unutar sfere S3. Integracija se vrsi po spoljnoj

strani povrsi S.

Resenje. Sfera Ss je centralna poluprecnika 2, a konus S4 ima y—osu za osovinu. Na
strane povrsi S7 i S2, po kojima se vrsi integracija, postavljeni su normalni vektori.

Povrsi S1 1 S2 se bijektivno projektuju jedino na zz-ravan (y = 0). Projekciju L.y
presecne krive povrsi S3 i S4 nalazimo sli¢no kao u Zadatku 55 i dobijamo

Loz: 22422=2,y=0,
pa je zajednicka projekcija za S7 i S2 krug u zz—ravni
D.p: 2°+22<2.
Kako je y > 0 za povr§ S, odgovarajuée jednacine za S1 i Sg su
S1: y=wyi(z,x) =vV4—x2—-22; (2,%) € Dyy ,
Sa: y=uy2(z,2) = Va2 +22; (z,2) € Dy .

Normalni vektor na povrs S zaklapa oStar ugao (31, a normalni vektor na Sa tup ugao
B2 sa pozitivnim delom y—ose. Zato je cos 31 > 0, cos B2 < 0 i vazi

1

—aq1 —P1
cosq = ——— , cosff] = ——— , cosy = ———— ;
\V1+0pi+qi V1+pi+a \J1+0f+4qi
—1
cos ag = , COSfly = ———— , cosy2 =

. P2
1+ P2+ g2 /1403 +q3 \/1+ 03+ ¢3
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Odredujemo
_ Oy —z Oy —T )
pl_@z_ 4—:1:2—2'2’(]1_8:6_ 1—z2 22’
oy2 z oy2 T
PR=F =, 2= =
9z 22 + 22 oz VZZ ¥+ 22

i izraCunavamo
I = // rdydz + ydzdr + z dzdy = /f (zcosar +ycosB1 + zcos~1) do

// qlzr—i—yl(z ) — p1z dzdx = // dzdac ,
Dy D,y — .’,KQ
Iy = // rdydz + ydzdx + z dxdy = // (z cosaz + ycos B2 + zcosvyz2) do
So Sa
= // [q22 — y2(2, %) + p2z] dzde =0 .
Dyy
Uvodedéi polarne koordinate r, ¢ u zz—ravni sledi

Di,: 0<r<v2,0<¢p<2r

i za integral I1 se dobija

11_4//* i drdcp—4/27rdcp/ dr—8(2—\[)7r,

Zbog S = S1 U Sa2, integral I je
I=I+1I,=82—-vV2)r.
Sli¢no kao u Zadatku 55, povrs S se sastoji od delova S, S2 sa razlicitom parametrizaci-
jom (4° iz Napomene 4.3.2), koji se projektuju na istu koordinatnu ravan. Kada bi se

Zadatak 67 resavao prelaskom na povrSinski integral I vrste, delovi S; (i = 1,2,3) bi
morali da se projektuju na razli¢ite koordinatne ravni.

Izra¢unati potpuni povrsinski integral II vrste

I://‘S(y—z)dydz—l—(z—x)dzdx%—(m—y)dwdy,

gde je S deo sfere
Si: 2?4yt + 22 =dax

koji iseca cilindri¢na povrs

Sy x?+y? =2ax
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za z > 01ia > 0. Integracija se vrsi po strani povrsi S koja se vidi sa
pozitivnog dela z—ose.
Resenje. Neka je L presecna kriva povrsi S1 i S2, a Lzy njena projekcija na xy-ravan.
Iz jednacina
S1: (x—2a)%+9y?+22=4d>, S2: (z—a)®+y%=d>
se vidi da sfera S; ima centar u tacki (2a,0,0) i polupre¢nik 2a, a cilindri¢na povrs S

za direktrisu ima kruznicu Lgy sa centrom u tacki (a,0,0) i polupre¢nika a. Na stranu
integracije je postavljen normalni vektor.

Povrs S se bijektivno projektuje na zy-ravan (z = 0) u krug Dzy ogranicen sa Lzy,
Dgy : m2+y2 < 2azx .
Zbog z > 0, odgovarajuca jednacina povrsi S glasi
S: z=2z(z,y) =Vdazr — 22 —y%; (2,y) € Day .

Normalni vektor na povrs S zaklapa oStar ugao v sa pozitivni delom z—ose, pa je cosvy > 0
i sledi

_ —p _ —q _ 1
cosq = ———— , Cosff = ————— , COSY = —F—————— .
/1+p2+q2 /1+p2+q2 /1+p2+q2
Odredujudi
0z 2a —x 0z —y
P, = Y = Y,

Oz Vidar — z2 — y? Oy dax — 22 — y?

integral I prevodimo u povrsinski I vrste, a zatim u dvojni

I:/L[(y—Z)COSa+(Z—x)COSﬁ+(m—y)cos'y] do
2//D [—p(y — 2(z,y)) — q(2(z,y) — z) + (z — y)] dedy

:2a// (1—+>dmdy
Dy Vidar — 2?2 —y?

dxdy

:2a/f da:dy—?a/ S
Dgy Dgy v Adaxr — 2 — 92
:2a37r—2a// S

Dy V4az — 22 — y?

dzdy ,
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pri ¢emu je iskori§éena Cinjenica da je jedan od dvojnih integrala jednak povrsini kruga
polupreénika a (Primer 3.5.1). Ako oblast Dz, opiSemo na naéin

Dgy: 0<z<2a, —v2azr — 22 <y < 2azx — 2?2,

poslednji dvojni integral je

2a \ 2ax—22
Y _
// — dxdy = / dx
Dy Vdax — z2 — y? 0 —v/2azx—22 \/4am—m2

zbog neparnosti podintegralne funkcije po y i simetri¢nosti granica unutrasnjeg integrala.
Dakle, rezultat je

dy:O

I=2ar.

Sliéno kao u Zadatku 56, osim na xy-ravan, povrs S se bijektivno projektuje i na
yz—ravan u oblast

Dy : —;\/4a2—z2§y§2i\/4a2—22,O§z§2a,
a a

ali ovo projektovanje nije pogodno za reSavanje odgovarajuceg dvojnog integrala po oblasti
D, (2° iz Napomene 4.3.2).

Teorema Ostrogradskog

Ako je D prosto povezana prostorna oblast i S njena grani¢na povrs, tada
je

// P(z,y, z) dydz + Q(=,y, z) dzdx + R(z,y, 2) dvdy

/// ap 8Q+aa§>dxdydz.

Izra¢unati potpuni povrsinski integral II vrste

I://(5x+y2zg)dydz+22dzdx+(yz)dmdy,
S

gde je
g. (@-a? y

cilindri¢na povr§ izmedu ravni

Si1: z=-x, Sy: z==x
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ia,b> 0. Integracija se vrsi po ”spoljnoj” strani povrsi S.

Resenge. Direktrisa cilindri¢ne povrsi je elipsa L sa centrom u tacki (a, 0, 0) i poluosama
a 1b. Neka je S3 deo povrsi S za y > 01 .54 deo za y < 0. Takode, neka su S5 i Sg delovi
ravni S1 i S2 redom, koji su unutar cilindri¢ne povrsi. Na strane integracije su postavljeni
normalni vektori.

Zadatak reSsavamo na dva nacina, prelaskom na povrSinski integral I vrste i primenom
Teoreme Ostrogradskog.

Delovi S3, S4 se bijektivno projektuju na zz—ravan (y = 0) u oblast
D.yg: —z<z<zx,0<x<2a,

a njihove jednacine su

b
S3,4 : y:y3,4(37$):i*\/ 2ax — x2 ) (Z,x) €D, .
a

Normalni vektor na Sz zaklapa ostar ugao (3, a normalni vektor na S tup ugao B4 sa
pozitivnim delom y—ose. Zato je

—q3 1 —p3
cosq3 = ———— , cosff3z = ————— , COsSY3 = —————
\/1+p2+q2 \/1+p2+q2 V1403443
q4 —1 D4
oSy = ——— , CoSffl = ——————— , COsSY4 = ————— .
\/1+p2+43 \/1+p3+¢2 V1+03+ 43
Kako je
0y3 Oys b a—z
pp=———=0,@B3="7"=- —=;
0z or a 2ax — x2
Oya Oya b a—=x
pr="2 =0, g0 = =2

0z Ox a /2ax — x2 ’
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to je
Is = //S (52 4+ y* — 2%) dydz + 2% dzdx + (y — 2) dzdy
3
= //S [(52 +y? — 2%) cosag + 22 cos B3 + (y — z) cos 3] do
3
= // [—as (52 + y3(z,2) — 23) +22 —p3 (y3(z,x) — 2)] dzdx
= // [—as(5z + Y3 (2, 2) — 2°) + 2%] dzda |
I, = /L (52 4+ y? — 2%) dydz + 2% dzdx + (y — 2) dzdy
4
= //5 [(5z + y? — zg) cosas + 22 cos B + (y — 2) cos 4] do
4
= // [q4 (5z + yi(z,x) — 23) — 22+ m (ya(z,x) — 2)] dzdx
= //D ” [q4 (57 + Y3 (z,2) — 2%) — 2?] dzdz .
Imajuéi u vidu S = S3 U Sy, kao i ya(z,x) = —y3(2,z), g4 = —gs, sabiranjem sledi
I:I3+I4:2//D —q3(52 + y3(2,z) — 2%) dzda
=2t [t [t G- o) - ase =2L (4 )
gde je

T —a b2 22
J1 = //  Vaas 322 [51 + — (Qam )] dzdx

r—a
Jo = — — 23 ddx .
? //‘D“ V2ax — 2

Resavamo dvojni integral J; i dobijamo

J /2a L +62(2 2)]d/£d
= — |5z + —(2ax — z T z
! 0o V2ax — 22 a? =
20 z(x —a) b2
=2 7[595—1——(2(13:—3:2)](13:
0o V2ax—xz? 2
=10 > Q(x_a) dx +2— /2a:r(w—a)\/2aw—at2 dz .
0o V2ax — 22

U oba odredena integrala uvodimo smenu

r=a+asint ,
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za koju je t = —m/2 kad je x = 0 it = 7/2 kad je * = 2a. Jo$ je 2ax — x? = a?cos? t,

dx = acostdt, pa je
/2 ™/2
J1 = 40a® / sin? t dt + 4a?b? / cos? tsin? t dt
0 0
3 L 9,9 14 2
= 10a 7T+Za b = Za (40a—|—b )7r.
Zbog neparnosti podintegralne funkcije 23 u unutradnjem integralu, dvojni integral Jz je

2a Tr—a x 3
Jz—/ ——dx 2°dz=0.
2 0o VZ2ar — x? —x

Trazena vrednost integrala I je

=27 = lab(40a+ b)) .

a 2

Povrs S smo rastavljali na delove S3, Si jer se ona u celini ne projektuje bijektivno

ni na jednu od koordinatnih ravni (3° iz Napomene 4.3.2). Prednost je sto se S3, Sa

projektuju na zzx—-ravan u istu oblast. Delovi povrsi S za ¢ < a i > a se bijektivno

projektuju na yz-ravan, ali u razli¢ite oblasti, komplikovanijeg opisa od D.z, ¢ime se
umnogome komplikuje i reSavanje integrala.

Zadatak resavamo na drugi na¢in. Povrs S7 = S U S5 U S je zatvorena i ogranicava
prostornu oblast D. Inace, S7 je cilindar sa bazisima Ss, Sg i omotac¢em S (Napome-
na 3.1.1). Integracija se vrsi po onim stranama povrsi S, Ss, Sg koje odgovaraju spoljnoj
strani povrsi Sy.

U integralu [ je

P($»y72):5$+y2—2’3 ’ Q(xvyzz):ZQ ) R(x7y7z):y_zv

pa je
OP 0Q @ OR
L T 5 0-1=4.
ox + Jy + 0z +
Funkcije P(z,y, 2), Q(z,y,2), R(z,y,z), OP/0z, 0Q/dy, OR/Jz su neprekidne u oblasti

D. Uslovi Teoreme Ostrogradskog su ispunjeni i njenom primenom sledi

17:// (5x+y2723)dyderszzder(yfz)dxdy:4/.// dxdydz .
S7

D

Koristedi jednakost (3.3.21), dalje je

I7:4// dxdy/ dzzS// zdzdy ,
D —x D

Ty Y

gde je Dgy projekcija oblasti D na zy-ravan (z = 0). Kako je Dzy ograni¢ena elipsom L,
to je

x —a)? 2
Dyy - 7( ) v
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Uvodeé¢i smenu
r=a+arcosp, y=>brsing ,

za koju je |J| = abr, oblast Dy se preslikava u
Di,: 0<r<1,0<¢p<2r.

Zato je

A

Povrsi Sy i Sg se bijektivno projektuju na xy-ravan u oblast Dy i imaju jednacine

1 27
abr(a + ar cos ) drdyp = 8a2b/ rdr/ (1 + 7 cos ) dp = 8abrr .
0 0

*
zy

Ss.6: z=z56(x,y)=Fx, (2,y)€ Dagy .

Normalan vektor na S5 zaklapa tup ugao s, a normalan vektor na Sg oStar ugao g sa
pozitivnim delom z—ose i vazi

Ps q5 -1
cosag = ————— , CcOSff5 = ———— , COSV5 = ———— ;
\J1+p2+¢3 \J1+pE+ 42 \J1+02+¢3
- - 1
cosag = P , cos B = 9% , COSYg = ————— .
A1+ P2+ ¢2 \/1+ g+ q2 A1+ P2+ ¢
Kako je
825 825 825 626
:7:—17 :720’ :7:1’ :7:0,
p5 o g5 By Pe o g6 Dy
to je

Is = // (5«%‘ + y2 — z3) dydz + 22 dzdx + (y — z) dzedy
Ss
= // [(5 + y? - 23) cosas + 2% cos Bs + (y — 2) cosvs| do
Ss
= //D [pg, (533 +y? - zg(:c,y)) + qszg(w,y) - (y - Z5(:C,y))] dxdy
zy

—// (m3+y2—|—6m—|—y)dmdy,
D

zy

Is = // (52 +y* — 2%) dydz + 2° dzdx + (y — 2) dedy
Se
= // [(5 + y? - 23) cos ag + 22 cos B + (y — 2) cosyg| do
Se

= //D [—pe (52 +y* — 23 (2,9)) — q628 (2,y) + (v — z6(x,y))] dady

:// (x3—y2—6m+y)dmdy
Dyy
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i sabiranjem
Is + Ig = —2 // (y2 + Gx) dxdy = —2ab // r(b2r2 sin? @ + 6a + 6ar cos (p) drdep
DTy D;y
27 1
= —Qab/ dap/ (b2r3 sin? o + 6ar + 6ar? cos cp) dr
0 0
ol 2 ;2 1 2
= —2ab (fb sin <p+3a—|—2acos<p) dcp:—fab(24a+b )7r.
0 4 2
Zbog S7 = S U S5 U Sg vazi
2 1 2 1 2
I =17 — (15 +16) = 8a“bm + 5ab(24a+b )7r: 5ab(40a+b )7r .

Na sli¢an nacin, ”zatvaranjem” otvorene povrsi integracije i primenom Teoreme Ostro-
gradskog, mogu da se reSe i Zadaci 64, 65, 68, s tim §to se zatvaranje u njima vrsi delovima
ravni koje su paralelne zy—koordinatnoj ravni, pa je resavanje jednostavnije nego u ovom
zadatku (2° iz Napomene 4.6.1). Isto tako, zbog pomenute paralelnosti, Zadaci 64, 65, 68
se jednostavnije resavaju pomocéu Teoreme Ostrogradskog nego prelaskom na povrsinski
integral I vrste. U ovom zadatku nema znacajne razlike izmedu ta dva nacina.

Izra¢unati potpuni povrsinski integral IT vrste

3 y3 53
I://SQQdydz+bzdzdm+c2dxdy,

de ;

gae Je 2?2 2 22

ia,b,c> 0. Integracija se vrsi po spoljnoj strani povrsi S.

Resenge. Povrs S je centralni elipsoid sa poluosama a, b, ¢ (Slika 1.4.33). Neka je D
prostorna oblast ograni¢ena sa S.
U integralu [ je

3

3
Yy z
R(.fl?,y,Z) = 072 )

$3
P(mayrz): ; ) Q(m7y’z): b72 )

pa je
ox oy 0z

Uslovi Teoreme Ostrogradskog su ispunjeni i vazi

‘172 y2 22
1_3///D(a—2+b—2+c—2)dmdydz.

Uvodenjem uopstenih sfernih koordinata sa

oP 0Q OR R TC R
7 = 3(5 + 2+ ?2)

r=arcospcosf , y=brsinpcosf , z=-crsinf ,
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za koje je |J| = abcr? cos 6, oblast D prelazi u

i integral I postaje

27 1 /2 12
I = 3abc /// r* cos 0 drdpdf = Sabc/ dcp/ rt dr/ cos @ df = — abem .
D* 0 0 —n/2 5

Ako bi se integral I reSavao prelaskom na povrSinski I vrste, elipsoid S bi morao da se
deli na dva dela, pa bi taj nacin resavanja bio komplikovaniji (1° iz Napomene 4.6.1).

Primetimo da Zadatak 66, u kome je povr§ integracije S takode zatvorena (sfera), ne
moze da se resi pomoc¢u Teoreme Ostrogradskog. Uzrok je u tome §to funkcije P(z, y, 2),
Q(z,y,2), R(z,y,z), OP/0x, 0Q/Jy, OR/0z, kao i cela podintegralna funkcija odgo-
varajuéeg trojnog integrala nisu definisane u tacki (0, 0,0), koja pripada prostornoj oblasti
ogranicenoj sa S.

Izracunati potpuni povrsinski integral IT vrste

I://xdydz+2ydzdx+zdxdy,
S

gde je S zatvorena povr§ sastavljena od delova paraboloida
St 2y71:2(x2+z2) . Se: d—y=a%+2?
koji su unutar cilindri¢ne povrsi
S x24z22=1

i dela povrsi S3 izmedu S i Ss. Integracija se vrsi po spoljnoj strani povrsi

S.

Resenje. Paraboloidi S1, S2 imaju y—osu za osovinu, a cilindri¢na povrs S3 ima izvod-
nice paralelne y—osi i kruznicu u zz-ravni za direktrisu. Radi jednostavnosti, delove
ovih povrsi, koji formiraju povr§ S, oznac¢imo isto sa S1, S2, S3. Povrs S je cilindar sa
bazisima S1, S2 i omotacem S3. Na strane delova koje odgovaraju spoljnoj strani cilindra
su postavljeni normalni vektori. Neka je D prostorna oblast ogranicena sa S.
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U integralu [ je

P(m7 y’ Z) = ) Q(m’ y7 Z) = 2y ? R($7y7 Z) =z )

pa je
0P 0Q  OR _
ox y 8z

Uslovi Teoreme Ostrogradskog su ispunjeni i vazi

1:4/// dxdydz .
D

Projekcija oblasti D na zz-ravan (y = 0) je krug
D,y a:2+z2§1.
Uvodenjem cilindri¢nih koordinata sa
z=rcosyp, x=rsinp, y=y,
za koje je |J| = r, oblast D, i povrsi S1, S2 se preslikavaju u

D, : 0<r<1,0<¢<2nm,

N = =

Sy y=r+

pa se oblast D preslikava u

1
D*: O§r§1,0§<p§27r,r2+§§y§4—r2

i trojni integral postaje

) S; y:4_7'2,

109

1 27 4—r2 1
124/// rdrdcpdy:4/ rdr/ dgo/ dy:47r/ (7r—4r3)dr:107r.
Dx* 0 0 r241/2 0

Povrs S se sastoji od delova sa razli¢itom parametrizacijom, pa bi izracunavanje inte-
grala I prelaskom na povrsinski I vrste zahtevalo reSsavanje bar Cetiri povrsinska umesto
jednog trojnog integrala. Preciznije, delove S1 i S2 treba projektovati na zz—ravan, a
deo S3 na zy ili yz—ravan, s tim §to S3 mora da se deli na dva bijektivna dela (3°, 4°
iz Napomene 4.3.2). Prednost Teoreme Ostrogradskog je u ovom slucaju o¢igledna (1° iz

Napomene 4.6.1).
Sli¢na je situacija i u Zadacima 67, 69.

Izra¢unati potpuni povrsinski integral II vrste

1= // bz? dydz + ay? dzdx + abz? dzdy |
s
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gde je S zatvorena povrs§ sastavljena od delova povrsi

Sy <2+z)2+(%+2>2:(2+%+z)2, Sa g—l—%—i-z:l

ia,b> 0. Integracija se vrsi po spoljnoj strani povrsi S.
Resenge. Za
P(z,y,2) =bz? | Qz,y,2) = ay® , R(z,y,z) = abz?
je
oP  0Q  OR

— — =2(b b
ox + oy + 0z (bz +ay + abz)

i primenom Teoreme Ostrogradskog sledi

1:2/// (bx—!—ay—!—abz)dxdydz:Qab/// (E—Fg—t-z)dmdydz,
D DNa b

gde je D prostorna oblast ogranicena sa S.
Uvodimo smenu

€z Y z Y
u=—-—+z,v="+42z,w=—+=-+2,
a b a b

iz koje je
z=alw—v),y=blw—u), z=ut+v—w.
Slicno kao u Zadatku 38 odredujemo |J(u, v, w)| = ab. Povrsi S i S2 se transformisu u

Sy wl4i=w?, S5 w=1.

U wvw-sistemu je S} konus, S5 ravan paralelna uv-ravni, a D* oblast ograni¢ena sa S}
i 83. Za sve tacke iz D* vazi w > 0. Uvodimo cilindri¢ne koordinate sa

U=rcosy, v=rsinp, w=w
i dobijamo |J(r, p,w)| =7 i
Si*r ow=r, S3*: w=1.
Projekcija oblasti D* na uv-ravan je krug u? 4+ v? < 1, pa je nova oblast D** opisana sa
D**: 0<r<1,0<¢p<2r,r<w<1.

Za integral I se dobija

I =2a°b? /// w dudvdw = 2a°b? /// rw drdpdw
D* * %k

27 1 1 1 1
= 2a2b2/ dap/ rdr/ wdw = 2a2b27r/ 7"(1 - r2) dr = B a’b’r .
0 0 T 0
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Da bi se integral I resavao kao povrsinski, mora da se rastavi na integrale po povrsima
S1 i S2. Integral po povrsi Sg se lako reSava jer je S2 ravan. Medutim, za reSavanje
integrala po povrsi S; je potrebno prethodno izvrsiti adekvatnu parametrizaciju povrsi,
ukljuéujuéi i nalazenje njene oblasti definisanosti, sto nije jednostavno s obzirom na nepre-
poznatljivost povr§i u xyz—sistemu. Ako se tome pridoda i reSavanje samog povrsinskog
integrala, ovaj postupak je toliko komplikovan da je neupotrebljiv.

75.| Izra¢unati potpuni povrsinski integral II vrste

I= // (x — 22) dydz + (y + 9:2) dzdx — (Z + y2) dxdy ,
s
gde je S zatvorena povrs
S (x2 + %+ 22)2 = a2($2 +y? — z2)
i @ > 0. Integracija se vrsi po spoljnoj strani povrsi S.
Resenje. Kako je

P($7y72’):9€—22 ) Q(xvy7z):y+x2 ) R(x,y,z):—(z+y2) )

to je
o 9Q  oR

8m+8y+8z:

I:/// dzxdydz ,
D

gde je D prostorna oblast ograni¢ena sa S.
Uvodenjem sfernih koordinata r, ¢, 0, za koje je |J| = r2 cos §, povrs S se preslikava u

S*: r=aVvcos20 .

1

i prema Teoremi Ostrogradskog

Povrs S* je definisana za 6 € [—7n/4,7/4] i ¢ € [0,2n]. Kako je tacka (0,0,0) € S, tj.
(0,0,0) € D, oblast D prelazi u

D*: 0<r<aVcos20,0<p<2r, —— <0<

w1
NI

Za integral I se dobija

27 /4 av/cos 20
1= /// r2 cos 0 drdedf :/ dgo/ cos@d&/ r2dr
* 0 —7/4 0

4 /4 4 /4
:§a3ﬂ'/ cos 0 cos 20V cos 20 d9:§a37r/ c080(1—2sin20)\/1—2sin29d9.
0 0
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Poslednji odredeni integral se reSava smenom
V2sinf = sint ,

za koju jet =0kad je § = 0it = 7/2 kad je § = 7/4. Jos je 1 — 2sin?20 = cos?t i
V2cos 0 df = costdt. Koriséenjem rezultata iz Zadatka 10, konacno je

I 4 3 /W/Q 4tdt 1 3,2
= —a T COSs = —a T .
3v2 0 4/2

Komentar iz Zadatka 74 vazi i u ovom slucaju.
Izra¢unati potpuni povrsinski integral II vrste

7 rdydz + ydzdr + zdzdy
N 2 .24 2)3/? ’
s (22 4+ y2 + 2?)

gde je S zatvorena povrs koja je spoljna granica dvostruko povezane pros-
torne oblasti, ¢ija je unutrasnja granica sfera

Sy a2 4yi4=1.

Integracija se vrsi po spoljnoj strani povrsi S.

Resenje. Neka je D prostorna oblast ograni¢ena sa S i S1. Za stranu integracije sfere
S1 biramo njenu unutrasnju stranu. Na strane integracije povrsi S i S1 su postavljeni
normalni vektori.

ZA

U integralu I je

T Yy
P(x,ywz) = 5 Q(w,y,z) =
(22 +y2 + 22)*/? (22 +y2 +22)

z

(€2 +y2 +22)%2

3/2

R(z,y,2) =

pa je

AP  9Q  OR (222 +y?+22) + (2% — 292 + 22) + (2% +y? — 227)
— =+ == =0.
ox Oy 0z 2 + y2 + 22
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Kako (0,0,0) ¢ D, funkcije P(z,y,z2), Q(z,y,z2), R(z,y,z), O0P/0z, 0Q/dy, OR/Jz su
neprekidne u oblasti D. Uslovi Teoreme 4.6.2 su ispunjeni i sledi
/'/' z dydz + ydzdx + z dzxdy /‘/ z dydz + ydzdx + z dzxdy
5+ (22 + 42 + 22)3/2 s (2 + 42 + 22)3/2

aP  9Q OR
= — 4+ — 4+ — ) dzdydz =0 .
///D(aw+8y+8z) rayaz

Izostavljaju¢i podintegralni izraz, odavde je

= S I

pri éemu su sa St i Sfr oznacene spoljne strane povrsi S i .S1, a sa S; unutrasnja strana
povrsi Si.

Neka je S1 = SoUS3, gde je S2 deo za z > 0, a S3 deo za z < 0. Oba dela se projektuju
na zy-ravan (z = 0) u istu oblast

Dgy : x? +y2 <1
i imaju jednacine
So3: z==z23(x,y) =+/1—a2—y2.

Normalni vektor na S zaklapa oStar ugao 72, a normalni vektor na S3 tup ugao =3 sa
pozitivnim delom z—ose, pa je

cosag = S R , cos B2 = S , COS7y2 = ;;
/1413 +d3 V1i+p3+ad V1+r3+d
cosag = SR R , cosf33 = B , COS7y3 = 771
V1+03+ad3 V1+0p3+a3 V1+1p3+a3
Jos je
_822_ —x _822_ —y )
pQ_E_ 1—I2—y2’q2_87y_ ]_—x27y27
_ Oz3 T _ Oz3 Y
pg—g— 17z27y2’q3_aiy_ 1—x22—9y2

i vazi

mcosag—i—ycosﬁQ—&-zcos'yg xcosa3+ycosﬂ3+zc0573
1= 372 do + 32 do
Sa (22 +y2 + 22) S3 (22 +y2 + 22)

_ // —xp2 — yq2 + 22(z, ) dady + // zp3 + yg3 — z3(z, y) dedy
Day (x2 +y2 + Z%(:{:,y))g/2 Dy (xQ +y2 + Z§($,y))3/2

dxd
—9 / . aray
Dgy /1 — 22 — y?
Uvodenjem polarnih koordinata u zy-ravni sledi

Dy, 0<r<1,0<¢p<27m
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i za integral I se dobija

27 1 r
1:2/ d / —————dr =4m .
0 v 0o V1—r?

Posto je povr§ S proizvoljna, povrsinski integral ima istu vrednost I = 47 po svakoj
zatvorenoj povrsi za koju je (0,0,0) € int S. Ukoliko (0,0,0) ¢ S U int S, prema Teoremi
Ostrogradskog je I = 0. Dakle, I ne zavisi od oblika povrsi S, ve¢ samo od njenog polozaja
u prostoru, tj. od navedenog uslova.

Izra¢unati potpuni povrsinski integral II vrste

B (y+ 2)dydz + (z — x) dzdx — (x + y) dxdy
-,

22 + yQ + 22 ’

gde je S zatvorena povrs koja je spoljna granica dvostruko povezane pros-
torne oblasti, ¢ija je unutranja granica zatvorena povrs Si. Povrs Sp je
sastavljena od delova ravni

So: z=-1, S3: z=1
koji su unutar cilindri¢ne povrsi
Sy: 24yi=1

i dela povrsi Sy izmedu ravni Sy 1 S3. Integracija se vrsi po spoljnoj strani
povrsi S.

Resenje. Ravni Sz, S3 su paralelne zy-ravni, a cilindri¢na povrs Ss ima izvodnice
paralelne z—osi i kruznicu u zy-ravni za direktrisu. Radi jednostavnosti, delove ovih
povrsi, koji ulaze u sastav povrsi S1, oznacimo isto sa Sz, S3, S4. Dakle, S1 je cilindar sa
bazisima S, S3 i omotacem S4. Za stranu integracije biramo unutra$nju stranu cilindra.
Normalni vektori su postavljeni na strane integracije povrsi S i S1. Neka je D prostorna
oblast ogranicena sa S i S7.

U integralu I je

y+z z—x —(z+vy)

P ) bl :77 bl b :77R 7 ) :7’
(z,y, 2) 22t a2 Q(z,y, 2) 2242+ 22 (z,y, 2) 22 +y2 + 22
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pa je
P  9Q  —2z(y+2) —2y(z —z) + 2z(z + y)

Ox Oy Bz (22 +y2 + ZQ)Z

Kako (0,0,0) ¢ D, funkcije P(z,vy,z2), Q(z,y, 2), R(z,y,z), OP/dx, 0Q/0y, OR/Oz su
neprekidne u oblasti D. Uslovi Teoreme 4.6.2 su ispunjeni i sledi

=0.

(y+ 2)dydz + (2 — ) dzdx — (z + y) dzdy
//S+ 22 4 y2 4 22

(y+ 2) dydz + (z — ) dzdz — (z + y) dzdy
//* z2 +y? + 22

8P OR
/// ——l—a)dmdydz:().

Izostavljajuéi podintegralni izraz, odavde je

=M= I

pri éemu su sa St i Sf oznacene spoljne strane povrsi S i .S1, a sa S; unutrasnja strana
povrsi Si.

Neka je S4 = S5 U S, gde je S5 deo za x > 0, a Sg deo za x < 0. Tada je S1 =
So US3U S5 USg i

I=L+I3+15+1s .

Integrali I2, I3, Is, Ig su povrsinski po povrsima Sg, S3, S5, Sg redom sa podintegralnim
izrazom kao u integralu I.
Povrsi Sa, Sz se bijektivno projektuju na zy-ravan (z = 0) u istu oblast

Dyy : w2+y2§1

i imaju jednacine
S23: z==z3(z,y)=F1l.

Jedini¢ni normalni vektori na strane povrsi Sa, S3, koje odgovaraju spoljnoj strani povrsi
S1, su jedini¢ni vektori sa z—ose

Fk = (0,0,F1) .
Zato je
cosag =0, cosfB2 =0, cosyg =—1; cosag =0, cosf3 =0, cosyza =1
i, zbog z%z % 1, vazi
12+13:/ (y—l—z)cosag—&-(z—m)cosﬁg—(m+y)cos*yzd
S 22 + y2 + 22
+/ (y—|—z)cosoc3—|—(z—az)cosﬂg—(a:—|—y)cos'y3d
A 2 + y2 + 22

:// %dmdy_// o dedy =0
Dyy T2+ Y° + 25 oy T2+ Y2 + 23

Yy
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Povrsi Ss, Se se bijektivno projektuju na yz-ravan (x = 0) u istu oblast
Dy.: —-1<y<1l,-1<z<1

i imaju jednacine
Ss6: T =w56(y,2) = £V 1—y?.

Normalni vektor na S5 zaklapa oStar ugao as, a normalni vektor na Sg tup ugao ag sa
pozitivnim delom z—ose, pa je

1 —Ps —gs
cosas = ——— cosffi = ———— , COSY5 = ——— ;
V142 +q2 V1+p2+a2 Vi+pE+ad
-1
cosag = ———— , cosf¥g = B , COSYg = L —
V1+p2+q2 V1+P3+ad V1+pE+a
Jos je
p_axs_ —y q_axs_ _p_@q;ﬁ_ Y q_axg_
5 787; 7%1_%, 5= 5, ; Pe 7834 71_212, 6= 5,

i vazi

Is + Is :// (y +2)cosas + (2 — x) cos B5 — (x + y) cos s do
Sp

12+y2+z2
+/ (y+ 2z)cosap + (2 — x) cos B — (x + y) cos e do
Se x2 +y2+22
. y+z—(z—x5)ps + (x5 + ¥)gs
= 5 5 5 dydz
Dy Ty +y + 2z
+// —(y+2)+(§—wg)p6;(m6+y)qﬁ dyd=
Dy» Tg+ys+z2

dydz =2 =0,

[, = L A L
= Y
Dy (14 22)4/1 —y? -1 4/1—y2 1 1+22
pri cemu je

1 y 1 2

/ ——dy =0, / — =

—1 1/1—y2 114z

zbog neparnosti podintegralnih funkcija i simetri¢nih segmenata integracije.
Posto je povrs S proizvoljna, povrsinski integral ima istu vrednost

I=Ir+13+1I5s+16=0
po svakoj zatvorenoj povrsi za koju je (0,0,0) € int S. Ukoliko (0,0,0) ¢ SUint S, prema

Teoremi Ostrogradskog je takode I = 0. Za razliku od Zadatka 76, u ovom slu¢aju I ne
zavisi ni od oblika povrsi S, ni od njenog polozaja u prostoru.
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Stokesova teorema

Ako je S prostorna povrs i L njena saglasno orijentisana kontura, tada je
7{ P(z,y,z)dz + Q(z,y,2) dy + R(z,y, 2) dz
L

cos o cos 3 cos 7y
:// 0/0x 0/0y 0/0z | do .
9 P(z,y,2) Qlz,y,2) R(z,y,2)

Izracunati potpuni krivolinijski integral II vrste

I:%ydx—i-xQdy—l—zdz,
L

gde je kriva L presek povrsi

2

Sy 2?4y =2a+y), S2: z=x2+9y>.

Posmatrano sa pozitivnog dela z—ose, L je pozitivno orijentisana.

Resenge. Povrs S; je cilindri¢na sa izvodnicama paralelnim z—osi, a S2 je paraboloid sa
z—osom kao osovinom. Direktrisa povrsi Si je istovremeno projekcija krive L na xy-ravan

Loy: (=124 @y—-1)2=2,2=0.

Slika za ovaj zadatak bi bila ista kao slika iz Zadatka 13 ako bi se umesto konusa uzeo
paraboloid. Neka je S deo paraboloida S2 ogranicen sa L. Za zadatu orijentaciju krive L
saglasno je orijentisana strana povrsi S koja se vidi sa pozitivnog dela z—ose (Slika 1.2.25
i komentar uz nju).

U integralu [ je

P(x>y7'z) =Y, Q(ﬂf,y»z) :xQ ) R(xvywz) =z,

pa je
cosa cosf3 cos7y
8/0x 8/0y 9/0z| = (2x —1)cos~ .
y x? z
Funkcije P(z,vy, z), Q(z,y, 2), R(z,y, z) i njihovi odgovarajuéi parcijalni izvodi su nepre-
kidni na povrsi S. Uslovi Stokesove teoreme su ispunjeni i njenom primenom sledi

I://S(Zr— 1) cosydo .
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Povrs S se bijektivno projektuje na xy-ravan (z = 0) u krug Dgy ogranien sa Lgy
(1° iz Napomene 4.3.2), a jednacina povrsi S je

S: z=2z(z,y) =2+, (%,y) € Day .

Normalni vektor na stranu integracije povrsi S zaklapa oStar ugao v sa pozitivnim delom

z—ose. Zato je
1

/1+p2+q2

I://;jz 2z — 1) dady .

r=14rcosp, y=14+rsinp,

cosy =

i integral I postaje dvojni

Pomoéu smene

za koju je |J| = r, oblast Dgy se preslikava u
Di,: 0<r<v2,0<¢p<2r,
pa je dalje

27 \/5
I= // r(2rcosp + 1) drdp = / dgof (2r2 cos + ) dr
D3, 0 0

27 4+/2
:/ ( \3[005g0+1>d<p:27r.
0

Koliko je direktno reSavanje krivolinijskog integrala teze, ostavljamo ¢itaocu da se sam

uveri.

Izracunati potpuni krivolinijski integral II vrste

I:}I{(y—i—z)dx%—(z—x)dy+(m+y)dz,
L

gde je kriva L presek povrsi
Sy : $2+y2+22:4x, Sy : :v2+y2:2x

za z > 0. Posmatrano sa pozitivnog dela z—ose, L je pozitivno orijentisana.

Resenge. Povrsi S1, S2, kriva L, deo S sfere S1 koji je ogranicen sa L i odgovarajuéa
slika su isti kao u Zadatku 70 za a = 1. Zadatoj orijentaciji krive L odgovara (saglasno je
orijentisana) strana povrsi S koja se vidi sa pozitivnog dela z—ose. To je strana na koju
je postavljen normalni vektor u Zadatku 70.

U integralu I je

P(x7y7z):y+z7 Q(I7y7z):’z_w, R(w7y72):x+y7
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pa je
cosa cosf3 coswy
0/0x 9/0y 0/0z|= —2cos7 .
y+z z—x T+vy

Uslovi Stokesove teoreme su ispunjeni i sledi

I:—Q// cosydo .
s

Koristeci ¢injenicu da se povrs S bijektivno projektuje na xy-ravan u krug Dy, kao i
ostale rezultate iz Zadatka 70, za integral I se dobija

I:—Q// dedy = —2d = —2m ,
Day

gde je d = R?>7 = 7 povréina kruga Dgy polupreénika R = 1.

Izra¢unati potpuni krivolinijski integral II vrste
I:fyzdx—xQdy—i-szz ,
L

gde je kriva L presek povrsi
S: 24y+222=1

sa koordinatnim ravnima za x,y,z > 0. Posmatrano sa pozitivnog dela
x—ose, L je pozitivno orijentisana.

Resenje. Isti integral je veé resen direktno u Zadatku 11. Sada ga reSavamo primenom
Stokesove teoreme. Radi jednostavnosti, za deo povrsi S u I oktantu, koji je ogranicen sa
L, koristimo istu oznaku S. Zadatoj orijentaciji krive L odgovara strana povrsi S koja se
vidi sa pozitivnih delova svih koordinatnih osa.

U integralu I je

P(m7 y7 Z) = y2 ) Q(x7 y? Z) = _x2 ) R(x7 y7 z) = Z2 )

pa je
cosa cosf coswy
8/0x 9/0y 8/0z| = —2(xz+y)cosy .
y2 2 52

Uslovi Stokesove teoreme su ispunjeni i sledi

I:—Q//(:c—i—y)cos'yda.
S

Povrs S se bijektivno projektuje na sve koordinatne ravni (2° iz Napomene 4.3.2).
Biramo, npr., zy-ravan (z = 0). Koristeéi rezultate iz Zadatka 11, utvrdujemo da je
projekcija oblast

Dzy: 0<2<1,0<y<1—2a2.
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Normalni vektor na stranu integracije povrsi S zaklapa oStar ugao v sa pozitivnim delom
z—ose i integral I postaje

1 1—a?
I:—Q// (:1:+y)dmdy:—2/ dx/ (r+y)dy
Day 0 0
1

_ 1 2 3. 1 4 31
_—2/0 (2—|—:1:—:1: —x —I—Qx)d:c_—go.

Na osnovu Zadatka 11 vidimo da je direktno reSavanje krivolinijskog integrala teze jer
zahteva deobu krive L na tri dela.

Izra¢unati potpuni krivolinijski integral II vrste

I:%L(y—z)d:v%—(z—x)dy—i-(:v—y)dz,

gde je kriva L presek povrsi

2 2
x y x oy Tz
Sy —+ 5 =—+= Sy : —4+-=1
! a2 » a b 7P a ¢
za a,b,c > 0. Posmatrano sa pozitivnog dela z—ose, L je negativno orijenti-
sana.

Resenje. Povrs Si je cilindri¢na sa izvodnicama paralelnim z—osi, a Sa je ravan parale-
Ina y—osi. Direktrisa povrsi S; je i projekcija krive L na xzy—ravan (3° iz Napomene 2.3.5),

a to je elipsa
a\ 2 b\ 2
T — — _ -

( 2) N (y 2) _

(5 (B
V2 V2

Neka je S deo ravni S ogranicen sa L. Zadatoj orijentaciji krive L odgovara strana povrsi
S koja se vidi sa negativnog dela z—ose. Na ovu stranu je postavljen normalni vektor.

Ty ¢

— N
—_—_ -

Kako je

P(xvywz):y_z: Q(%%@ZZ_fB, R(wvyzz):x_yv
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to je
cosa cosf3 cos7y
8/0x 08/0y 0/0z|= —2(cosa + cos B+ cos~y)
Yy—z z—x T—Y

i primenom Stokesove teoreme sledi

I= 72// (cosa + cos B+ cosvy) do .
S

Povrs S se bijektivno projektuje na zy-ravan (z = 0) u oblast Dy, ograni¢enu sa Lgy
(Napomena 4.3.1), a njena jednacina je

C
S: z=z2@=xy)=c——z; (z,9) € Dy .
a

Normalni vektor na stranu integracije zaklapa tup ugao y sa pozitivnim delom z-ose, pa
je

—1
Cosa:$7cosﬂ:$:07co57:77
/1+p2_|_q2 /1+p2+q2 /1+p2_|_q2
gde je

dz ¢ 0z
dx a 1= dy
Integral I prelazi u dvojni

I:—Q// (p+q—1)dmdy:2a+c// dxdy .
Day a D

zy

Uvodedi smenu
a " a b " b .
x=—+—=rcosp, y=—+ —=rsing,
2 V2 LA V2 ’
za koju je |J| = abr/2, oblast Dy se transformise u
Di,: 0<r<1,0<p<2r

i dobija se
b 1 27
I:2a+c// a—rdrdgpz(a+c)b/ rdr/ do = (a+c)brm .
a iy 2 0 0

Izra¢unati potpuni krivolinijski integral II vrste

I:j{y2daz+z2dy+22dz,
L

gde je kriva L presek povrsi

Sy oz=at+y?, Sy 2=2.
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Posmatrano sa pozitivnog dela z—ose, L je negativno orijentisana.

Resenje. Povrs S7 je paraboloid sa z—osom kao osovinom, a S2 je ravan koja prolazi
kroz x—osu i see yz—ravan duz prave z = 2y, z = 0. Ako je S deo ravni Sz ogranicen sa
L, orijentaciji krive L odgovara strana povrsi S na koju je postavljen normalni vektor.

Nalazimo
cosa cosf cos7y

8/0x 98/0y 0/0z| = —2(zcosa + ycos~y)
2

y 22 22

i dobijamo
I= —2// (zcosa+ycosy)do .
S

Eliminacijom z iz jednacina povrsi S1 i S2 sledi jednacina projekcije krive L na xy—
ravan
Loy : achr(yfl)Qzl7 z=0,

pa se S projektuje na krug Dgy ogranicen sa L.y. Jednacina povrsi S je
S: z==z(z,y)=2y; (2,9) € Day .

Normalni vektor na stranu integracije zaklapa tup ugao ~ sa pozitivnim delom z-ose.
Kako je p = 0z/0x = 0, dalje je

I:—Q// (2yp—y)dmdy:2// ydzdy .
Doy Day

Smenom
r=rcosyp, y=14+rsinp,

za koju je |J| = 7, Dgy prelazi u
D;y: 0<r<1, 7w<p<nm
i dobija se
1 ™ 1
I:2/ rdr/ (1—|—rsin<p)d<,0:47'r/ rdr =27 .
0 - 0

Za povr§ S moze da se uzme i deo paraboloida S; koji je ograniCen sa L, ali je tada
odgovarajuéi dvojni integral nesto tezi za reSavanje. Vazi i generalno. Najjednostavniji
za reSavanje su dvojni integrali koji se dobijaju izborom dela ravni za povrs integracije.
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Takode, povrs S se bijektivno projektuje i na zz—ravan (2° iz Napomene 4.3.2), bilo da je
S deo paraboloida S ili deo ravni S2. Projekcija je oblast elipse, pa se i u ovom slu¢aju
dvojni integral teze resava.

Izracunati potpuni krivolinijski integral II vrste

I:]{zdx—i-xdy—l—ydz,
L

gde je kriva L presek povrsi
Si: 2?4y 4+22=3d%, Sy 2?+y®=2az

za a > 0. Posmatrano sa pozitivnog dela z—ose, L je pozitivno orijentisana.

Resenje. Sfera S7 i paraboloid Sg su isti, samo drugacije oznaceni sa S3, S4, kao u
Zadatku 55. U istom zadatku je utvrdeno da sve tacke krive L imaju istu tre¢u koordinatu
z = a, Sto znaci da L istovremeno pripada i ravni

S: z=a.

U skladu sa zakljuckom iz Zadatka 82, za povr§ S biramo deo ravni S3 ogranicen sa L.
Orijentaciji krive L odgovara strana povrsi S koja se vidi sa pozitivnog dela z—ose.
Prema Zadatku 55, povrs S se projektuje na xy-ravan u krug Dyy poluprecnika V2a.
Jos, za S vazi
p=q=0; cosa=cosB=0, cosy=1,

pa se primenom Stokesove teoreme dobija

I://(cosa—l—cosﬂ—i—cos'y)dg:// drdy = (V2 a)?r = 2a%r .
S Dgy

Izracunati potpuni krivolinijski integral II vrste

I:j{ydx—i-zdy—i-xdz,
L

gde je kriva L presek povrsi

Si: 24P +22=d%, Sy z4y+2z=0

za a > (. Posmatrano sa pozitivnog dela z—ose, L je negativno orijentisana.

Resenje. Povrs Si je centralna sfera poluprecnika a, dok je Sg ravan koja prolazi kroz
koordinatni pocetak (0,0,0). Ravan S seCe sferu S1 po kruznici L polupreénika a. Ako
je S deo ravni Sy ogranicen sa L, tada je S krug istog poluprecnika. Orijentaciji krive L
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odgovara strana kruga S koja se vidi sa negativnog dela z—ose. Normalan vektor na ovu
stranu je oznacen sa 7i.

ZA

Primenom Stokesove teoreme sledi

I= —// (cosa+ cos B+ cosvy)do .
S

Opsti oblik jednacine ravni je ([3], str. 268)
Ar+By+Cz+D =0,

gde su A, B, C koordinate vektora 7i; normalnog na ravan. U slu¢aju ravni Sa, tj. dela
ravni S, je A=B=C =1ivazi 71 = (1,1,1), |1] = v/3. Ako su a1, 1, 71 uglovi koje
71 zaklapa s pozitivnim delovima koordinatnih osa, tada je

1 1 1
V3 V3 V3
Kako je cosy1 > 0, 1 je oStar ugao. S druge strane, vektor 7 zaklapa tup ugao 7 sa

pozitivnim delom z—ose i takode je normalan na S. Dakle, 7i i i1 su vektori suprotnog
smera, pa je

cosa] = , cosf1 = , COSYy1 =

A= (-1,-1,-1), || = V3 ; cosa =cosf =cosy = —

-

Zato je

I:%//SdUZ\/gszx/gazw,

gde je s = R?m = a?m povrsina kruga S polupre¢nika R = a.

Projekcija kruznice L na bilo koju od koordinatnih ravni je elipsa. Kako ose ovih
elipsi nisu paralelne koordinatnim osama, njihova parametrizacija je naporna jer zahteva
prethodnu rotaciju koordinatnog sistema ([5], str. 96). Zato se integral I tesko resava
direktno kao krivolinijski. Iz istog razloga je i projekciju kruga S na neku od koordinatnih
ravni tesko opisati, zbog Cega odgovarajuc¢i povrsinski integral i nismo resavali prelaskom
na dvojni.

Povrsinski integral iz Zadatka 83 moze analogno da se resi, bez prelaska na dvojni
integral. Medutim, u ovom slu¢aju nema razlike izmedu povrsinskog i dvojnog integrala,

[ f, o
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jer su krugovi S i Dyy istog poluprecnika, pa su njihove povrsine jednake.

Izracunati potpuni krivolinijski integral II vrste
I—%(yQ—zQ)dac—i-(22—x2)dy+(x2—y2)dz,
L
gde je kriva L presek povrsi
2 2, .2 2 3
Si: 24y +z2z=a", Sy: x+y+z:§a

za a > 0. Posmatrano sa pozitivnog dela z—ose, L je pozitivno orijentisana.

Resenje. Ako je S deo ravni Sz ogranic¢en sa L, tada je S krug. Orijentaciji krive L
odgovara strana kruga S na koju je postavljen normalni vektor.

Analogno kao u Zadatku 84, utvrdujemo da je

cosa =cosf3 =cosy =

1
V3’

pa primenom Stokesove teoreme sledi
I= —2// [(y + 2)cosa + (z + 2) cos B+ (z + y) cos] do
S

2 4
:—ﬁ /Sv(2m+2y+2z)d<7:—% L(x+y+z)da.

Kako je podintegralna funkcija = + y + z definisana na S C S2, to mora da vazi

T+ +z—§a
) 5%

pa je dalje

I:72\/§a// do = —2v/3as ,
S

gde je s povrsina kruga S.
Polupreénik R kruga S nam nije poznat. Da bismo odredili R, prethodno uocavamo
sledeée c¢injenice. Prvo, normala na ravan S, koja prolazi kroz koordinatni pocetak
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(0,0, 0), istovremeno prolazi i kroz centar kruga S. Drugo, normalno rastojanje proizvoljne
tacke (xo,yo,20) od ravni Az + By + Cz+ D = 0 je ([3], str. 271)

= |Azo + Byo + Czo + D|

VA2 + B2+ C?
U slucaju ravni Sy je A = B = C =1, D = —3a/2, pa je normalno rastojanje tacke
(0,0,0) od S2
3
b “5 g V3
V3 2

Trecée, kruznica L pripada centralnoj sferi S1 poluprec¢nika a. Zato je rastojanje tacke
(0,0,0) od svih tacaka sa L isto i iznosi a. Kona¢no, iz pravouglog trougla, ¢ija su temena
koordinatni pocetak (0,0, 0), centar kruga S i bilo koja tacka kruznice L, sledi

3 1 1
p2+R2=a2,R2:a2—p2:a2—1a2:za2,s:RQTr:zaQﬂ'.

Vrednost integrala I je

Nezavisnost krivolinijskog integrala
od puta integracije

Ako je u prosto povezanoj prostornoj oblasti

OP _9Q 9P OR 0Q OR

dy  dxr 9z dxr 9z Oy’
tada je

z

x )
u(w,y, Z) :/ P(IL‘,y, Z) dl’+/ Q(l’o,y,Z) dy+/ R($an0>z) dZ—|—C,

0 Yo 20

¢ = u(x0, Y0, 20) ;

/  Pley2)dr+ Qey.2) dy + R(z,y,2) dz = u(B) — u(A) .
AB

Neka je D proizvoljna prosto povezana zatvorena oblast u xy-ravni
(z=0), takva da (0,0) ¢ D i A(1,1), B(2,2) € D. Takode, neka je

(x—y)de+ (z+y)dy
I:
/L (22 +42)"
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potpuni krivolinijski integral II vrste, u kome je L = ANB C D proizvoljna
kriva i A € R konstanta.

(1°) Odrediti A tako da integral I ne zavisi od puta integracije L.

(2°) Izracunati integral I za nadenu vrednost \.

Resenje. (1°) Kako je

xr — T +y

s @)

Y _
m , Qz,y) =

to je

o°P —22 —y? —2xy+ 202 9Q _ 22 + 92 — 2zy — 22>

By (:122 + yz))\+1 T (xQ + yz) A1
Funkcije P(z,v), Q(z,y), OP/dy, 0Q/0x su neprekidne u oblasti D za svako A € R zbog
(0,0) ¢ D, pa je

oP  0Q
dy Oz
dovoljan uslov za nezavisnost krivolinijskog integrala I od puta integracije. Iz poslednje

jednakosti sledi
1- )\)(xz +y2) =0,

odakle je
A=1.

(2°) Prvo odredujemo potencijal u(x,y) prema formuli
z Y
ue) = [ Pwdet [ Qowdy+e,
g Yo

birajuéi konkretnu tacku (zo,yo) = (0,1) € D.
Za A =1 je

T —

z2 +

T +y

P(z,y) = 2

52 , Qz,y) =

pa je Q(0,y) =1/y i

T r—y ¥v1 T xdr T dx
u(zx,y) = dm—l—/ —d —|—c:/ — / ——— +1In +c
(z,9) /0 212 W Sy Rk My lyl

= %ln(m2 + y2) o

r=x 1
— arctan = ‘ +Injyl+c= fln(acg—i—yQ) —arctan = + ¢ ,
Yy lz=0 2 Y

=0

gde je ¢ = u(zo,y0) = u(0,1).
Izracunavanjem

1 3
u(A) =u(1,1) = 5 In2 —arctanl + ¢, u(B) =u(2,2) = 3 In2 — arctan1 + ¢,
za integral I se dobija

1
I:u(B)—u(A):§1n2—71n2:ln2.
2 2
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87.| Neka je
j
I:/f(x+y)[(1+3x2+y2)dx+(1+x2+3y2)dy}
L

potpuni krivolinijski integral IT vrste, u kome je L proizvoljna kriva iz zy—
ravni (z = 0) 1 f(¢) realna diferencijabilna funkcija takva da je f(1) = 4.
(1°) Odrediti f(t) tako da integral I ne zavisi od puta integracije L.
(2°) Odrediti potencijal u(x,y) ako je u(0,0) = 0. Zatim izracunati inte-
m
gral I ako je L = AB za A(—1,-1), B(1,1).
Resenje. (1°) Za

P(x,y) = f($+y)(1+3$2 +y2) , Qz,y) = f(a:+y)(1+x2 +3y2)

nalazimo
8P / 2 2 8Q / 2 2
a—y=f(w+y)(1+3x + %) +2yf(z+y), 5=f(w+y)(1+x +3y%) +2zf(z+y)

i izjednacavanjem parcijalnih izvoda
Fle+y)(1+32% +92) +2yf (@ +y) = [z +y) (1 + 2 +3y°) +20f(z +) .
Sredivanjem poslednje jednakosti sledi

(z+y)f(z+y)— flz+y)=0

i, smenom t =z + y,

ff@) 1
et
Integracijom dobijene jednakosti nalazimo In|f| = Inl|t| + k1 1 f(¢t) = kt, gde je k =
+ exp(k1) proizvoljna integraciona konstanta. S obzirom na f(1) = k i uslov f(1) =4 je
k=4, paje

L (1) — £(8) = 0

fit)=4¢.
Zbog neprekidnosti funkcija f(t) = 4t, f'(t) = 4 za svako t € R i neprekidnosti funkcije
t =t(x,y) = x+y za svako (z,y) € R2, neprekidne su i funkcije P(z,y), Q(x,y), OP/dy,
0Q/0x za svako (x,y) € R2. Zato za oblast D, u kojoj integral I ne zavisi od puta
integracije, moze da se uzme bilo koja prosto povezana zatvorena oblast u xy—ravni.

(2°) Za f(t) =4t je f(x +y) =4(z +y) i
P(z,y) = 4(z +y) (1 432> + %) , Q(x,y) = 4(z +y) (1 +2° +3¢%) .
Birajuéi (zo,y0) = (0,0), za potencijal se dobija
x y
ue) = [ Pawdet [TQOpdy+e

0 0

x Yy
:4/ (m+y)(1—|—3m2—|—y2) d:c+4/ y(1+3y2) dy +c
0 0

= 4dxy + 4J:y3 + 222 + 2x2y2 + 4az3y + 3zt + 2y2 + 3y4 +c
= (m+y)2(3x2+3y2 —2zy+2) +c,
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gde je ¢ = u(0,0). S obzirom na u(0,0) =0, sledic=01
u(z,y) = (z +y)? (322 + 3y* — 22y + 2) .
Kako je

u(A) =u(-1,-1) =24, u(B) =u(l,1) =24,

to je
I=u(B)—u(A)=0.

Izracunati potpuni krivolinijski integral II vrste

I:f—yda@—}—xdy
L 2r4yr

gde je L proizvoljna pozitivno orijentisana kontura u xy-ravni (z = 0).

Resenje. Neka je D prosto povezana zatvorena oblast u xy-ravni, ogranicena sa L i
takva da (0,0) ¢ D. Tada su funkcije

T 8P_@_ y? — 2?2

y
P -7 =, — = P
e =g OV =0 s 5y T (22 +y2)°

neprekidne u oblasti D, pa krivolinijski integral

—ydr+ zdy
L= [ 21 .2
AB T*+vy

m
ne zavisi od puta integracije AB C D. Kako je L kontura (zatvorena kriva), prema
Teoremi 4.8.1 sledi
I=0.

Pretpostavimo sada da je (0,0) € D. Funkcije P(z,y), Q(z,y), OP/0y, 0Q/dx su
prekidne u tacki (0,0), pa ne moze da se govori o nezavisnosti krivolinijskog integrala Iy
od puta integracije. Zato pribegavamo drugacijem resavanju. Oko tacke (0,0) opisujemo
proizvoljnu konturu L1 C D, takvu da je L1 N L = (). Tada je L spoljna, a L1 unutrasnja
kontura dvostruko povezane oblasti D;. Kako (0,0) ¢ D1, moze da se primeni postupak
i iskoristi zakljucak iz Zadatka 50, prema kome je

I =2x.

S obzirom na Teoremu 4.8.1 i I # 0 u slucaju (0,0) € D, integral I zavisi od puta
~ ~
integracije. Do istog zakljucka se dolazi i bez Teoreme 4.8.1. Ako je L = AX1BUBXA,

~ ~
oznacavajuéi L1 = AX1B, Lo = AX2B i izostavljajuéi podintegralni izraz, sledi

Lt b7 e
AX1B BXoA Ly Lo Ly Lo
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it ).

Neka je D proizvoljna prosto povezana zatvorena prostorna oblast,
takva da je z > 0 za sve tacke (z,y,z) € D. Izracunati potpuni krivolinijski
integral II vrste

pa je u opStem slucaju

rzdr+ydy+ zdz
L Va2t

gde je L = AWB C D proizvoljna kriva, A € S1, B € S,

I =

St x2—i—y2—|—22:a2, So : x2+y2+22:b2

ia,b>0.
Resenge. Imajuéi u vidu da (0,0,0) ¢ D, funkcije

T Y z
Px3y7z =T ) Qm’y7z =T ) Rx?y’z =T
( ) /$2+y2+22 ( ) /1.2+y2+22 ( ) /x2+y2+z2

i njihovi odgovarajuéi parcijalni izvodi zadovoljavaju uslove Teoreme 4.8.3, pa u oblasti
D postoji potencijal u(z,y, z) i odreduje se prema formuli

T Yy z
U(IvyVZ) = / P(:E,y, Z) dz + Q(iﬁo,y,Z) dy +/ R(mozyo,z) dz+c.
T 20

0 Yo
Za (z0,Y0,20) = (0,0,1) se dobija
T Yy z
uw,.2) = [P e+ [TQOy ) dy+ [TRO02) d e
0 0 1
T T y y z
= 7dm+/ 7dy+/ dz +c
/o Va2 +y? + 22 0 Vy?+ 22 1
=Va2+y2+22 ter,

gde je ¢ = u(xo, Yo, 20) = u(0,0,1)ic; =c—1.
Kako je A(z1,y1,21) € S1, B(z2,y2,22) € S2, vazi

ol +yi+2f=a®, Sy 425 =07,

pa je
I=uB)—U(A) =+/22 +y2+224+c1— /o2 +y?+22—c1=b—a.

Izra¢unati potpuni krivolinijski integral II vrste

I= 7{ f@?+ v+ 22 (vde +ydy + 2dz) ,
L
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gde je L proizvoljna kontura i f(¢) neprekidna realna funkcija sa neprekidnim
izvodom f'(t) za svako t € R.

Resenge. Kako je

P(z,y,2) = af (2®+y°+2°%) , Q(z,y,2) = yf (x*+y°+2%) , R(z,y,2) = 2f (2 +y°+2%) ,

to je
P  9Q /2, o, 2 OP OR r(2 02, 2
- = =2 —_— = =2
oy e zy f (a: +y +z), 5% 5 zzf (:1: +y° 4z ),
0Q OR )2 9 2
= _Z_9 .
9% oy yzf(x +y —|—z)

Funkcije f(t), f/(t) i t = t(z,y, 2) = 22 + y? + 22 su neprekidne, pa su neprekidne funkcije
P(z,y,2), Q(x,vy, 2), R(x,y, 2), kao i njihovi navedeni izvodi za svako (x,y, 2) € R3. Ako
je D prosto povezana oblast, integral

~ f(:r2 +y2 +22)(xdx—|—ydy—|—zdz)
AB

~
ne zavisi od puta integracije AB C D prema Teoremi 4.8.3. Bududi da je L zatvorena
kriva, prema Teoremi 4.8.1 tada je i

I1=0.






PRILOG

Cesta je pojava odredenih integrala oblika

w/2
1 :/ sin™ ¢ cos™ pdy
0

gde je m,n = 0,1,2,3,.... Takvi su, npr., integrali u Zadacima 31 i 34,
koje smo resavali transformacijom podintegralne funkcije. U sluc¢aju velikih
brojeva m, n, ovakav nacin reSavanja je izuzetno naporan. ReSavanje je
neuporedivo jednostavnije pomoc¢u beta i gama funkcije ([1], str. 404—414),
pri cemu m,n > 0 mogu da budu proizvoljni realni brojevi.

Beta funkcija ili Fulerov integral drugog reda je odredeni integral
1
B(p, q) :/ 2PN (1 — )t
0

gde su p,q > 0 realni brojevi. Ako su p, ¢ prirodni brojevi, za beta funkciju

(b 1i(g— 1)t
(p+q—-1"

B(p,q) =

Gama funkcija ili Fulerov integral prvog reda je nesvojstveni inte-
gral

+oo
I(p) = / P~ le™ dr |
0

gde je p > 0 realan broj. Za gama funkciju vazi:

r(%) —Vr,T(1)=1, T(p+1)=pl(p)

133
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Veza izmedu beta i gama funkcije iskazana je jednakoséu

I'(p)I'(q)

Blp.q) = L(p+q)

Resavanje integrala I upotrebom beta i gama funkcije ilustrujemo sa tri
primera.

Primer 1. Uvodenjem smena t = singp i x = t? redom, integral iz
Zadatka 34,

/2
1 :/ sin® p cos® pdy |
0

postaje

/2 /2
I= / sin® ¢ cos? ¢ d(sin ) = / sin® cp(l — sin® @)2 d(sin ¢)
0 0

1 1
1
—/ t5(1—t2)2dt—/ 22(1—2)* da
0 2 Jo

1 1 212! 1

1
1
3—1 3—1
— - 1 dz = = B(3,3 =
2/0x( o =3BG33) =55 =5

Umesto smene t = sinp moze da se koristi smena t = cosp. Ove dve
smene su ravnopravne.

Primer 2. Uvodenjem smena t = sin ¢ i & = t*> redom, integral
/2
1= / sin ¢ cos* @ dy
0
postaje
/2 3/2
sin ¢ cos® p d(sin ) = / sin? (1 — sin® )™~ d(sin )
0

/ (12 3/2dt:1/1$3/2(1—x)3/2d:p
2 Jo
5 5
/0 £5/2— 1(1—1:)5/2_1da;:%B<5 §) :;F(2)F<2) '
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Sukcesivnom primenom osobine I'(p + 1) = pI'(p) izracunavamo

r(5)=r(z+1) =3

pa je

Primer 3. Uvodenjem smena t = cos ¢ i z = t? redom, za integral

/2
I:/ sin® o dyp
0

se dobija

/2 /2 5/2
I= —/ sin® @ d(cos @) = —/ (1 —cos® )" d(cos p)
0 0

0 5/2 1/t
:—/ (1—¢3)"""dt = / V21— 2)%/? da
1 2.Jo

LDy (T
1 1/2-1 7/2—1 117 1 (5) (5)
= 1- d :fB<f,f)—f
2/0”3 (1-2) 727\ 22) T2 @)
frako je 7N 531 15
r()-335m= 2.
2) “523V VT
to je
5
I=—mn
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