
L2

NumeriEko resavanje
jedna6ina

Neka je data jednaiina

.f(r):o (12. 1)

i neka je funkcija I : f @) definisa,na i neprekidna u konaEnom ili beskonainom
intervalu (a,B). Neka, je taEno re5enje ove jednabine r: T. Numeriiki metod
pribliZnog re6avanja da,je iterativni niz 26,11,,... takav aa je rl}1 

: q. Za

pribliZno reienje jednaiine (12.1) uzima se onaj ilan iterativnog niza a, koji
prvi zadovolji postavljeni izlazni kriterijum.
Izlazn\ kriterijumi su:

1) greika aproksirnacije lr" - nl
2) tolerancija funckijc l/(".)l
3) tolerancija postupka l*n - rn-tl
4) prisilan kraj (zadaje se broj koraka n,).

ReSavanje jednatine (12.1) sastoji se iz dve etape:

l) Lokalizacija korena jedna.ine (12.1), tj. odredivanje svih intervala u ko-

jima se ualaze jedinstveni koreni jednadine (12.1).

2) Primena nekog od poznatih numeriikih rnetoda koji suZava poletni in-

terval, tj. ornogu6ava nala.Zenje pribliZne vrednosti resetrja jedna.ine (i2.1) sa

proizvoljuom tainoiiu.

Lokalizacija korena

Za lokallzacijrt korena jedna-ine (12.1), koristc se sledeii kriterijumi:

r Ako je I : f @) nad intervalom [o, b] monotona funkcija i ako na
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274 12. NUMERICKO RESAVANJE JEDNACINA

krajevirrra intervala irna vred,osti razliditog zriaka, tada u [a, b] postoji
jedno i samo jedno reienje jednadine (12.1).

o Grafldki metod.ie iesto pogodan za oclredivanje interva,la u kome se naraze
n,le jednaiine (12.1). ova.i metod se zasniva na iinjenici da je koren
jednaiine (12.1) zapravo presek grafika funkcije / sa z-osom. i sl,-aj,
kada je te6ko nacrtati graflk funkcije /, koristi se zapis funkcije / u obriku

f("): s(r) - h(r).

Tada je jednadina (12.1) ekvivalentna sa jednadinom

s@): h(t).

sada se odreilivanje reahrih korerra jed,atirre (12.1) svodi na odreclivanie
apscisa taiaka preseka krivih 9 : g(r) i h: h(r).

Numeridki metodi za nalaZenje pribliZnih
vrednosti korena jednaeina

Metod polovljenja
Metodom polovljenja delimo interval lon,bnf, n:0,1,... ([o, b] : [as, b6])

u kome jednadina I@) :0 ima re5enje, taikorr an + bn

vamo da li je /(2.) : 0. Ako je to ispunje".,'#0.:r" *'* ;"H:I
koren jednaiine. Al<o tadka r. nije koren, onda se od intervala lan,rrl i
l*n,b,) bira onaj na iijim krajevima funkcija I ima razliiit znak, ti.

an*! : rnt bn+t : bn ako je f("") . /(b") < 0

ili
an*r: ant bn+t: tn ako je f(o") . f(r") < 0.

rnetod nastavljamo do Zeliene tainosti. ocena greike sa koiom.ie odredeno

pribliZno reSenje posle n koraka j. l*, - n <b.,- 
o 

.

2n



Zbirka reieni,h zadataka iz Matemati,ke I 275

o Metod sedice
Neka je za jednaiimr l@) :0 lokalizovan koren 17 u intervalu [o, b] i neka
vali

(t) /(o) ./(b) < 0

(2) f i /" su neprekidne funkcije stalnog znaka nad intervalom
lo,b).

Razlikujemo dva sludaja:

a) /(a) .1"@)>0i /(b) .1,,@)<0

bada je xo: a i ;..1:6.
b) /(b) .f"(b)>0i /(o) .1"@)<0

tadaje rg:bifr1:0.
Iterativni niz u oba sludaja ima oblik:

nntr: r, - f(t:,). rr*\- 
*rT,-' 

., n:7,2,..''t f (r") - f (*"-t)'

Ocena gre5ke ovog postupka u n-tom koraku je data sa

lr, - ,tl. l/(r")1,
ln

gde jc m:,ill1rlf'(',)1.

(12.2)
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o Metod tangente
Neka funkcija / iz jednaiinu f (r) :0 zadovoljava uslove (1) i (2). Raz-
likujerno dva slui;aja,:

a) ako vai;i J@). f,,(o) > 0,

monotono rastuii niz aproksimacija se izradunava po tbrmuli:

ro : a. zn*r : r,, - ffi, n:0,1.... (I2.3)

b) ako vaLi f(b).1"(b) > 0,

monotono opa,da.judi niz aprohsimacija ima oblik:

ro:b, rnrl:.,- ["!lrr. n:0,r.... (12.4)" I',@")' '

ocena greShe ovog postupka, u n-tom koraku izratunava se na isti nadin
kao i kod postupka seiice.

Zadaci
Lokalizacija korena

1. Lokalizovati korene jednaEine x3 - Zr - 4 : 0.

Reienje:

Funkcije J @) = 13 - 3r - 4 i f '(r) : 3r2 - 3 su neprckidne nad celim
skupom realnih bro.jeva. Iz iednai:ine

322-3:0

dobijamo intervale monotonosti funkcije / :

(--,-1), (-1,1), (1,+oo).

Kako je

,jT*/(r) : -- i /(-1) < o, "f(1) < o,

slcdi da u intervalima (-*, -1) i (-1,1) ne postoji ni jedan realan koren
zadate jednaiine.

Podto je /(1) < 0, a,qL f@) : *co, jcdini realan koren se nalazi u

intervaiu (1, +oo). Polazeii od toga, odrediiemo konadan interval (a, b) u
kom se nalazi koren jednaline. Kako vaZi

l(2):-2<0 i /(3):14)0,
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sledi da se iedini realan koren jednadine rs - Br * 4 : 0 nalazi u intervalu
[2,3].

Na istom prirneru iemo pokazati kako se za rokalizaciju korena rnoZe ko-
ristiti i grafiiki rnetod,

Poietnu jednaiinu rs * Zr-4 : 0 ierno zapisati u obliku S@) : h(r) :

13 :3r I 4.

Grafici krivih 9(r) : ra i h(r): 3r * 4 su dati na slici.

Sa slike se vidi da se apscisa preseine tadke krivih S@) : 13 i n@)
3r I 4, tj. realan horen zadate jednaiine, nalazi u intervalu [2,3].

2. Lokalizovati koren jednaiine sin2z - 2rcos2r:0.

Reienje:

F\nkcija f (r) : sin2r - 2xcos2r i njen prvi izvod, Jt(r): 4rsin2r su
neprekidne nad skupom realnih brojeva. Granice intervala monotonosti
funkcije /(r) se dobijaju reBavanjem jedna-ine f'(") : O.

Kako je 4rsir.2x:0 za r: +, k:0, !L,*2,... i kako /,(z) pri
prolasku kroz r : \ za k : t1, *2,... menja znak, to su intervali
monotonosti funkcije / :

f-1.1) /kr (k+l)7r\
\ z,z) i (2, z ) k:1,+2,..

Potrebno je joi proveriti da li / ima vrednosti razliditog znaka na kraje-
vima intervala monotonosti:

,(+) , (e+*) :



278 12, NUMERICKO RESAVANJE JEDNACINA

: (sin(kzr) - &zrcos(kr)) . (sin(,k t L)r - (k + t)rcos(k * 1)^) :

: kn(-1)a+'(,k + 1)?r(-1)h+2 : -k(k + 1)n2 < 0, k:1,t2,...
Dakle, /(-il f(t) .o
Kako funkcija / lma ralidit zna,k na svakom od krajeva intervala monoto-
nosti, mozemo zakljuiiti da u svakom od intervara monotonosti postoji po
jedan koren jednaiine sin2x - 2r cos2:r : 0.

3. GraflEkim metodom naii pribliznu vrednost najmanjeg pozitivnog
i najveieg negativnog realnog korena jednaiine

tg,r-2r:0.

R.eien,je:

Neka je s@) : Lg n a h(r) = 2u. Tad,a se poiazni problem svodi na
nalaZenie preseka ove dve krive. Primetimo da je /(r) : tS r - 2r neparna
funkcija (/(-") : -/(")), pa su njeni koreni ra,sporecfeni simetridno u
odnosu na koordinal;ni poietak. To znaii da, ie dovoljno pronadi najmanji
pozitivan koren as, jer ie na.jve6i negativan koren onda biti _16.

Posrnatrajudi slihu, vidirrio da sc najmanji pozitivan koren jeclnaiine /(r) :
0 nalazi u intervalu (t,t).o,da je njen najveii negativan koren u inter-
valu (-f , -f ).
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4. Lokalizovati koren jednaiine ln(r + B) _ sinr : 0

Reienje:

Napisaiemo zadatri jednaiinri u obliku 1n(r+3) : sinr i grafi-ki odrediti
apscisu presedne taike grafika funkcija S@) : ln(r + 3) i h1r; : ,irrr.

-1

-2

-3

-4

Sa slike se vidi da se jedini realan koren nalazi u intervalu (_8, _2).

Numeridki meto di za nalaZenje pribliznih vred-
nosti korena jednadina

l. Metodorn polovljenja naii najve6i realan koren jednadine

lc3-6r*2:0

sa gre5kom koja je manja od 10-2.

Reienje:

Prvo iemo gra,fiEkirn rnetodorn lokalizovati kor.ene date jednaiirre da bisrno
odredili i,tervai u korne se nalazi rrjen najvedi koren. Jerl.aiinu /(r) : g,
gde je /(r) : 13 - 6x 12, zapisaderno u obliku

13:6r-2

i nacrta,ti grafike funkcija S@) : 13 i n@1 :6n - 2.

279
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Sa slike se vidi da se na,ive6i koren .jednadine /(r) : 0 najazi u intervalu
[a,b] :12,31. Kakoje /(a) /(a) <0 i f,("):322-6>0 za
svako r € [2,3], (tj. funkcija / je monotona na [2,3]), da,ta jerinaiina, na
intervalu [2,3] ima tacno jedno resenje.

Broj koraka n nalazimo iz uslova

b-a " 1

2" ( 10-' <+ 
2:, ._( l0-' +) 2" >/100 e n>.7.

Primenjujuii rnetod polovljenja dobijarno niz aproksimacija tako Sto na-
lazimo sredinu intervala

a*b
-2

2+3, OE

2 - "'"'
a zatirn, porno6u znaka tunkcije (/(zr) > 0) proveravamo u kojoj polovini
irrtervala se nalazi koren jednadine. Isti metod se ponavlja na toj polovini
intervala, sa novim n i b.

Kako je f (2) < 0 i /(2.5) ) 0, uzimamo a:2 \ b: rt: 2.5. Ponovo
traZimo sredinu intervala i metod ponavljamo n :7 puta. Sve vrednosti
su date u tabeli.

n a b .f (r-
1 2 3 or 2.625
2 2 o< 2.25 -0.109375
3 2.25 1.14648
4 2.25 2.375 2.3725 0.491455
5 ,r< 2.28t25 0.184357
6 2.25 2.28125 2.25782 -0.037i 155
7 2.25782 2.28125 2.26954 0.0727334

Vrednost rt :2.26954 je traZeno pribliZno reienje polazne jednadine .
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2. Metodom seEice naii koren jednaiine t * ee : 0 sa taino5iu
10-4.

Reienje:

Grafiikirn rnetodorn ierno lokalizovati korene jedna,Iine f (") :0, gde je
f (*) : :x + e'. Zapisaierno datu jednadinu u obliku

er:-x
i tra,Ziti a,pscise taiaka preseka funkcija S@): e" I h(r): _a.

B

o

4

2

Sa slike-se vidi da se jedini koren jednaiine /(z) : 0 nalazi u intervalu
la,bl: l-1,01.
Da bisrno rnogli prirneniti metod seiice, proveravamo da li
uslovi:
(1) /(-1) ./(0) < o
(2) funkcije f'(*):1+e" i f,,(r): e, su neprekidne i vaZi f,(r) > 0i l"@))O zasvako z€[-1,0].
PoBto je /(-1) . .f"(-1) < 0, posmatramo /(0) ./,,(0) > 0 i za
poietrre vrednosti uzimarno x;o:0 i 11 : -1. Gornju granicu greike
6emo, u svakom koraku, ocenjivati sa d(r,) : U$)1, gde je m :min l/'/(r)l : 1.36788.
r€ [- I ,0]

Rezultati dobijeni primenom ovog postupka dati su u tabeli.

281

su ispunjeni

n en l@") d(r".)
0 0 1

1 I -0.632721 0.462717
2 -0.6727 -0.070814 0.0517691

-0,563838 0.0051824 0.0037886
4 -0.56777 -0.000040 0.000031
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PribliZno re5enje je rs -- -056717, a greika aproksimacije je

lru-rll<3.1.10-5.

Metodom tangente naii koren jednadine r,lnr-2:0 sa tainoSiu
10*3.

R.e.ienje.:

Grafidkim metodom 6emo lokalizovati korene iednaiine l@)r:0, gde je

f (*): rlnr - 2. Jednaiinu 6emo zapisati u obliku lnr: i inacrtati

grafike funkcija S@) :lnr i h(fl :2.
T

Sa slike se vidi da se jedini koren jednadine /(r) : 0 nalazi u intervalu

[2,3], Da bismo mogli da primenimo metod tangente, proveri6emo da Ii
vaZe uslovl:

(1) /(2) ./(3) < o,

(2) Kako i" f'(r): inz * 1 i f"(Q: ! na intervalu r e [2,3], su

funkcije f'@) i /"(z) su pozitivne i neprekidne.

Kako je /(3) ' /"(3) ) 0, monotono opadaju6i niz aproksimacija se

izratunava po formuli:

ro :3, 'f (u)
rnr I : r"- TG;, n: 1,2,...

Gornju granicu greSke se ocenjuje sa d(r,) : lt*l , gde je rm =
min l/'(z)l : 1.69315. Izratunate vrednosti se nalaze u tabeli.

z€ [2,31
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n rn f (*") f'(r.) 6(".)
0 .l 1.29584 2.09861 0.765342
I 2.38253 0.068478 1.86816 0.040412
2 '2.3459 0.000283 1.85267 0.000i63

PribliZno re5enje je r2:2.3459, a gre5ka aproksimacije

lrz-nl < 1.63'10-4.

Zadaci za samostalni rad

1. Lokalizovati najmanji koren jednatine 13 - 4u *2:0.

Rezultat: [*3, - 1].

2. Metodom polovljenja na6i pribliZno reienje jednadine cos:r - r : 0 sa
gre5hom manjom od 0.05.

Rezultat: [0, 1], rs:0.71875.

3. Metodom polovljenja na6i l<oren jednadine e-, - r : 0, sa greikom
- - ^_cmanlom oo c . IU -.

Rezultat: [0, 1], rs : 0.59375.

4. Metodom seiice izradunati realan koren jedna,Eine 13 - 2r2 - 1 : 0 sa
tolerancijom funkcije manjom od 5. 10-2.

Rezultat: [2,3], r+ : 2.20899.

5. Metodorn sedice reBiti jednadlnu n2 *e* *2 : 0 sa tolerancijom postpuka
manjom od 5 . 10-3. Rezultat: [1,2], ro : 1.318g5.

6. Metodorn ta,ngente naii pribliZno re3enje jednadine sin(r * ;) - " 
: 0

sa greikom rnanjom od 10-4.

Rezultat: [0, t], rz : 0.73908b.

7. Metodorn tangente izradunati manji pozitiva,rr koren jedna0ine
13 - 5r * 1 : 0 sa tolerancijom funkcije manjom od 10-5.

Rezultat: [0, 1], (ro : 0), rz : 0.20163g.


