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Numericko resavanje
jednacina

Neka je data jednacina
fle)=0 (12.1)

i neka je funkcija f = f(a) definisana i neprekidna u konaénom ili beskona¢nom

intervalu (o, 8). Neka je tatno reenje ove jednacine & = 7. Numericki metod

pribliznog resavanja daje iterativni niz zo,1,,... takav da je lim = n. Za
n—od

priblizno redenje jednacine (12.1) uzima se onaj ¢lan iterativnog niza z, koji
prvi zadovolji postavljeni izlazni kriterijum.
Izlazni kriterijumi su:

1) greika aproksimacije |z, — 7]

2) tolerancija funckije |f(zy)|

3) tolerancija postupka |z, — Tp-1|

4) prisilan kraj (zadaje se broj koraka n).
Resavanje jednacine (12.1) sastoji se iz dve ctape:

1) Lokalizacija korena jednagine (12.1), tj. odredivanje svih intervala u ko-
jima se nalaze jedinstveni koreni jednacine (12.1).

2) Primena nekog od poznatih numerickili metoda koji suzava pocetni in-
terval, tj. omogucava nalazenje priblizne vrednosti refenja jednacine (12.1) sa
proizvoljnom taénoscu.

Lokalizacija korena

7a lokalizaciju korena jednacine (12.1), koriste se slede¢i kriterijumi:

e Ako je f = f(x) nad intervalom [a,b] monotona funkcija i ako na
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f(b)
! fla)
o f9>0 Z ;
1 X% S a x5 X

S (x)<0_p
i
.
I
|

fla)
S(b)

krajevima intervala ima vrednosti razlititog znaka, tada u [a,b] postoji
jedno i samo jedno regenje jednacine (12.1)

o Graficki metod je ¢esto pogodan za odredivanje intervala u kome se nalaze
nule jednaéine (12.1). Ovaj metod se zasniva na ¢injenici da je koren
Jjednacine (12.1) zapravo presek grafika funkcije f sa z-osom. U slucaju
kada je tesko nacrtati grafik funkcije [, koristi se zapis funkcije f u obliku

f(z) = g(x) = h(z).

Tada je jednacina (12.1) ekvivalentna sa jednatinom

Sada se odredivanje realnih korena jednaéine (12.1) svodi na odredivanje
apscisa taCaka preseka krivih g = g(z) i h = h(z).

Numericki metodi za nalaZenje pribliznih
vrednosti korena jednacina

e Metod polovljenja
Metodom polovljenja delimo interval [an, by], n = 0,1, ... ([a,b] = [aq, bo))

‘ G ; . T 9 an + by
u kome jednagina f(z) = 0 ima refenje, tatkom =z, = —2—" j provera-

vamo da li je f(x,) = 0. Ako je to ispunjeno, onda je tacka =, trazeni
koren jednagine. Ako taka z, nije koren, onda se od intervala [@s T T
[€1,, bp] bira onaj na &ijim krajevima funkcija f ima razli¢it znak, t].

An41 = Tp, bn+1 = bn ako jC f(l‘ﬂ) : j(bn) <0
ili
(nt1 = Ap,  bpy1 =2 ako je f(an) f(xn) <0.

metod nastavljamo do Zeljene taénosti. Ocena gregke sa kojom je odredeno
b—a
20

priblizno resenje posle n koraka je |z,, — 7| <
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e Metod secice

Neka je za jednacinu f(z) = 0 lokalizovan koren 7 u intervalu [a, b] i neka
vazi

(1) fa)- f(b) <0
(2) f" i f” suneprekidne funkcije stalnog znaka nad intervalom
[a, b].

Razlikujemo dva sluéaja:

a) fa)-f"(a) > 01 f(b)- f"(b) <0

JSw Ita)
a & 1 g b
a \' b X 0 a i x
E )/:/'(,U rib)
| fla)
tadajezg =aix; =0.
b) f(b)- f(b) > 01 f(a)- f"(a) <0
f ’
f(b) fla)
E | &f‘u
a 3 ! E
2 | b X 0 a X
1, o) :
A 1tb)
tada jexg =bix; = a.
Iterativni niz u oba sluéaja ima oblik:
Ty — Tp—1
Tnt1 = Tn — f(2n) - T m=1,9, (12.2)

f(@n) = f(2n-1)’
Ocena greske ovog postupka u n-tom koraku je data sa

00— nf < L)

)

gde je m = min |f'(z)|.
z€[a,b)
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e Metod tangente
Neka funkeija f iz jednacine f(z) = 0 zadovoljava uslove (1)1 (2). Raz-
liknjemo dva slucaja:
a) ako vazi f(a)- f"(a) >0,

monotono rastuci niz aproksimacija se izraéunava po formuli:

f(xn)
f’(fvn)7

Ty = a, Tptl = Tp —

n=01,.. (12.3)

b) ako vazi f(b)- f"(b) >0,
monotono opadajudi niz aproksimacija ima oblik:
f(@n)

Fzn)’

Ocena greske ovog postupka u n-tom koraku izraéunava se na isti nacin
kao 1 kod postupka secice.

By = b, Tl = Ty — n=20,1,.. (12.4)

Zadaci
Lokalizacija korena

1. Lokalizovati korene jednaéine z° — 3z —4 = 0.

Resenje:
Funkeije f(x) = 2® — 32 — 41 f'(x) = 32% — 3 su neprckidne nad celim
skupom realnih brojeva. Iz jednaéine

322 -3=0

dobijamo intervale monotonosti funkcije f :

(—o0,-1), (-1,1), (1,+00).
Kako je
lim f(z)=-c0 1 f(-1)<0, f(1)<0,
T——00
sledi da u intervalima (—oo, —1) i (=1, 1) ne postoji ni jedan realan koren
zadate jednacine.
Posto je f(1) < 0, a lim f(z) = +o00, jedini realan koren sc nalazi u

intervalu (1, +00). Polazeci od toga, odredi¢emo konacan interval (a,b) u
kom se nalazi koren jednagine. Kako vazi

f@)=-2<0 i f@B)=14>0,
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sledi da se jedini realan koren jednaéine 22 — 3z — 4 = 0 nalazi u intervalu
12,3].

Na istom primeru ¢emo pokazati kako se za lokalizaciju korena moze ko-
ristiti 1 graficki metod.

Pocetnu jednacinu 2% — 3z —4 = 0 ¢emo zapisati u obliku g(z) = h(z) :
7® =3m 4 4

Grafici krivih g(z) = 23 1 h(z) = 3z + 4 su dati na slici.
20

10

3z 9 4

-10

Sa slike se vidi da se apscisa preseéne tatke krivih g(z) = 2® i h(z) =
3z + 4, tj. realan koren zadate jednacine, nalazi u intervalu [2,3].

2. Lokalizovati koren jednaéine sin 2z — 2z cos2z = 0.

Resenge:

Funkcija f(z) = sin2z — 22 cos 2z i njen prvi izvod f/(x) = 4asin 2z su
neprekidne nad skupom realnih brojeva. Granice intervala monotonosti
funkcije f(z) se dobijaju refavanjem jednacine f(z) = 0.

Kako je 4zsin2z =0 za z = %", k=0,£1,%£2,.. 1 kako f'(z) pri
prolasku kroz a = ’—‘QE za k = +1,42,... menja znak, to su intervali

monotonosti funkcije f :

(1&) T L RN
272 2 2

Potrebno je jos proveriti da li f ima vrednosti razlicitog znaka na kraje-
vima intervala monotonosti:

/(8) (252
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= (sin(km) — km cos(k)) - (sin(k + 1) — (k + Dwcos(k + 1)w) =

=hr(-1)** e+ (-2 = —k(k+ D)2 <0, k=142, .
Dakle, f(-3)-f (%) <o.

Kako funkcija f ima rali¢it znak na svakom od krajeva intervala monoto-
nosti, mozemo zakljuéiti da u svakom od intervala monotonosti postoji po

Jedan koren jednagine sin 2z — 2 cos 22 = 0.

. Grafickim metodom naéi pribliznu vrednost najmanjeg pozitivnog

i najveéeg negativnog realnog korena jednacine
tgxr — 2z =0.
Resenje:

Neka je g(x) = tg & a h(z) = 22. Tada se polazni problem svodi na
nalazenje preseka ove dve krive. Primetimo da je f(z) = tg v — 2z neparna
funkcija (f(—z) = —f()), pa su njeni koreni rasporedeni simetri¢no u
odnosu na koordinatni poc¢etak. To znaci da Jje dovoljno pronaédi najmanji
pozitivan koren x, jer ¢e najveéi negativan koren onda biti —x(.

30
20

10 —

-20

=30

Posmatrajudi sliku, vidimo da se najmanji pozitivan koren jednaéine f(z) =

0 nalazi u intervalu (§, §). Onda je njen najveéi negativan korven u inter-
g P
valu (=7, -7).
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4. Lokalizovati koren jednagine In(z + 3) —sina = 0.

Resenje:

Napisa¢emo zadatu jednacinu u obliku In(z+3) =sina i graficki odrediti
apscisu presetne tacke grafika funkcija g(z) = In(z+3) i h(z) =sinz.

Sa slike se vidi da se jedini realan koren nalazi u intervalu (=3,-2).

Numericki metodi za nalazenje pribliznih vred-
nosti korena jednacina

1. Metodom polovljenja naéi najveéi realan koren jednaéine

@®—6r+2=0

sa greSkom koja je manja od 1072,

Resenje:

Prvo ¢emo grafickim metodom lokalizovati korene date Jjednacine da bismo
odredili interval u kome se nalazi njen najveci koren. Jednaginu flz) =0,
gde je f(z) = 2% — 62 + 2, zapisatemo u obliku

3 =6z -2

i nacrtati grafike funkcija g(z) =23 i h(z) = 6z - 2.
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20

10

Sa slike se vidi da se najveéi koren jednadine f(z) = 0 nalazi u intervalu
[a,0] = [2,3]. Kako je f(a):-f(0) <0 i f'(z) =322-6 >0 za
svako x € [2,3], (tj. funkcija f je monotona na [2,3]), data jednaéina na
intervalu [2, 3] ima taéno jedno resenje.

Broj koraka n nalazimo iz uslova

b—a -2 1 -2 n
< 10 & — <10 & 2 3,100@11?/7.

oan 3 on S

Primenjujudi metod polovljenja dobijamo niz aproksimacija tako $to na-
lazimo sredinu intervala
a+b 243
By = === 25
2 2
a zatim, pomocu znaka funkcije (f(x1) > 0) proveravamo u kojoj polovini
intervala se nalazi koren jednagine. Isti metod se ponavlja na toj polovini
intervala, sa novim a i b.

Kako je f(2) <0 i f(2.5) >0, uzimamo a =21 b= z; = 2.5. Ponovo
trazimo sredinu intervala i metod ponavljamo n = 7 puta. Sve vrednosti
su date u tabeli.

n a b T flzn)

1 2 3 2.5 2.625

2 2 2.5 2.25 -0.109375

%) 2.25 2.5 2.375 1.14648

4 2.25 2.375 2.3125 0.491455

5 2.25 2.3125 | 2.28125 | 0.184357

6 2.25 2.28125 | 2.25782 | -0.0371155
| 7 | 2.25782 | 2.28125 | 2.26954 | 0.0727334

Vrednost a7 = 2.26954 je trazeno priblizno regenje polazne jednacine .
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2. Metodom setice naéi koren jednaéine z 4 e* = (

sa tacnoséu
1074

Resenge:

Grafickim metodom ¢emo lokalizovati korene jednatine f(z) =0, gde je
f(x) =z + e*. Zapisademo datu jednacinu u obliku

8" =g
I traziti apscise tataka preseka [unkcija glx)=e" i h(z) = —z.
8
6
4

Sa slike se vidi da se jedini koren jednaéine J(z) = 0 nalazi u intervalu
[a,b] = [-1,0].

Da bismo mogli primeniti metod seCice, proveravamo da li su ispunjeni
uslovi:

(1) f(=1)-f(0)<0

(2) funkeije f/(z) =1+e® i f"(x) =e® su neprekidne i vazi J(x) >0
I f"(x) >0 zasvako z € [~1,0].

Posto je f(-1)- f"(-1) < 0, posmatramo FO) - f"0) > 0 i za

pocetne vrednosti uzimamo 2z = 012y = —1. Gornju granicu greske

¢emo, u svakom koraku, ocenjivati sa Olan) = W;—l")‘, gde je m =
min | f'(x)| = 1.36788.

z€[-1,0]

Rezultati dobijeni primenom ovog postupka dati su u tabeli.

n Ty, f(zn) 6(zn)

0 0 1

1 -1 -0.632121 | 0.462117
2 -0.6127 -0.070814 | 0.0517691
3 | -0.563838 | 0.0051824 | 0.0037886
4| -0.56717 | -0.000040 | 0.000031
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PribliZno resenje je x5 = —0.56717, a greska aproksimacije je

lzs — | < 3.1-1075.

. Metodom tangente naéi koren jednatine zlnz—2 =0 sa taé¢noséu

1073,

Resenje:

Grafickim metodom ¢emo lokalizovati korene jednacine f(z) = 0, gde je
f(z) = zlnz — 2. Jednaginu ¢emo zapisati u obliku Inz = — i nacrtati
Z
2

grafike funkcija g(z) =lnz i h(z) = —.
is

10

8

Sa slike se vidi da se jedini koren jednacine f(z) = 0 nalazi u intervalu
[2,3]. Da bismo mogli da primenimo metod tangente, proveri¢emo da li
vaze uslovi:

(1) f(2)-f3) <0,

1

(2) Kako je f'(z) =lnz+1 i f’(z) = = naintervalu x € [2,3], su
T

funkcije f/(x) 1 f"(x) su pozitivne i neprekidne.

Kako je f(3) - f”(3) > 0, monotono opadajuéi niz aproksimacija se
izra¢unava po formuli:

f(@n)
:31 Ty =Tn — 7 y n:1,27...
':L‘O I+1 " fl(mﬂ/)
Gornju granicu greske se ocenjuje sa d(z,) = -—‘f(:l”ﬂ, gde je m =

min |f'(z)| = 1.69315. Izratunate vrednosti se nalaze u tabeli.
z€[2,3)
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[ §

Ty f(l'n) fl(mn) O<xn)

3 1.29584 2.09861 | 0.765342
2.38253 | 0.068478 | 1.86816 | 0.040412
2.3459 0.000283 | 1.85267 | 0.000163

= loB

Priblizno resenje je zp = 2.3459, a greska aproksimacije

|z — | < 1.63-1074.

Zadaci za samostalni rad

. Lokalizovati najmanji koren jednagine z3 — 4z + 2 = 0,

Rezultat:  [-3,-1].

. Metodom polovljenja naéi priblizno resenje jednacine cosz —z = 0 sa

greskom manjom od 0.05.

Rezultat:  [0,1], x5 = 0.71875.

. Metodom polovljenja naéi koren jednagine e™® — 2 = 0, sa greskom

manjom od 5+ 1072,

Rezultat:  [0,1], x5 = 0.59375.

. Metodom seéice izracunati realan koren jednatine z® — 222 —1 =10 sa

tolerancijom funkcije manjom od 5 - 1072,
Rezultat:  [2,3], x4 = 2.20899.

Metodom setice resiti jednacinu 2® —e®+2 = 0 sa tolerancijom postpuka

manjom od 51073, Rezultat: [1,2], x4 = 1.31895.

. Metodom tangente nadi priblizno refenje jednatine sin(z + o =1

sa greskom manjom od 1074,

Rezultat: [0, Tl a2 =0.739085.

. Metodom tangente izra¢unati manji pozitivan koren jednaéine

23 -5x+1=0 sa tolerancijom funkcije manjom od 1075.

Rezultat:  [0,1], (z0=0), z» =0.201639.



