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1.1 Neposredno integriranje

Izracunajte integrale:

(a) /<1_%> oV d,
0) [

21} x
(c) /idx,
10

1
Q) [ ———da,
(d) /siancos%c *

(e) / tg?x da.



NEODREDENI INTEGRAL

Rjesenje. U racunanju primjenjujemo [M2, teorem 1.4] i tablicu osnovnih inte-
grala [M2, §1.1.1].

(a) Da bismo mogli primjeniti integral potencije iz tablice osnovnih integrala po-
dintegralu funkciju prvo zapisujemo u jednostavnijem obliku, pa vrijedi

/(1—96—12)\/de_/<1—%(g)x%d:¢_/x%dm—/x%dx

7 1
xT4 T

1 dxv/x3 4
= -2 4C= +-—=+C
S B B

4
] ) B

&

(b) Tabli¢ni integral dobivamo nakon $to brojniku dodamo i oduzmemo broj 1,

pa vrijedi

x? £C+1—1
dx 1d
[ 2w [P [ [

=z —tgx+ C.

(c) Vrijedi

22 45% (1) N6 G
/ T0e d:c_/<g> d:c+/<§> dx_ln%+ln% +C

5% B 2°7F
Inb In2

+C

(d) Koristeéi osnovni trigonometrijski identitet dobivamo

1 in? 2 1 1
/ﬂidlﬂ:/wdm:/ : dﬁ/,Q dz
xX S~ T COS2 X COS“ @ S~ T

sin® z cos?
=tgx —ctgx + C.

(e) Zapisivanjem funkcije tgz u obliku tgx = % dobivamo

1 1
/thxdx—/<COS2x—1> da::/cos2xd:17—/d:c

=tgr —x+C.

1.2 Metode supstitucije

Izracunajte integrale:

@ [




1.2 Metode supstitucije 3

o [

© [ B,

B x2
() /7“8?’ d
1+ 2sinx

RjeSenje. Integrale racunamo svodeci zadani integral na tabli¢ni dopustivom za-
mjenom varijable integracije nekom funkcijom (bijekcijom) ili dopustivom zamjenom
nekog analitickog izraza novom varijablom integracije.

(a) Umjesto 2 — a uvodimo novu varijablu ¢. Potrebno je promijeniti i dx koji je
u ovom slu¢aju jednak dt, jer je dt = d(z —a) = dux.

dx r—a==t dt
/x—a_{ do — di }_/t =lIn|z —a|+ C.

(b) Umjesto 1 + e* uvodimo novu varijablu ¢, pa vrijedi

1+4+e”
/ de ed:c—dt /‘” / Em=t+&
14 e x—lnt—l t—1)t A=-1 B=1
dr =

1 1

=lne*—In(1+e)+C=a2—In(1+e")+C.

Osim suspstitucije u ovom zadatku koriSten je i rastav na parcijalne razlomke

gdje smo razlomak pod integralom ﬁ rastavili na dva jednostavnija.

(c) Zbog pojave ¥z u podintegralnom izrazu uvodimo zamjenu x = t2, pa vrijedi

sin §/z r =1t sint _
/ 532 dx_{ dx_3t2dt} /—3t di

:3/sintdt: —3cost+C = —3cos /x+ C.

(d) Vrijedi

cos T 1+2sine=¢ | [ dt
/1—1—25111;5 {2COSd$=dt}_/§
1
R

1
nlt|+C= 51n|1+2sin:17|+0.



4 NEODREDENI INTEGRAL

1.3 Uvodenje novog argumenta

Izracunajte integrale:
(a) /sin 3 du,

o) (B,

T

(c) /x\/l—l-—Ide.

RjeSenje. Da bismo zadane integrale sveli na tablicne umjesto x uvodimo novi
argument, pa umjesto dz imamo d(noviargument).

(a) Novi argument je 3z, a kako je d (3z) = 3 dz integral je potrebno jo pomnoziti

1
S3.

1 1
/sin 3x dxg = /sin?)x dx (3z) = 3 cos (3z) + C.

(b) Za novi argument uzimamo In x, pa vrijedi

4 5
/@ dx = /(lnx)4d(ln:v) = (1n5:v) +C.

(c) Vrijedi

/x\/l—i-a:de:/(l—l—xQ)%xd:z::%/(1+x2)%2xd:c

:%/(1+x2)% d(1+x2):%f+0.

Ovi integrali mogu se rjesiti i metodom supstitucije tipa (noviargument) = t.

1.4 Metoda parcijalne integracije

Izracunajte integrale:

(a) /:zre”” dz,

(b) / Vv in?zd,

1
(c) /:vln +xd:v,
1—a




1.4 Metoda parcijalne integracije 5

(e) /ew sin x dz.

Rjesenje. U racunaju zadanih integrala koristimo formulu parcijalne integracije
[M2, teorem 1.7]. Ideja je da integral koji se pojavi nakon parcijalne integracije
bude jednostavniji od zadanog integrala.

(a) U parcijalnoj integraciji uzimamo da je v = x i dv = e® dx, jer time x deriva-
cijom postaje 1 ¢ime se integriranje pojednostavnjuje.

g U= dv = e” dx
TCWT du=dr v=[edr=e"
:xem—/ewdx:xem—em—i—(}':(x—l)ew—i—C.

(b) Parcijalnu integraciju mozemo provoditi i vise puta uzastopce, npr. u sli-
jede¢em intgralu zadano je In?z, pa nakon dvije parcijelne integracije In
"nestaje”.

uw=In’z dv = \/x dx
\/Eln2:vdac={ I /oE }
/ duzQTd:C ’UZQT

2 4 u=Inzx dv=/xdr
:§\/x3ln2x—§/\/51nxdx{ du — d= U=2\{3173 }
2 4 (2 2
=ZVedn?x — = —\/:v31n:v——/\/5d:v
3 3\ 3 3
2 , 8 16
=§\/:v3ln :C—gv:v3ln:v+§\/x3+0

2 4 8
=§ﬁ(ln2:v—§lnx+§>+0.

(c) Vrijedi

8
—
=}
— =
[+
5]
=W
Il

|
|5 o B o] By o] B, —
S =)
—
_|_
8
|
—
8
[\v}
[\
o
8

N =
8



6 NEODREDENI INTEGRAL

(d) 2% u brojinku zapisujemo kao 22 - z, pa slijedi

/Lda@—/ﬁde
V1422 V1422
2 _ x
_ U=z 1 dv;mdaj
du = 2z dx vzif\/lj:?d:vzx/l—i—x?
212\/1+x2—/\/1+122xdx
:x2x/1+x2—/\/1+12d(1+x2)

=a2?V1+a2 - ; (e +1)F +C.

(e) Vrijedi
o7 sin a do — u= e’ dv =sinz dz
Tl du=e®dxr v=—cosz
= —€e"cosz + /ez cosx dx

- u= e’ dv = cosz dx
| du=eétdr v=sinz

—e*cosx +efsiny — /ew sin x dzx.

Integral koji preostaje izracunati jednak je pocetnom integralu, oznac¢imo ga
sa I, pa izjednacavanjem lijeve i desne strane dobivamo:

I =c¢"cosx+e*sinx — 1,

iz cega slijedi

2] = ¢" (cosz — sinx)

I= /ezsinxdx: % (cosx —sinx) + C.

1.5 Rekurzivne formule

Nadite rekurzivnu formulu za integral: I,, = / (a2 — x2)n dr, neN.

Rjesenje. Za n =1 vrijedi
3

11:/(a2—x2) d:vza%—%—i—()’zw(f—%)—i—a



1.6 Integriranje racionalnih funkcija

Za n > 2 vrijedi

B 2 o\ o u=(a2—x2)n dv = dx
In—/(a I) dx—{ du:—an(aQ—:cz)nf1 dx v=2

x(a2—x2)n+2n/[— (a® = 2?)]" dx+2n/a2 (> —22)" " do

=z (a2 — xz)n —onl, + 2na?I,_.

Izjednacavanjem lijeve i desne strane dobivamo trazenu rekurzivnu formulu

1, —:v(a2 ) —onl, + 2na*l,_4
I,(1+2n)==x (a2 x2) + 2na’l, 4
T (a2 ) 2na? I ..

In= (2n+1) @n+1)”

1.6 Integriranje racionalnih funkcija

Izracunajte integrale:

dx

@ [

dx

b -

(b) /21:2—517—1-7’
z—1

© [y
3x —2

d —d

(d) /2:62—3:104—4 *

3
2
@)/;Liii_d%

22+ Tr+12
1
() /72 dz.
(1+2?)
Rjesenje.

(a) Polinom u nazivniku moze se rastaviti na faktore 2% + 5z = z (x +5), pa
tablicne integrale dobivamo rastavom na parcijalne razlomke [M2, §1.4.3] .
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Vrijedi

/ dx _/ dx
w2 +5¢ ) x(x+5)

1=Az+5A+ Bz
A—Ll B—_1

5
71 dx 1/ dx
5 x 5) x+5

1 1 1
:gln|x|—gln|x+5|+C=gln

atl—=

x
z+5

e

(b) Polinom 2z —5z+7 nema realnih nul-to¢aka, pa nazivnik ne mozemo rastaviti
na faktore. U tom sluc¢aju integral ra¢unamo nadopunjavanjem nazivnika do
punog kvadrata na slijede¢i nacin:

/ dx _1/ dz _1/ dx
202 —50+7 2 a?—Ja+§ 2) (p-3)° -2 I
_E/L%)
g (x—%)Jri’—e
_5
1
arctg + C.
\/_

arctg

\/_

(c¢) Nazivnik se ni u ovom primjeru ne moze rastaviti na faktore, pa integral
racunamo zaspisivanjem brojnika u dva dijela od kojih je jedan derivacija
nazivnika, a drugi konstanta. Time dobivamo dva integrala od kojih se prvi
moze izrac¢unati metodom supstitucije [M2 vjezbe, §1.2] ili uvodenjem novog
argumenta [M2 vjezbe, §1.3], dok drugi racunamo kao u ovom zadatku pod

(b).
1 1 1 1
/ x_l—dx:/§(2x_1)+§_1d:v:/5(2x_1)—_§d:ﬂ
2 —x+1 22—z +1 2 —x+1
1 1) —
:_/(217 1) ldzzr
2 2 —x4+1
1/ 20 — 1 1/ dz
Y R MU R
2) 22 —x+1 2) 22 —x+1
_E/M_l/ da
2 2 —x+1 2 (x—%)2—%+1
20 —1

arcth +C.

ln‘:v —:C—|—1| 2\/_
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(d) Vrijedi

-9 3(r— 2 —
/7317 da:—/—(x33) dx:§/7x3 dx
222 — 3z + 4 2 (22— 32+ 2) 2) a2 -3z +2

Wi

1 3 3 2 1 3 1
3 (5223 ti-5, _3 5(2I—§)+ﬁdx
2 22— 3z 42 2 22— 3242
2 2

31 20— 3 31 dx
= —— _— :C—‘,——— _—

22) a2 -3z +2 212 ) 22— 3z +2
_3/d(:c2—gx+2) 1/ dx
=7 Y2 3.5 *tx3 5

4 2 —Sx 42 8 (z-3)" -2 +2

3 1 4 4 —3
=—In a:2——ar—|—2>—|———arct——|—C.

1 ( 2 N GE RN

(e) Kako je u ovom integralu stupanj brojnika podintegralne funkcije veéi od
stupnja nazivnika, prvo provodimo dijeljenje polinoma, a zatim integral ras-
tavljamo na dva, od kojih je prvi tabli¢ni integral potencije, a drugi se svodi
na neki od prethodnih slucajeva.

B r+2
I_/a:2+7:c+12dx_
(x3+x+2):(x2+7:c+12)::c—7

ost.38x + 86

38x + 86 2
- -7 d e N L P
/(x ) x+/x2+7x—|—12 r=g o lrth

Integral oznacen sa [y racunamo posebno. Kako su x; = -3 i 21 = —4
nultocke polinoma z? + 7x + 12, nazivnik se moze rastaviti na faktore, pa
tabli¢ne integrale dobivamo rastavom na parcijalne razlomke.

/ 38x + 86 do — / 38x + 86 o
2+ T7x+12 ) (z+3)(x+4)
1 A, B
— (z+3)(xz+4) — z=+3 x+4
{ A=-28 B=066 }

:_28/d(:v+3)+66/d(x+4)
z+3 r+4
—28In|z + 3|+ 661n |z + 4| + C.

Konacno rjesenje je

2 4r+2 22
= [ ——— = — —T7x — 281 3| +661 4]+ C.
/x2+7:c+12 T= x n|z+ 3| +66In|z+ 4| +

(f) Slijede¢i integral racunamo dodavanjem i oduzimajnem z? u brojniku, pa
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vrijedi
1 do — 1+:v2—:102d
(1—}—962)2 v (1—1—:102)2 ’
1+ 22 2
(14 22?) (14 22)
1 z?
_/md;p—/mdx—arctg:c—h.

Integral oznacen sa I; racunamo posebno koriste¢i parcijalnu integraciju,

/ x? d / T-xT d
——5 Al = ——5 aXx
(14 22)° (14 22)°

_ _ 1 pd(te?) 1
du=dx v=3/[ 77 = I

B x n 1 / dx
o 2(1+22) 2 ) 1422
x 1
= ————- + -arct C.
21+ 22) + 2arc gr +
pa je konac¢no rjesenje

/ ! d 1act + - +C
———dr = —arctgr + ——~ .
(14 22) BT S 22

1.7 Integriranje trigonometrijskih funkcija

Izracunajte integrale:

(a) /COS5 x dx,

(b) / cos x cos 2z cos bz d,

dx
O — ,
2sinx —cosx + 5

() /cos3x+cos5xdx'

sin® z + sin*

Rjesenje.
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(a) Vrijedi

/ cos® zdr — /cos3 xsin’ z dz
= /cosx (1 — sin? :1:) dr — /cos3 xsin? z dz

cosxdw—/cosxsinzxdx—/cos3xsin2:vd:v

= sin:c—Il —IQ.

Integrale oznacene sa I i I3 racunamo posebno koriste¢i jednostavne supsti-

tucije.
_ .2 o sinx =1
I _/cosxsm :cd:c_{ coszdr — dt }

t3 3
:/tzdt:§+02:m;x+cl.

. 3 .9 o sinz =1
IQ—/COS T sin a:da:—{ coszdr — di }

:/t2(1—t2) dt:/tht—/t“dt

_t3 t5+c_sin3:1: sin®
T3 57?773 5

pa je konac¢no rjesenje

5 . sinfz  sinz sin®a
cos’ zdr =sinx — - + +C

+ Cs.

3 3 5
. 2sin*z  sin’®x
=sinx — 3 + 3 +C.

(b) Podintegralu funkciiju prvo raspisemo pomocu trigonometrijskih formula pre-
tvorbe, pa vrijedi

1
/ cos x cos 2x cos b dr = 3 / (cos 4 cos 3x) cos bx dx
1 1
=5 [ coszcos Sz dr + 5 | cos 3z cosbr dx

1 1
=1 / (cosdx + cosbx) dx + 1 / (cos2x + cos 8z) dx

= i (/cos4xdw+/cos6xdw+/cos2xdw+/cos&vd:v>

- 1 sin4x+sin6:1:+sin2:1:+sin8:1: L
4 4 6 2 8
sin2x sindx sinbx  sin8x

- T TTu T ¢
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(c) Integral racunamo koristeéi univerzalnu trigonometrijsku supstituciju [M2,

§1.5.1].
/ dx B tgg =1 sinx = 1_2&2
2sinz —cosx +5 dx:% COSI—}JF:;
2dt 2dt
o / 14¢2 _ / 1+¢2
2t 1-t2 o At—14t24545¢2
21+t2 1t 5 1+t2
B / 2dt B / dt
= = 2 2
612+ 4t +4 3(2+35t+32)
dt 1 3t+1
= | ———— = —arctg—— + C
[ s
1 3tgs +1
= —arctg—=— + C.
VY

(d) U racunanju integrala umjesto univerzalne trigonometrijske supstitucije ko-
ristit ¢emo pojednostavnjenu supstituciju za racionalne funkcije sa svojstvom

R (sinx,—cosz) = —R (sinz, cos z).
cos? 2 + cosd & R (sinx, — cos :c) = —R(sinx,cosx)
5 . . 4 dx = sinx =1t
sin” x + s x

cosxdr = dt

cos® x 1+cos :C)

sin® :c 1 + sin? a:)

cos? x 1+cos :C) COS T

T
sin? :C 1—|—sm :C)

-/
/
/ 1—t2 1+1—t2)dt_/wczt
/

2(141¢2) 2 (1+1t2)
(t* =32 42) : (t*+1) =1

ost.At? + 2

—4t2+2
1dt
/ +/t2 are) @
—4 2_A B Ct+D
— t2(1t—+Jtr2) +t2+t§il
A=0, B_2, C=0, D=-6

—6 2
:t+/ dt+/ T dt—t———Garctgt—i-C

1.8 Integriranje iracionalnih funkcija racionalnom supstitu-
cijom

Izracunajte integrale:
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1.8 Integriranje iracionalnih funkcija racionalnom supstitucijom

dx
(2) /:v(l—l—?ﬁ—i— )

[SE

dx
) /(2x+1)§—(2x+1) ’

/\/:c—l :c+2)5'

Rjesenje.

(a) Ovakav integral rjesavamo supstitucijom x = t*, gdje je k najmanji zajednicki
visekratnik nazivnika eksponenata od x koji se pojavljuje u podintergalnoj

funkeciji.

/x(1+2jl/$§+ ) :{ dx$::6§65 dt }

_/ 6t° dt _/ 6 dt
St (234 2) ) (1263 +12)

(28 +24+1)=0=t=-1
2P+ +1): (t+1)=22—t+1

0st.0

_6/ dt

N t(t+1)(2t2—t+1)
1 Ct+D

{ + t+_1 + 3T }

tEr) (22 —t+1)
== 1 B = 41, C == T’ D = %

dt Stat t—1
=6 SH—
t+1 22 —t 4+ 1
T

:61n|\6/5‘—%‘\6/§+1|—
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Integral oznacen sa Ijracunamo posebno kao integral racionalne funkcije.

t—1 1 4t — 2
L= [ —F5 dt=-[—3 @
! /2t2—t+1 4/2t2—t+1
1 4t —1 1
= — at+> [ —3 ——qdt
4/2t2—t+1 +4/2t2—t+1

2_ —_—
ln(2t t+1)+24

—_

—
|
[N ey
~
+
(SIS
U
~

2 _ /i r
In (2t t+1)+24/(t_1)2+1dt
4t

In(2t2 —t+1) + arct 4+ C
( )+ gf

)J>|*—‘ »Jkl)—l »Jkl»—t NN |

1 _
In (2t —t+1) + arctg +C
@~ 14 1) + zareig

(2\/_—\/_4—1) 6\1/7a7’ctg 7 +C

pa je konaé¢no rjeSenje

49x —1

= 6In | Y| oo |7+ 1] 7 In (207 — Yo+ 1) 6\1/?arctg G C

/:C(l—l—?il/ag%-i-\?’/_

(b) Vrijedi

=

/ dx {21:—1—1—156 dx = 3t° }
pu— 6_
2z +1)% — 2z +1) r=t7 t=V20+1
3t dt t2 dt t?2—-1+1
_/t4—t3_3/t—1_3/ t—1 di
—3/ t+1+ L dtf3/(t+1)dt+3/ ! dt
N t—1 - t—1

3
:5t2+3t—|—3ln|t—1|+0

:g€/2x+1+3\6/2x—|—1+3ln|\6/2x—|—1—1‘—|—C.
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(c) Vrijedi

3 3t (1—t4)?

1.9 Eulerova i trigonometrijska supstitucija

Izracunajte integrale:

dx
(a) k ,
1+ vVa?+2x+2

(b) / V3= 20— a2 da,

Rjesenje.
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(a) U racunanju integrala koristimo Eulerovu supstituciju [M2, §1.7.2], pa vrijedi

/ dx - 22
1+vVeZ+22+2 _ iores
dv = Sz dt

t242t42 t242t42
2(t+1)2 2(t+1)2

= 22— :/ 2Ut2+22 2t 1242
L+t— 2t+2 + +2(t11) +
/ e ﬁﬁ“ 2 4 2t 4 2
t2+4t+4 (t+2) (t+1)

t? 4242 A + B 4

B, _C
(t+2)2(t+1) _ t+1 " t+2 (t+2)?

= 2 +2aA+2=A(t+2) +B(t+2)(t+1)+0(t+1)
A=1, B=0, C=-2

dt -2
= lnt—|—1—2/ t+2 d(t+2
[ /t+2) t1—2 [ (422 +2)
=lnjt+1|+2(¢t+2) " +C
1

zln‘\/ﬂc2+2x+2+x+l‘+2(\/:v2+2:v+2+x+2)7 )

(b) Izraz pod korijenom nadpounjavamo do punog kvadrata, a zatim uvodimo
dvije supstitucije

o 2 B 2, Jax+l=t
/\/3 2x :vdx—/\/él (I1+x) d:v—{ do — dt
t=2sinz
N T
_/ 4 tdt_{ dt:2coszdz}

= /200522 coszdz=4/cos2 zdz

dt

1
—2/(1+2cosz)dz—2<z+§sin2z> +C

=2(z+sin2\/1—sm z)—i—C
2 arcsi t+t 1 t2+C’
= 2 arcsin — \/1—-—
2 4
1 1)2
=2arcsinx+ +(z+1) 1—%—}—0

1 1
:2arcsinx—2’— +$—2’— V3—2z—22+C.

1.10 Metoda neodredenih koeficijenata

242 3
Izracunajte integral rerts dx.

V=2 + 4z
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Rjesenje. Iz formule za metodu neodredenih koeficijenata [M2, §1.7.3], slijedi

22 +2x+3
I= | ———=de=(mz+a \/—x2+4x—|—)\/
\/—x2+4:17 ! 0 \/—172—1-4:17

Deriviranjem po x dobivamo

2 4+2x+3 2 a0+ ( + ao) —2x+4 n A
—  —a;V—=2 4+ (a1z+a
V=22 +4x ! ! 0 =2 +4dx -z +4z

Pomnozimo li cijeli izraz sa v/ —22 + 4x dobivamo
2 +2r+3=a; —2* +42+ (@17 +ag) (2—x) + A

Izjednacavanjem lijeve i desne strane dobivamo

1= —a1 — a1
2 =4aq1 + 2a1 — ag
3=2ap+ A\
iz cega slijedi
1
a; = 5,@0 = —5,)\: 13.

Integral I sada je jednak

I= <—%x—5) \/—x2+4x—|—13/
= <—1:c—5) vV —z?+4x +13

dx
V—x? + 4

/ da
/4 — (z—2)?

1 -2
= < 5 ) V-2 +4x + 13 arcsm + C.

2

1.11 Binomni integral

Izratunajte integral / Y 4
Zracunajte imtegra ——= ax
! & 1—ayx

Rjesenje. Integral rjesavamo supstitucijom za binomni integral [M2, §1.7.4]. U

ovom je slucaju mTH cijeli broj (m = %,n = %,p = %1), pa koristimo supstituciju
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1— 23 =¢2.
/1/ / x—/:c2 l—xg Tda:
1—ayx V1—xzx
—mj[l:leZ
= 1— g3 =2
:ﬁz%‘ltdt

—4 —4

— it 'dt=—t+C
/3 3 +
—4 =

1.12 Integriranje razvojem u red

[o ]
Rijesite integral / sin 2 dzx razvojem u red potencija, koristeéi razvoj sin z = Zo (-1)" (;21:11)! .
n=

Rjesenje. Zadana podintegralna funkcija je sin 22, pa koristeéi zadani razvoj sinusa
dobivamo

s 2)2n+l An+2
s2 n (w ) n_ <%
sinz® = Z(—l) = (1)
v (2n+1)! (2n+1)!
6 10 14 2(2n+1)
» 1’ w x no1 T
= T -1 z
Cegtm o ot mrgt
iz ¢cega slijedi
6 10 14 An+2
in2?de — 2 L T T Loyt
/Slm do = [x I T SR o oy
P T 211 215 . pAn+3
== _ — "
s Tt e oA T e
0 An+3
=X V' G -
(An+3) (2n + 1)!

n=0

1.13 Zadaci za vjezbu

Izracunajte integrale:

2 _
1. rrore o 1dx
NZS

2z+1 _ 5m71
2. —d
/ T
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3. —_
/:102 + a?

EN|

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16

17

18

19.

20.

dx

/dx
Ve

/egcosm sinz dx

22
./7d:c
5+ 23

|
. /7\/54_ D7 de
T

'/1—36%

621

cos2x

sinx cos x

dx

T

cos® xV/sin z dx

earctanz+xln(1+x2)+1d

./lnxdgc
Inx

23
. /7@
V1—2a22

/

dx

1+ 22

/(:172 + 2z + 3)e” dx

/ 22 arccos z dx

22 + a?)?

X
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

Je
| s
| vy
P
|
/5=
e
/
J
| ez
/
/
| e
/
| Srvess
| s s
| e
|

2x2+6x+5
172—|—2:c—|—10)
x* dx

x4+ 522 +4

3 -3z +2

5796

222 —3x+3
3

23+ 42%2 -2+ 1

d
4+ *

sin? cos4

sinz ( 20052 x—1)

sin'® z cos® x dx

sin? cos4

sin 3z cos bx dx

sin x cos4

sin® 2 + cos4

sin4x

dx
sin® x + cos8

sinz ( 2+cosgc — 2sinx)
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39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

ol.

52.

53.

54.
95.

56.

o7.

cos®
—dx
sin? +sinx

sin? 3z cos? 3z dx

T+ Va2 + Jx

sin? x cos x
sinx —|— CcoS a:

T{”/E)dx'
/ dx
1+ x
1—Vz+1
/1+\/F
rdx
/(m)3'
dx
r—Ve2—z+1

ui
/\/1—x2+1'
/\/4:02—4:c+3da:.

/xidx
V1422 — 22
23 +222+3x+4

dzx.
Va2 + 2z 42

T
| e
1 3
7V+\/E dx
3/:62
Odredite rekurzivnu formulu za integral I, = [ sin" zdz. Koristeéi se dobi-
venim rezultatom izracunajte vrijednost integrala [ sin? z dz.

Odredite rekurzivnu formulu za integral I,, = [(Inz)" dx.

Odredite rekurzivnu formulu za integral I,, = [ 2™e®* dx.

dx.

1
Razvijte u red potencija funkciju In(1 + z) pomocéu / T
x

In(1
Odredite / M dx razvojem podintegralne funkcije u red potencija.
x
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1.14 Rjesenja zadataka za vjezbu

10.
11.
12.

13.

14.
15.
16.

17.
18.

19.

20.

. 135\/5 (154252 + 32°) + C

271) 57I

— =2

5In2 1n5+c
to (2

arc g(a) Lo

X
arctg (W) + C

L
_ Ccos T C
36 +

(5+2%)% +C

|~

12
2\/5+DT|I|+C

1
—61n|—1 + 2sinz| + C

In(cosx) +In(sinz) + C

1
g—zsin(Qx)—i—C
1 .
§(x+cosxsm:v)+0
2 3 4 z 2 1
3 (sin:c)3 % (sin:c)zz -1 (sinx) T 40

e L arctg x + ian (1 + xz) +C
e’ (2—2x+x2) +C

e’ (3 + xz) +C

—x+alnjz|+C

1+2In|x| n
422

_%\/1 —22(2+2%) +C
_%\/1 — 22 (2—|—:c2) + %arccos:z:—l—c

C

T arctg (%)

C
2a? (a2 + x2) 2a3 +
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1 .
21. gx(cos (In|z]) +sin (In |z|)) + C
22. arctg (22 +3) + ¢
z+1 1 z+1
23. — arct —
T TRt 10
24 +1 t 8 t L +
. r+ - arctgr — - arctg —x + ¢
g MO T T g aeisy
2 2
25. §1n|x—1|—§1n|x+2|—3$_3+c
4 1 5
26. —?x+4—91n x—?}—i—c
2
27. 3ln|z| —Injx — 1| - —— +¢
z—1
2 2¢ — 1
28. In|z| —2In|z + 1| +In|z? —z + 1| + —= arctg =—— + ¢
ol = 2Info + 1]+ In| [+ ety 2
3 1 1
29. gx—zsin2x+§sin4x+c
L. 3 L 3
30. —gctg x—3ctgw+3tgw+§tg r+c
1 1+ vV2cosz 1 1+ cosx
3. —In|———|—=In|——
V2 1—+2cosz 2 1—cosx
32 —sinllx—isinwx—l—c
T 11 13
L 3
33. —ctgw+2tgw+§tg r+c
34 2 L 8z +
- 0082z — Jocos8r +c
8 . 3
35. —8ctg2x—§ctg 2z + ¢
1 tg 2z
36. — arctg —— + ¢
V2R
1 cosda + 7+ 42
37. —In
V2 lcosdx +T7—4v2
1 T T 5 T
38. slnftg 2|~ — 1|+ 2Intg T — 3|
g fteg Ty T T ginfleg ToTe
39. Insinz| —sinz + ¢
1 ) 1 .
40. Zln|s1n:v+cosx|—Zcosx(smx—i—cosx)—i—c
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41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

o1.

52.

93.

54.

95.

56.

o7.

1 1 1 1

Ex— @sinﬁx—@sinux—kﬁsinl&r—kc
3

5\/3 22 + arctg ¥z + c.

2y/z —2In|1 + Vz| + ¢
6 7 6 5 3 2 1 1
—?(1'+1)6+g(1'+1)6+5($+1)3_2($+1)2_3($+1)3+6($+1)
3ln|vVz+1+1|—6arctg Ve +1+ec.
10 x—2 4 /Tx—10 — a2

= +c.

ol

5 +

9 Vir—10-2° 9 r—2
3 3 1
2In|Va? —xz+ 1—x|—=In|2vVa? —z + 1-22+1|+=- +
. | | 2 | | 22V —x+1-20+1
2 1—x
————— —2arctgy/—— +¢
Ve b
1 1 1
2T 4:62—4:C+3+§1n|2x—1+\/4x2—4x—|—3|—|—c.

1, 5 19 N Er T .x—1
s 2 - 2Vt 2w — a2+ 4 4o
( 3%~ 6(g) + 2z — 22 + 4 arcsin 7 +c

1 17 5
(—x2+—x+—) :v2+2:10+2+§1n|x+1+\/x2+2x+2|+c.

3 6 6

1 4
AV oymrip

21+ /)% +c

I, = —%cosxsin”flx + n—_lln_g, n > 2,
Iy = —lsin3xcos:c— —sinxcosx + §x—l—c.
4 8 8

I, =xn" 2z —nl,_;.

1
In:_xn am_ﬁnil
> 1
In(1 =N () re(—1,1).
(142) = Y ()T e L]
St xn-l—l
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Supstitucija i parcijalna integracija . . . . . . . ... .. .. ..
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Simpsonova formula . . . . ... ..o

2.10 Zadaci za vjezbu . . . . ...

2.11 RjeSenja zadataka za vjezbu . . . . . . . ... ...

2.1 Newton-Leibnitzova formula

Izracunajte integral /

1
xdx

24+ 3x+2
0

Rjesenje. Vrijedi

1

0

1
/ rdx / rdx
22+ 3z +2 x+2) :v—i—l)
0

B
(m+2)(m+1) 2tz
=2, B— —1
1 1
B / / dx
B z+1
0 o
1
=2In|x 4 2| —1n|x+1|
0 0

9

=2(In3—-1In2)— (In2—-1n1) :2111% —1n2:ln§.
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2.2 Supstitucija i parcijalna integracija

Izracunajte integrale:

()/ﬁ

Rjesenje.

(a) Vrijedi

L, 13
. 2.7 21 7

\/l—xzdx{ x = cost x| 2 1}

x2

S —




2.3 Nepravi integral

27

(c) Vrijedi

e—1
/111(:1:—!—1) da:_{ uzln(gcd—i;l) dv = dz }
du = 55 v=u
0
e—1 e—1 -
:xln(:c—i—l)o —/x+1d:c
0
e—1 1 1
:(e—l)lne—/Lda@
z+1
0
e—1 e—1 d
=e—1- /dw—/ -
r+1
0 0
e—1 e—1
=e—1—=x +In |z + 1
0 0

=e—1—(e—1)+Ine=1.

2.3 Nepravi integral

Izracunajte slijedeée integrale:

(a) /%j—“%

Rjesenje.
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(a) Vrijedi

o b
/ dx . / dx
- _lim [ —==
/ zvax? +1 bﬂool v +1
2 5(42
Vaz+l=t—ux dxz“é#dt x|1 |b
= 2 _ 2 _ o411
#rl=(t-a) dv="3dt V241 | VRP+1+0b
= T2
VLR : VI oy
— li 2t2 _ li 212
T e -1 (t_tz_%) T 2he 21 241
- 2t 2t - 2t 2t
VBRI VBT
—ll' 4dt 91
T 2o 21 “iox 21
VZ+1 V2+1
1 b 1| |VEEL
=2-— lim In|——
2 b—oo t+1 V2+1
o | YEEEIAD-1 V21—
booo VB2 +14+b+1 V2+1+1
1
. Jrtl+tl—g V2
= lim In —In
e |VEALHI+} va+2
2 242
=Inl—1In V2 zln\/_+ zln(l—i—\/i).
V2+2 V2
(b) Vrijedi
0o 0 b
/L_ im /Lﬁim/L
22 +4x+5 as-oo ) a2 +4x+5  booo ) 224+4T+5
—00 a 0
0 b
. dzx . dx
= lim ——+ lim [ ————
am—co | (z42)"41 b/ (42)"+1

a

= lim arctg(z + 2)

a—r — 00

0
+ lim arctg (z + 2)
a b—00

b

0

= lim [arctg2 — arctg (a + 2)] + blim [arctg (b + 2) — arctg?2]
—00

a—r — 00

T
=arctg2 + - + 5~ arctg2 = .

2
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(c) Vrijedi

1 0 1 0—c 1
L O S A
3 ) 23 B e B she 3

1 1 0 21 0+6

O0—e ) 1 1

lim =
_1 d—o0 2T 046

—lim (1) ot (24
“ 2 Ty T\ 2 T a2

711, 1 11, I
_265%52 281—)H6€2_OO o

pa integral divergira.

2.4 Povrsina ravninskog lika

Izracunajte povrsinu lika omedenog krivuljama:

(a) y=a?,2=—1,2=21osiz,

<

(b) 2? +y* = 21 y = 2% unutar parabole,
x =acost :
(c) { y = asin®t ,t € ]0,27], (astroida),
(d) 7% = a®cos (2p) , ¢ € [0,27], (Bernoullijeva lemniskata).
Rjesenje.

(a) Prema slici 2.1 vrijedi

2
3
x
P= [ 2*de ="
/.I' i 3
—1

(b) Sjecista krivulja 22 +y* = 21 y? = 22 su tocke A (1,1) i B(—1,1), (slika 2.2),
pa vrijedi

2

—1

1 1 1

P:/( 2—1:2—;02) dx:/\/mczx—/ﬁdx.

-1 -1 —1

Prvi se integral rjesava parcijalnom integracijom [M2, teorem 1.7], pa je

1
1 x
P=- :v\/2—x2+2arcsin—)
2( V2) |4

= 1 (1 +2arcsin - L (=1 + 2arcsin SR
= ) aI‘CSllfl\/5 ) arcsm\/i 3 3 = 3

1
1’3

3

-1

ol 3
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Slika 2.1: Povrsina ravninskog lika (a)

(c¢) Na slici 2.3 vidimo da se cijela povrsina P moze racunati kao 4P;. Za
racunanje P; korist ¢éemo formulu za povrsinu ravninskih likova, gdje je kri-
vulja zadana parametarski [M2, §2.6.1.1].

0
P = /asin3t~3acos2t(—sint) dt

/2
0 /2 9
:—3@2/sin4tcos2tdt:3a2/ (%sin(%)) 1_#S(%)alt
/2 0

ga2 / [sin® (2t) — sin® (2t) cos (2t)] dt

/2 /2
1

= 1—36a2 / [1 — cos (4t)] dt — gaQ / sin? (2t) 54 (sin (2t))
0 0
/2 /2 ) /2

2t
_ 32 _ 3 a” sin (4t) — 3&%
16 0 4-16 0 16 3 0
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Slika 2.2: Povrsina ravninskog lika (b)

pa je
3a’w 3a’m

32 8

P=4P, =14

(d) Na slici 2.4 vidimo da se cijela povrsina P moze izracunati kao 4P, gdje je
Py (koristimo formulu za povrsinu ravninskih likova, gdje je krivulja zadana
u polarnim koordinatama [M2, §2.6.1.2])

/4 /4

. i . , a2 . /4
Pr=—- [ r?de == [ a”cos(2¢)dp = — sin (2¢)
P 2 2 0
0 0
2 9 /4 2 2
_ % COZ( SD) ) — az (_ COS% — COSO) = GZ’

pa je

2.5 Duljina luka ravninske krivulje

(a) Nadite opseg lika omedenog krivuljama: 3* = 2% iy = /2 — z,

. . .. . r =3 —t
(b) Izracunajte duljinu luka krivulje 3

Y= 1242 , t€]0,3].
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1.5 T
A
y
1k ,
0.5 b
Ml
ok [ > -
X
-0.51 b
1+ i
-1.5
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
Slika 2.3: Astroida
Rjesenje.

(a) Krivulje y* = 2% i y = /2 — x se sijeku u tockama A (1,1) i B (—1,1).

Ukupnu duljinu luka ra¢unat ¢emo kao
=2+ 12) ,

(vidi sliku 2.5), koristedi formulu za duljinu luka krivulje [M2, §2.6.2.1], pa je

1 1 1

1 1 L

11:/\/1+ ydy_§/4—|—9y :5/4+9y5
0 0 0

1

MI»—A

d(4+9y)

O =

1 3
= 449y)2 | =—=(13v13-28
18 3( T 27( )
i
1 1 J
= [\/1+ d:c:\/ifix:
0/ 0 2-
1
x 71'\/5
= 2 1 _ = —
\/—arcsul\/io 1

iz cega slijedi

l—2[ (13v13 - 8) + :(]NM.
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270

Slika 2.4: Bernoullijeva lemniskata

= 143 _ . .
(b) Za { xy_: ?zj n 2t jex(t)=t>—1 iy(t) = 2t, pa iz formule za duljinu luka

krivulje zadane u polarnim koordinatama [M2, §2.6.2.2] slijedi

3 3
V(82— 1) +42dt = /\/t4—2t2+1+4t2d /\/t2+1
0 0
3
+t)

=12.
2.6 Volumen rotacionog tijela

w| <k

(t*+1) dt_(

0

o—, O\w

a) Izracunajte volumen tijela koje nastaje rotacijom lika omedenog parabolom:
J J y g
y=a, osiyipravcem y = 1 oko osi y.

3
. .. . . .. . = t
(b) Izracunajte volumen tijela koje nastaje rotacijom astroide { Z Z;Osg ¢ oko

osi y.
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1.5 12

0.5r I

_05 1 1 1 1 J
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Slika 2.5: Duljina luka (a)

Rjesenje.

(a) Koristeéi formulu za volumen rotacionog tijela koje nastaje rotacijom krivulje
[M2, §2.6.3], za krivulju x = /y u granicama od 0 do 1 koja rotira oko oko
osi y, vidi sliku 2.6, dobivamo

(b) Koristeéi formulu za volumen rotacionog tijela koje nastaje rotacijom krivulje

— 3
zadane parametarski [M2, §2.6.3], za krivulju { T =acos’t

Y= asin®t (astroida), oko
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15F

0.5F

-1 L L L L L L )
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Slika 2.6: Rotacija parabole y = 22

osi y, 1 koristec¢i simetriju astroide dobivamo

u =sint t

V=2 du = costdt u

a?cos® t - 3asin? tcost dt = {

)
—2
[V}
[ew) Raw)
el SIE]
——

1 1
= 67a’ / (1—#)* 2 dt = 6ma® / (t* — 3t +3t° — %) at
0 0
/ B35 37 O\ |!
=6ma® | (2 -3t +3t°5 — ) dt =6ma® [ — -+ — = )| =
Ta /( + ) mTa 3 3 + - 9 .

1> _ 67Ta3£ B 3271a®

3
779 315 105 °

2.7 Oplosje rotacionog tijela

Izracunajte oplogje tijela koja nastaje rotacijom luka parabole y* = 42 , oko osi z,
od 1 =0 do x5 = 4.

Rjesenje. Koristedi formulu za oplos§je rotacionog tijela [M2, §2.6.4] i prema slici
2.7 dobivamo
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b 4
P:27T/|y(x)| 1+[y’(x)]2dx:27r/2\/§\/1+éd:v
a 0
:4w/4\/5”1/;$d:c=4 (H%x)% zzs—ﬂ(\/ﬁ—1).
0

2.8 Trapezna formula

2
Primjenom Trapezne formule [M2, §2.7.2] izracunajte integral I = /lnxdx, po-
1

dijelom na 5 intervala.
Rjesenje.

pa je
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iz ¢cega slijedi
o = 1, T = 1.2, To = 1.4, T3 = 1.6, Ty = 1.8, Iy = 2.

Integral je sada

I= /hm:da: ~0.2 [M + f (@) + f (z2) + f (x3) +f(ar4)]

0+ 0.69314

=0.2
02 |22

+ 0.18232 + 0.33647 + 0.47 4 0.58778] = (.38463.

2.9 Simpsonova formula

Primjenom Simpsonove formule [M2, §2.7.3] za n = 2 izvedite pribliznu formulu za

duljinu luka elipse { xyz Z;Orff ,te[0,%].
Rjesenje.
b—
1= P o) 4 f (o) AL @)+ f ()] 207 () + F (a)])

U nasSem je slucaju

T
n=2=x9=0, xl:Z’ x2=§.

pa je

a? + b2
2

f(zo) =0, f(z1)= , [(x2) =a.

iz cega slijedi

T a? +b?

2.10 Zadaci za vjezbu

Izracunajte integrale:

r . 3
3 sin” x
g Cos*x
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1
2. / V1—22dx
0

—

10.

11.

12.
13.
14.
15.

16.
17.
18.
19.

20.

¢ dx
1 2v1l+Inx
4 d

\/_
In5 x\/—

h\

e””—|—3
jus
2
/:vcos:vd:v
0
i gsing
g dr
o cos’w

1
e ¥sin(rz) dx

S—

Izracunajte neprave integrale (ili ustanovite njihovu divergenciju):

/ e’ dx
[=
1 .IQ

/°° dx
oo X2+ 4+ 9

Izrac¢unajte povrsinu lika omedenog parabolom y = 2z — 22 i pravecem y = —x.
Izracunajte povrsinu lika omedenog parabolom y = %xz i pravcem x +y = 5.

Izrac¢unajte povrsinu lika omedenog kardioidom r = a(1 + cos ¢).

Izracunajte duljinu luka krivulje y?> = (z — 1)® izmedu tocaka A(2,-1),
B(5,-8).
Izrac¢unajte duljinu luka krivulje z = e’ cost, y = e'sint od t =0 do t = In .

Izracunajte duljinu luka krivulje 7 = a cos® Zodp=0doyp=7.
Izrac¢unajte duljinu luka kardioide r = a(1 + cos ).

Izracunajte volumen tijela koje nastaje kada luk parabole y? = 2z, x € [0, 5],
rotira oko osi y.

Izracunajte volumen tijela koje nastaje rotacijom jednog svoda cikloide x =
a(t —sint), y = a(1 — cost) oko osi x.
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21. Izracunajte oplosje tijela koja nastaje rotacijom oko osi x jednog poluvala
sinusoide y = sin x.
™
22. Koristedi trapeznu formulu, n = 4, izracunajte vrijednost integrala/ f(z)dx,
0
gdje je
sinz =g 50
r)=< %~ )
o= {1
9
23. Izracunajte integral / V62 — 5dx primjenom Simpsonove formule (n = 8).
1

2.11 RjesSenja zadataka za vjezbu

10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

™ 1+e

p=2

2

13
P=—.

2

3a’m
P:

2

[~ 7.63.
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17.

18.
19.
20.
21.

22.
23.

l= %(271’ +3V3).

| = &a.
V = 10V10x.
V = 5r2ad.

P =271 |V2+In(v2+1)].

I ~ 1.83.
I ~ 37.9655.
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3.4 Parcijalna derivacija tre¢eg reda. . . . . .. ... 47
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3.6 Totalni diferencijal prvogreda . . . . . . . .. ... ... ... 47
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3.16 Primjena ekstrema, 1. primjer . . . . . . . .. ... ... ... 56
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3.18 Lokalni ekstremi funkcija triju varijabla . . . .. ... ... .. 58
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MJET . . . . 58
3.20 Ekstremi funkcija viSe varijabli na zatvorenom podrucju, 2. pri-

MJET .« . ot i e e e e e e e e e e e 61
3.21 Problem vezanog ekstrema . . . . . . . . ... ... 62
3.22 Primjena vezanog ekstrema, 1. primjer . . . . . . . . .. .. .. 63
3.23 Primjena vezanog ekstrema, 2. primjer . . . . . . ... ... .. 65
3.24 Zadaci za vjezbu . . .. ..o 66
3.25 Rjesenja zadataka za vjezbu . . . . ... ..o 68

3.1 Podrucje definicije funkcije

Odredite podrucje definicije funkcija:



42 FUNKCIJE VISE VARIJABLI

(a) z(z,y) =1+ V—(z—y)?
1
z(w,y) = ma

(¢) z(z,y) = In(z +y),

Vy? —4dx

(d) z(z,y) = Mm@+ 2= 1)

)

(e) z(z,y) = arcsing + /Zy.
Rjesenje.
(a) Da bi zadana funkcija bila dobro definirana mora vrijediti

—(CC - y)2 > 07

to jest
(z—y)* <0

To je ispunjeno samo kada je z —y = 0, odnosno y = x, pa je podrucje definicije
zadane funkcije dano sa D = {(z,y) € R* | y = z} (Slika 3.1).

y=x

Slika 3.1: Podrucje definicije funkcije z(z,y) =1+ /—(z — y)?

(b) Zadana funkcija definirana je na podruéju D C R? koje je odredeno nejed-
nadzbom 4 — 2% — y? > 0, odnosno (Slika 3.2)

D= {(a:,y) € R? | 2 492 <4}.
(¢) Funkcija In(x 4 y) definirana je za sve tocke (z,y) € R? za koje je x +vy > 0,
odnosno na podrucju (Slika 3.3)

D= {(z,y) eR*|y> —z}.
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y
3,
PUETL ST IOy
,,¢’ [ Ss x2ay2=4
e [ AN
/ [ AN
4 1 1\
4 L \Y
7 \
1 r \
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I 1
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Slika 3.2: Podrucje definicije funkcije z(z,y) = ﬁ
—22—y
y
~
~,
“s\ 8-
~,
~
\\
~,
~
~,
~
\\\ 41
~
~,
~,
~
\~\
1 1 ~ < 1 1 X
-8 -4 So 4 8
~,
~,
~,
~,
~,
\\
—4 ~,
4 s\\ y=-X
~,
~,
~,
~,
~,
\\
-8+ S
\\~
Slika 3.3: Podrucje definicije funkeije z(z,y) = In(x 4 y)
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(d) Da bi zadana funkcija bila dobro definirana moraju biti ispunjeni sljedeci uvjeti:

y2—4x20,
2P —1>0 i
In(z? +y* — 1) #0.

Dakle, zaklju¢ujemo da je podrucje definicije zadane funkcije odredeno sa
D={(z,y) eR*| (¥’ > da) A(2®+y* > 1) A (2® +y* #2)}.

(Slika 3.4)

Vy? —4dx

Slika 3.4: Podrugje definicije funkcije z(z,y) = m
n(x? +y2 —

(e) Prema definiciji funkcije arcsin [M1, §4.6.6] zakljuc¢ujemo da domena zadane
funkcije mora ispunjavati sljedece uvjete:

T
1< =<1,
3=
zy > 0.
Drugi uvjet je ispunjen ako su z i y istog predznaka. Dakle,

D={(z,y) eR*[((—2<2<0)A(y<0)V(0<z<2)A(y>0))}.

(Slika 3.5)
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Slika 3.5: Podrugje definicije funkcije z(z,y) = arcsing + Ty

3.2 Parcijalna derivacija prvog reda

Odredite parcijalne derivacije prvog reda za sljedece funkcije:

() 2(z,y) = In <sin ‘”;y“)

(b) u(x,y,2) = (wy)*.

Rjesenje.
Trazene derivacije odredit ¢éemo primjenom veé poznatih pravila deriviranja, [MI1,

85.1.3], ali na nacin da, kada funkciju z(x,y) deriviramo po varijabli x, varijablu y
tretiramo kao konstantu i obrnuto.

B 1 1 1
(a) 3—2(%@/): cos L8 = g T
X

s VTV

Analogno vrijedi:

8z( ) T +a ot z+a
— (z,y) = — . .
oy T T
ou B .1
ou

g, B2 = za(zy)

O (2.9.2) = (2y)" In(ay).
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3.3 Parcijalna derivacija drugog reda

Odredite parcijalne derivacije drugog reda za funkcije:

(a) f(z,y) =2,

(b) f(zyy) =1+ 2)™(1+y)" utocki T(0,0) (m,n € N).
Rjesenje.

(a) Odredimo najprije parcijalne derivacije prvog reda zadane funkcije. Vrijedi

af _ y—1 : 6f Ly
pe (x,y) = yx i By (x,y) =2YInx.
Sada je prema [M2, definicija 3.8]
0? 0 _ _
a—xJ; () = 5= (y2¥™") =yly — a7,
2
TS wg) = (@ Ina) = g e a0,
0y x
0% f

e (x,y) = gy (z¥Inz) = 2¥(Inx)>

(b) Parcijalne derivacije prvog reda funkcije f u proizvoljnoj tocki (z,y) € Dy glase:

O (r.) = m(1 +a)" (1 4y
Z—i (2.9) = n(1 + 2)™(1 4 y)" .

Parcijalne derivacije drugog reda funkcije f u proizvoljnoj tocki (x,y) € Dy su:

2 f

523 (@y) =mlm =11 +2)" (1 + )",
aagy (,y) =mn(L+ )" (1 +y)"
2
g_yf (2,9) = n(n = (1 + )" (1 +y)" >

Prema tome, vrijednosti parcijalnih derivacija drugog reda funkcije f u tocki
7(0,0) su:

o’ f B
525(0,0) = m(m — 1),

of
0zxdy

0 f
(0,0) = mn, 8—y2(0,0) =n(n—1).
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3.4 Parcijalna derivacija treceg reda

3

Za qukCiju U(Ia Y, Z) = e"¥* odredite m

(2,9, 2).
Rjesenje.
Prema Teoremu [M2, teorem 3.3] vrijednost trazene derivacije ne ovisi o redoslijedu

deriviranja po pojedinim varijablama pa redoslijed deriviranja biramo proizvoljno.
Ovdje ¢emo funkciju w derivirati najprije po varijabli z. Vrijedi

ou .

— (z,y,2) = zye™=.

5, (©¥:2) =1y
Dobivenu derivaciju zatim deriviramo po varijabli y. Slijedi

82u 8 TYyz TyYyz
m(%y,z) = 6—y(fry€ V3 = (2Pyz + x)e"?.

Derivirajmo jo§ po varijabli x. Vrijedi

A3u

m (CC,y,Z) = g [(IQZJZ + I) eEyZ] — (;CQyQZQ + 3zyz + 1) TYE

dy

3.5 Parcijalna diferencijalna jednadzba

2
Rijesite parcijalnu diferencijalnu jednadzbu gz (z,y) =0.

0zxdy
Rjesenje.
Do trazene funkcije z = z(z,y) do¢i ¢emo ako zadanu diferencijalnu jednadzbu
integriramo uzastopce dva puta. Integrirajmo ju najprije po varijabli z. Slijedi

g—; (z,y) = /Odw +o(y) = »(y), (3.1)

gdje je p(y) funkcija u varijabli y koju, prilikom integriranja po varijabli z, prepoz-
najemo kao konstantu. Integrirajmo sada jednakost (3.1) po varijabli y. Dobivamo
trazeno rjeSenje

o) = [ ol0)dy +v)
gdje je ¥ (z) funkcija u varijabli x koja se pojavljuje kao konstanta pri integriranju

po varijabli y.

3.6 Totalni diferencijal prvog reda

Odredite totalni diferencijal prvog reda funkcije z(z,y) = x? + zy — y*.

Rjesenje.
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Prema definiciji [M2, definicija 3.9] totalni diferencijal prvog reda za funkciju dviju
varijabli z = z(z,y) izratunavamo po formuli
0 0
A= (w,9) = 5o (y)du+ 5o (2,9) dy.
Bududéi da je
0z . 0z
5y (By) =224y i a—y(%y) =z -2y,

dobivamo da je totalni diferencijal prvog reda zadane funkcije

dz (x,y) = 2z + y)dx + (x — 2y)dy.

3.7 Totalni diferencijal drugog reda

Odredite totalni diferencijal drugog reda funkcije z(z,y) = In(z + y).

Rjesenje.

Da bismo izrac¢unali totalni diferencijal drugog reda, prema [M2, definicija 3.10] ,
odredit ¢emo parcijalne derivacije prvog i drugog reda zadane funkcije. Vrijedi

)= )= —

ax 'r7y_x+y7 ay I)y_x_"_y?
0%z 0%z 0%z 1
@(xvy)—m(%y)—a—yg(%y)——m-

Dakle, nakon uvrstavanja dobivenih derivacija u

2 2 2
& f(z,y) = [ (z,y)(de) + 21 (x,y)dxdy + [, (x,y)(dy)?,
slijedi
1

) S SR 2 vy — 2:_#
#a(wy) = (x+y)2(d) (:z:+y)2d W (x+y)2(dy) (z +y)?

(do+dy)?.

3.8 Derivacija slozene funkcije jedne varijable
. . ..odz i
Odredite derivaciju g (t) ako je:

(a) z(x,y) = f, z=c¢e' y=Int;
Y
(b) z(z,y) =" 2, x =sint, y = 3.

Rjesenje.

Primijenjujemo [M2, teorem 3.5]:
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()

%(t)—% dz 0z @_let_,_ AN
dt *7  Ox dt Oy dt y y2) ot
1, o _yte! —x te'lnt—e'  €f(tlnt—1)
Y vty t®t  tn’t
(b)
dz 0z dxr 0z dy _ay 9 9
= LT Y a2y g 4 et (Z9) . 3t
a W= wm e ¢ st (=)

= edint=2t" (cost — 6t%)

3.9 Parcijalne derivacije slozene funkcije dviju varijabli

0z
) 34

0
Odredite parcijalne derivacije 6_Z (u,v
u

(a) 2(x,y) = 2 Iny, & = =, y = 3u — 2u;
v

b) z(z,y) =2aY, x = u? — 02, y = ™.
( Y ; Y
Rjesenje.

Primjenom [M2, teorem 3.5] slijedi

(a)

(u,v) ako je:

0z 0z Odx 0z Oy 1 2?
U 3u?
= 2; 1n(3u — 2’0) + m
O 05 O5 0 0y,
ov ' 9xr Ov Oy Ov Yoz y
u? 2u?
(b)
0z 0z Ox 0z Oy y—1
oz _ 92 0, 92 9 vl g Yin g - el
5 (u,v) 9 9u 0y 9u yx u+zYInx - ve
=e"(u? — v2)ew_1 2u A+ (u? — ’U2)€w In(u? — v?)ve™
0z 0z Oz 0z Oy 4 Y wo
En (u,v) = 9 90 oy v yr¥7 (=20) + ¥ Inx - ue
=" (u? — 02" T (=20) + (u? — v®)* ue™ In(u?® — v?).
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3.10 Derivacija funkcije jedne varijable zadane implicitno
Odredite derivaciju prvog i drugog reda funkcije y = f(z) zadane implicitno sa
z(z,y) =y — 2z arctg 0.

x
Rjesenje.

Deriviranjem jednakosti z (z,y) = 0 po varijabli  dobivamo

0z o:dy
Oxr  Oydx ’
iz ¢ega slijedi
i~y _ 5
dx g—;

Izracunajmo najprije parcijalne derivacije funkcije z po varijablama z i y. Vrijedi

0z y oy 1 y xy
a—x(x,y)——Q (arCth_El—l-‘z—z) =-2 (arctg;—m ,

0z (2.9) y? — 2?2

— (z,y) = 5—.

dy 4 2 + 92
Sada je

/ —2 (arctg% - z;fyz)
Yy = 2 a2 :
22+y?
L : Yoo y _ Y : L
z jednakosti y — 2z arctg = = 0 slijedi arctg = = o0 Uz tu zamjenu, sredivanjem
x x x

izraza za 3’ dobivamo da je y’ = Y Za drugu derivaciju funkcije y = f(z) vrijedi
x

o (L) Vv _Eeov_
X X

3.11 Parcijalne derivacije funkcije dviju varijabli zadane im-
plicitno

Odredite parcijalne derivacije prvog reda funkcije z = f(z,y) zadane implicitno sa
2?4yt +22 =1,

Rjesenje.

Zadanu implicitnu jednadzbu éemo zapisati u obliku F(z,y, z) = 2% + y* + 2% — 1.
Sada je F, = 2z, F}y =2y i F, = 2z. Prema formuli za derivaciju implicitno zadane
funkcije dviju varijabli [M2, definicija 3.13] slijedi

0z x
ax( 7y) _;a
0z Yy
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3.12 Totalni diferencijal implicitno zadane funkcije

Odredite totalni diferencijal prvog reda funkcije z = f(x,y) zadane implicitno sa
22 +y? + 2% = d?, a je konstanta.

Rjesenje.

Prema formuli za totalni diferencijal prvog reda funkcije dviju varijabli [M2, de-
finicija 3.9] zakljuéujemo da moramo izracunati parcijalne derivacije funkcije z.
Zapisemo li zadanu implicitnu jednadzbu u obliku F(z,y, z) = 2?2+t 422 —d?

0

dobivamo F, = 2z, F,, = 2y, F, = 2z, odnosno 8_2 (x,y) = _E e (x,y) = Y
x z

y z
Dakle, slijedi

1
a2 (2,y) = = (do + dy)

3.13 Tangencijalna ravnina i normala
Odredite tangencijalnu ravninu i normalu na plohu z = z2 + 32 u tocki T(1,-2, 20).
Rjesenje.

Buduéi da tocka T pripada zadanoj plohi vrijedi zog = 1 + (—2)2 =5, tj. tocka T
ima koordinate T'(1, —2, 5).

Prema fomuli za jednadzbu tangencijalne ravnine na plohu z = f(z,y) u tocki
(,To,yo) [M2, §37]

z—z0= % (z0,y0) (. — x0) + Z_Jy[ (z0,%0) (¥ — vo)

slijedi
2—5=2x—1)+ (=4)(y +2),

tj. trazena tangencijalna ravnina na zadani paraboloid (Slika 3.6) ima jednadzbu

20 —4y — 2 —5=0.

Jednadzba normale na plohu z = f(x,y) u tocki (z9,yo) plohe dana je s

T—%o _ _Y~—Y% _ %
% (20, Yo) 2—{, (20, Y0) -1

pa je trazena normala
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Slika 3.6: Tangencijalna ravnina na plohu z = z? + »? u tocki T'(1, -2, 5)

3.14 Primjer primjene tangencijalnih ravnina

2 2 2 2 2\ 2 2

. x z7 b° +c b

Pokazite da se stozac — + Y = Z i sfera o +yi 42— = —(b*+c2)
a? b 2 c

dodiruju u tockama (0, +b, ¢).

Rjesenje.

Ono §to trebamo pokazati jest da u tockama (0,+b,c) stozac i sfera imaju istu

tangencijalnu ravninu! Odredit ¢emo tangencijalne ravnine stoSca i sfere u tocki

(0,b,¢). Dokaz za tocku (0, —b, ¢) je potpuno analogan.
Jednadzba tangencijalne ravnine na plohu zadanu implicitno s F(z,y, z) = 0 glasi

or

OF OF
Or (0, Yo, 20) (x — o) + B_y (z0, Yo, 20) (¥ — yo) + s (z0, Y0, 20) (2 — 20) = 0.

Zapisimo jednazbe stoSca i sfere na sljedeci nacin

ZE2 2 2

Yy z
Fi(z,y,2) = 2t =270
b2 2\ 2 B2
Fg(x,y,z):x2+y2+<z— +C> ——2(b2+c2):0.
c c

Neka su Ty i T, tangencijalne ravnine na stozac i sferu, respektivno, u tocki (0, b, c).
Tada, primjenom formule za jednadzbu tangencijalne ravnine implicitno zadane
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plohe, dobivamo da za T} vrijedi

2b 2c
b—2(y—b)—c—2(z—c):0
Yy z
Z—-1—--+1=0
b c+
y oz
Z_Z_p
b ¢
Za T5 imamo
b2 2
2b(y—b)—|—2<c— _Zc>(z—c)—0
2
by—b—z:
c
y oz
= ——-—=0.
b ¢

Dakle, pokazali smo da stozac i sfera u tocki (0,b, ¢) imaju zajednicku tangencijalnu
ravninu tj. da se dodiruju u toj tocki (Slika 3.7).

Slika 3.7: Stozac 2 + 2 = 22 i sfera 2° + y? + (2 — 2)* = 2 (dodiruju se u tockama
(0,41, £1))

3.15 Lokalni ekstremi funkcije dviju varijabla

Odredite lokalne ekstreme funkcija:
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(a) f(z,y) = 2zy — 32% — 2y° + 10,

(b) flz,y) =e"¥(2® - 2°).

Rjesenje.

Lokalne ekstreme odredivat ¢emo prema postupku opisanom u [M2, §3.10].

(a) Odredimo najprije parcijalne derivacije prvog reda funkcije. Vrijedi:

of _ . Of B
3g(y) =2y —6z i 6—y(x,y)—2x 4y.

Prema nuznom uvjetu postojanja ekstrema [M2, teorem 3.7] mora biti

y—3x =0
r—2y=0.
Rjesenje sustava je stacionarna tocka S(0,0). Da bismo provjerili dovoljne

uvjete ekstrema odredit ¢emo parcijalne derivacije drugog reda funkcije f u
tocki S. Imamo

0% f 0% f 0% f
— =—-6 =2, —= =—4
5z (:Y) " Baoy (z,y) =2, 952 (z,y) ,
odnosno
0% f 0% f 0% f
5z (0.0)= =6, F2(0,0)=2, 55(0.0)
Determinanta , ..
| SE @y ()
A (z,y) = 92 f a2fy
2L (2y)  Lf(ay)
u tocki S(0,0) ima vrijednost
A5 (0,0) = ‘_26 _24‘ — 2.
. . O*f o ..
Kako je Ay > 01 Ay = W(O’ 0) = —6 < 0 zakljuéujemo da zadana funkcija u
z

tocki S(0,0) postize maksimalnu vrijednost zmars = f(0,0) = 10 (Slika 3.8).
(b) Deriviranjem funkcije f dobivamo dobivamo

0
o () = 12 - 29?)

of

a—y(fr, y) = e Y (2y* — dy — 2?).
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Slika 3.8: Ploha z = 22y — 322 — 23% + 10

Da bismo odredili stacionarne totke moramo rijesiti sljedeéi sustav jednadzbi
e V(2 + 22— 2y%) =0
e Y(2y® — 4y — 2°) = 0.
Sustav se svodi na
2?4+ 22 -2y =0
2% —dy — 2% =0.
Rjesenje sustava su dvije stacionarne tocke: S1(0,0) 1 So(—4, —2).

Da bismo provjerili dovoljne uvjete za dobivene tocke odredit ¢emo parcijalne
derivacije drugog reda funkcije f. Vrijedi

62f T—Y (.2 2
@(x,y)ze (z° + 4o — 2y~ + 2),
0% f .
m(%y) =e"Y(2y° — 4y — 2z — 27),
0% f .
@y =e (2 =2y + 8y — 4).
Za tocku S7 je Ag (S7) = g _04 = —8 < 0 pa, prema [M2, teorem 3.8]

zakljuéujemo da u tocki Sy funkcija f nema ekstrem.
Za tocku Sy vrijedi
_

Ai(—4,-2) = 922

(—4,-2) = —6e2<0 i Ag(—4,-2)=]|_
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pa zakljucujemo da funkcija f u tocki So(—4,—2) postize lokalni maksimum
Zmaks = f(_4, _2) = Se_Q(Slika 39)

Slika 3.9: Ploha z = e ¥(x? — 2¢%)

3.16 Primjena ekstrema, 1. primjer

U ay ravnini odredite tocku T'(z, y) za koju je zbroj kvadrata udaljenosti od pravaca
r=0,y=012+ 2y — 16 = 0 najmanji.

Rjesenje.
Neka je d; udaljenost tocke T od pravca z = 0, d2 udaljenost tocke T' od pravca
x + 2y — 16 = 0 i d3 udaljenost tocke T" od pravca y = 0. Tada vrijedi

|z + 2y — 16

\/g 9
Funkcija kojoj trebamo izracunati ekstrem i koja zadaje zbroj kvadrata udaljenosti
tocke T' od zadanih pravaca ima oblik

dy =z, ds d3 =y.

(r + 2y — 16)?

2(z,y) =" +y* + =

Nakon kvadriranja i stavljanja na zajednicki nazivnik funkciju z mozemo zapisati
na sljedec¢i nacin

1
2(z,y) = 5(6:v2 + 992 + day — 322 — 64y + 256).

Trazimo ekstreme funkcije z odnosno najprije njene stacionarne tocke. U tu svrhu
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izrac¢unajmo parcijalne derivacije funkcije z po varijablama z i y. Vrijedi

1

2y = 3(12x+4y— 32),
1

zy = 5(183/ + 4x — 64).

Rjesavanjem sustava jednadzbi

1
= (122 44y —32) = 0

1
3(183/ +4x—-64)=0
. . ; 8 16
dobivamo stacionarnu tocku S =)
Bududi da parcijalne derivacije drugog reda funkcije z u tocki S imaju vrijednosti
12 4
Zoe = £ Zay = ¢ izyy = = slijedi
8 16 L4 8 16 12
Ayl =, — | = l=8>0 1 Ai|(=-,—)|=—>0,
(55)=[1 B=s>0 0 2(57)=3

pa je trazena tocka minimuma funkcije z tj. tocka ravnine zy, koja ispunjava uvjete

zadatka, tocka T (g, 1—56>

3.17 Primjena ekstrema, 2. primjer

Odredite stranice kvadra zadanog volumena V koji ima najmanje oplosje.
Rjesenje.
Oznacimo trazene duljine stranica sa a, b i c. Tada je volumen V = abc, i oplosje
O = 2(ab+ ac + be). Ako s pomocu poznate vrijednosti volumena izrazimo npr.
.. . . . . 14 . y L
vrijednost duljine stranice a, dobivamo da je a = e’ pa oplosje mozemo zapisati
c

kao funkciju dviju varijabli, tj.
vV v
O =0(b,c) =2 <—+€+bc) , (b,c) e RT x RT.
c

Izrac¢unajmo minimum funkcije O. Stacionarne tocke zadovoljavaju sustav jed-
nadzbi
2V
Ob == _b_2 + 2c=0
2V
Oc=—-——F+2b=0
c

Iz geometrijskih razloga jedina stacionarna tocka (W NV ) mora biti tocka lokal-
nog i globalnog minimuma funkcije O. Dakle, kvadar sa stranicamaa = b = ¢ = vV
(kocka) zadovoljava uvjete zadatka.
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3.18 Lokalni ekstremi funkcija triju varijabla

Izracunajte lokalne ekstreme funkcije
u(z,y,z) =a> + > + 2% —xy + o — 22

Rjesenje.
Funkcija v triju varijabla je beskonaéno puta diferencijabilna na D = R3, a njene
parcijalne derivacije prvog reda su u, = 2z —y+1, uy =2y — v i u, = 2z — 2.
Rjesavanjem sustava

Uy =20 —y+1=0

Uy =2y—x=0

U, =22—2=0

2 1 2
dobivamo z = ——, y = —= i 2z = 1, $to znaci da je u tocki T(—g, —3 1) ispunjen

nuzan uvjet ekstrema [M2, teorem 3.7] , odnosno da je T stacionarna tocka funkcije

u.

Provjerimo dovoljne uvjete za postojanje lokalnog ekstrema funkcije u u tocki T'.
Izracunajmo najprije njene derivacije drugog reda.

Upy =2 Uy = —1 Uz, =0
Uyzy = =1 Uyy =2 uy, =0

Uy =0 Uzy =0 uy, =2

Dakle, u tocki T" vrijedi

A(T) =2,
AQ(T)}El _21}_3>05
2 -1 0
A3(T)=|-1 2 0/=6>0,
0 0 2

2 1
pa po teoremu [M2, teorem 3.8] zaklju¢ujemo da je T(—g, -3 1) tocka lokalnog

minimuma funkcije u.
3.19 Ekstremi funkcija viSe varijabli na zatvorenom podrucju,
1. primjer
Odredite globalne ekstreme funkcije
flz,y) = 2® — 2y* + day — 62 — 1

na skupu D = {(z,y) e R?: 2 >0,y > 0,z +y < 3}.
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Slika 3.10: Ploha z = z? — 2y® + 4zy — 62 — 1 nad zatvorenim podruéjem D =
{(z,y) eR? 12> 0,y > 0,2 +y < 3}.
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Rjesenje.
Dio plohe z = 2% — 2y* + 4zy — 6x — 1 nad zatvorenim podrucjem D prikazan je na
Slici 3.10. U ovakvim zadacima, buduéi da trazimo samo globalne ekstreme, ne¢emo
provjeravati dovoljne uvjete za postojanje ekstrema funkcije, ve¢ ¢emo izraCunati
sve stacionarne tocke funkcije nad zadanim zatvorenim podrué¢jem, i usporedivanjem
funkcijskih vrijednosti u tim tockama izdvojiti tocke globalnog minimuma i maksi-
muma. Pronadimo najprije stacionarne tocke funkcije f na cijelom podrucju defi-
nicije. RjeSavanjem sustava

fo=2x+4y—6=0

fy=4r—4y=0
dolazimo do tocke T (1,1). Zanimljiva nam je jer se nalazi unutar podrucja D, inace

bismo je iskljucili iz promatranja. Pronadimo zatim tocke ekstrema na rubovima
podru¢ja D. Kandidati za ekstrem su naravno i tocke T2(3,0), T5(0,3) i T4(0,0).

a) Promotrimo segment y = 0, = € [0, 3] (oznac¢imo ga sa a). Vrijedi

f(z,0) = f(z) = 2% — 62 — 1,

pa f na tom segmentu mozemo promatrati kao funkciju jedne varijable. Iz
f'(z) = 22 —6 = 0 dobivamo = = 3, §to znaci da je rubna tocka T5(3,0) jedina
stacionarna tocka funkcije f = f(z) nad segmentom a.

b) Oznacimo sa b segment x = 0, y € [0, 3]. Na njemu vrijedi

f0,y) = fly) = -2 — 1,

pa ponovo ekstreme funkcije f nad b mozemo traziti uz pomo¢ alata za
racunaje ekstrema funkcije jedne varijable [M1, §5.7] . Kako iz f/'(y) =
—4y = 0 slijedi y = 0, zakljucujemo da ni unutar segmenta b nema stacionar-
nih tocaka funkcije f.

¢) Preostao je rub ¢ odreden s x € [0, 3], y = 3 — z. Na njemu vrijedi
flz,y) = f(x,3—x) =2 —2(3—2)* +42(3 —2) — 62— 1 = —5z% + 18z — 19.
Iz f'(x) = =10z + 18 = 0 slijedi z = 1.8 i y = 3 — 1.8 = 1.2. Dakle, tocka

T5(1.8,1.2) je stacionarna tocka funkcije f nad segmentom c.

Prikazimo sada dobivene rezultate u preglednoj tablici:

T(x,y) | f(T)
Th(1,1) | —4
T»(3,0) | —10
T5(0,3) | —19
T,0,0) | -1
T5(1.8,1.2) | —2.8

Bududi da su navedene tocke jedini kandidati za tocke minimuma i maksimuma, a
da globalni ekstremi moraju postojati (funkcija je neprekidna nad D), o¢ito je da f
u T5(0,3) ima globalni minimum, a u 74(0,0) globalni maksimum nad podrué¢jem
D.
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3.20 Ekstremi funkcija viSe varijabli na zatvorenom podrucju,
2. primjer

Odredite najveéu i najmanju vrijednost funkcije

flzy) =2 —y°

ako je 22 +y? < 1.

Rjesenje.

Slika 3.11: Ploha z = z* — y? nad zatvorenim podrucjem D = {(z,y) € R? :
2 +y? <1}

Dio plohe z = 22 — y? nad zatvorenim podru¢jem 22 + y? < 1 prikazan je na Slici
3.11. RjeSavanjem sustava

dolazimo do stacionarne tocke O(0, 0) funkcije f. Vrijedi f(0,0) = 0. Provjerimo $to
se dogada s funkcijskim vrijednostima na na rubu zadanog podruéja, tj. na kruznici
22 +y? = 1. Kao i u prethodnom primjeru, funkciju f nad kruznicom prikazat éemo
kao funkciju jedne varijable, te ispitivati postojanje ekstrema alatima za ispitivanje
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ekstrema funkcije jedne varijable. Izvr§imo zamjenu
T = cost,
y=sint, 0<+¢<2m.
Na ovaj nacin sve tocke kruznice zadane su jednim parametrom t¢.

Izrazom f(z,y) = 2% — y? = cos®>t —sin®t = cos2t = f(t), 0 < t < 27, zadane su
funkcijske vrijednosti funkcije f na kruznici.

d,
Iz d—J; = —2sin2t = 0, 0 < ¢ < 27, dobivamo sljedece tocke:

2%=0=1t=0=5(1,0), f(1,0)=1
U=rm=t= g = $5(0,1), £(0,1) = —1

2% =21 = t = 7 = S3(—1,0), f(—1,0) = 1
A=3r=>t= 377 = 54(0,-1), f(0,-1) = —1

Vidimo da funkcija f ima najvecu vrijednost 1 u tockama S; i S3, a najmanju
vrijednost —1 u tockama S i Sy.

3.21 Problem vezanog ekstrema

Odredite ekstreme funkcije
flzy) =2 +2y
uz uvijet 22 +y% = 5.
Rjesenje.
Dio plohe z = z + 2y uz uvjet 22 + y? = 5 prikazan je na Slici 3.12. RjeSavamo
problem vezanog ekstrema

{f(ac,y) = x + 2y — min, max
pla,y) =2 +y* = 5=0
Pridruzena Lagrangeova funkcija ( [M2, §3.12]) je
L(z,y,\) = 2+ 2y + Aa? + y* = 5),

a nuzdan uvjet ekstrema glasi

L, =142\ =0,

Ll =2+2\y =0,

Ly=2+y*-5=0.

1
Iz prve dvije jednadzbe dobijemo x = “on iy = -3 Uvrstavanjem u trecu
jednadzbu dobijemo
1 1 1 1
—+—=5-5=0 A==, A=—-.
me e T o MTy Ty
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Slika 3.12: Dio plohe z = x + 2y uz uvjet z? + y? = 5.

Dakle, nuzdan uvjet zadovoljavaju tocke T1(—1,—2) i T»(1,2). Bududi da je

5(T) =

L, LI |2x 0
Ly, LT o 2a

' = 4)\%

uvrstavanjem odgovarajuce vrijednosti od A za tocke T7 i To dobije se 0(Ty) =
0(Te) =1 > 0, pa zaklju¢ujemo da u obje tocke funkcija f ima vezani ekstrem, i
to lokalni minimum u 7y jer je L7 (T1) = 1 > 0 i lokalni maksimum u 75 jer je
L! (Tr) =-1<0.

3.22 Primjena vezanog ekstrema, 1. primjer

Uz pomo¢ vezanih ekstrema izrac¢unajte maksimalni obujam stosca upisanog u kuglu
polumjera 1.

Rjesenje.
Obujam stosca ra¢unamo s pomocu formule
1
V= §r27rv,

gdje je r polumjer baze stoSca, a v visina stosca. Bududi da je jednakokracni trokut
osnovice 2r i visine v upisan u kruznicu polumjera 1 (Slika 3.13), vrijednosti r i v
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povezane su izrazom

v=1++V1-1r2.

=

<

2r

Slika 3.13: Proizvoljni stozac upisan u kuglu polumjera 1 - projekcija.

Pisimo z i y umjesto r i v. Zelimo rijesiti problem vezanog ekstrema

1
V(z,y) = §x27ry — min, max

o,y =1+V1l—-22-y=0

Pridruzena Lagrangeova funkcija ( [M2, §3.12]) je

1 —
L(I,y,)\)zg.CCQﬂ'y—F)\(l—F 1—$2—y), (x,y)eD:(O,l)x (072)

Nuzdan uvjet ekstrema glasi

2 T

L, ==zy—\ =0,

V1—22 N

L, =32’ = A=0,

L\=1+V1-22—y=0.

Iz druge jednadzbe slijedi A = gxz. Uvrstimo i taj izraz u prvu jednadzbu, dobi-
jemo
2m 3

™
TS A
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2

x
2v/1 — a2

odnosno y = . Sada iz trece jednadzbe dobijemo

2
1+\/1—x2—2;ﬁ=0 /- 2V/1—22 (z€(0,1))

2v1—a2 42222 — 22 =0
2V1—a2=322-2 /2
4 —42% =9z* — 1222 +4
92% — 822 =0

23922 —8) =0

V2@t 4
3 'Y 2v/1—22 3

razloga jasno je da se radi o tocki u kojoj funkcija V dostize maksimum. Dakle,

2
Zbog (x,y) € D= (0,1) x (0,2) je z =

1z geometrijskih

medu svim stoScima upisanim u kuglu polumjera 1, stozac s visinom v = 3 i
2v/2 32
polumjerom baze r = 3 ima najve¢i obujam, V = 8—17T

3.23 Primjena vezanog ekstrema, 2. primjer

U ravnini x + y — 2z = 0 pronadite tocku za koju je zbroj kvadrata udaljenosti od
ravnina x + 3z — 6 =01 y + 3z — 2 = 0 najmanyji.

Rjesenje.

Oznacimo s To(xo, Yo, 20) trazenu tocku. Udaljenosti tocke Ty od dviju zadanih
ravnina dane su respektivno s

lzo +320— 6] . lyo + 320 — 2|
dy = Z0TOR 0Ly g, 2 TR T A
V10 V10

Prema tome, budu¢i da koordinate tocke Tjy zadovoljavaju jednadzbu ravnine x +
y — 2z = 0, Lagrangeova funkcija ( [M2, §3.12]) je dana sa

1 1
L(xo,90,%20,A) = 0 (o + 320 — 6)° + 10 (3o + 320 — 2)° + A (o + yo — 220) ,

odnosno sa

1 1
L(:C,y,z,)\):E(m+3z—6)2+E(y+3z—2)2+)\(x+y—2z).
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Nuzan uvjet ekstrema glasi
, 1
L,=-(x+32—-6)+ =0,

1
L,=-(y+32-2)+X=0,

w Ot

L, = 5(x+3z—6)+g(y+32—2)—2/\20,
"N=z+y—22=0.
Zbrojimo li prve tri jednadzbe, imamo
T+y+62—8=0,
§to zajedno s ¢etvrtom jednadzbom daje
z=1.
Oduzimanjem druge jednadzbe od prve dobivamo x —y = 4, §to zajedno s cetvrtom

jednadzbom i z = 1 daje
r=3 i y = —1.

Dakle, To(3,—1,1) je trazena tocka.

3.24 Zadaci za vjezbu

1. Odredite i skicirajte podrucje definicije funkcija:

(f) z(z,y)

(&) 2(z,y) = V(1 —2? —y?) (4 — 22 — y?);
(h) z(z,y) =y sinx;

(i) z(z,y) =In[z In(y — 2)};

2. Odredite parcijalne derivacije prvog reda funkcija:
(a) z(x,y) = arcsin E;
Y

(b) u(z,y,z) =a¥ .
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Za funkciju u(z,y, z) = e*¥* odredite

Odredite parcijalne derivacije drugog reda funkcija:
(a) f(z,y) =In(a® +y);

x
b) fla,y) = ——

Bu 03w . OBu
Ox3’ Oys g

2
Odredite 68—5, ako je z(x,y) = \/2zy + y2.
yOx

3

Odredite af—z

w0y’ ako je z(z,y) = xIn(zy).

0
Rijesite parcijalnu diferencijalnu jednadzbu % _ 2x + 9.

dy

2

Rijesite parcijalnu diferencijalnu jednadzbu = 2 uz uvjete z(x,0) =
0

1, 8—;($, 0) = x.

ay?

Odredite totalni diferencijal prvog reda funkcije z(x,y) = In (1 + E)
Y

Odredite totalni diferencijal drugog reda funkcije z(z,y) = zln L
Y

d
Odredite derivaciju d—; ako je:

(a) z(z,y) = arcsin (v — y) ,x = 3t,y = 4t>;

1
(b) 2(z,y) = te (3t +22° —y) .o = Sy = Vi,

0z . 0
Odredite parcijalne derivacije 3% ko je:
ou  Ov

(a) z(x,y) = sinzy + mﬂﬁ:m},y: o

(b) z(z,y) = arctg E, x = usinv,y = ucosv.
Y
Odredite derivaciju prvog i drugog reda funkcije y = f (z) zadane implicitno
sa (w2 + y2)3 -3 (x2 + y2) + 1.

Odredite parcijalne derivacije prvog reda funkcije z = f (x,y) zadane impli-
citno sa €* — zyz = 0.

Odredite totalni diferencijal prvog reda funkcije z = f (x, y) zadane implicitno
saxr—+y+z=ayz.
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16

17.
18.

19.
20.

21.

22.

23.
24.

25.

26.
27.

28.

3.2

1.

. Odredite tangencijalnu ravninu i normalu na plohu z = abrctgg u tocki
x

T(1,1, 20).
Odredite lokalne ekstreme funkcije f(z,y) = 22 + 2y + y? — 22 — y.

Odredite lokalne ekstreme funkcije

(a) f(z,y) =sinz +siny + cos(z +y) za z,y € (O,g);

(b) f(z,y) =sinz + cosy + cos(x — y) za x,y € (O, g)
Izracunajte najkracu udaljenost tocke T'(1,0,—2) do ravnine = + 2y + z = 4.

Pravokutna kutija bez poklopca treba se napraviti od 12 m? kartona. Izraéunajte
maksimalan volumen takve kutije.

Odredite lokalne ekstreme funkcije z zadane implicitno s 2% 4+ ¢ + 22 — 22 +
2y — 4z — 10 = 0.

Odredite najveéu i najmanju vrijednost funkcije f(z,y) = 2% +y* — 122+ 16y
ako je 22 + y? < 25.

Odredite ekstreme funkcije f(z,y) = = + 2y uz uvijet 22 + y* = 5.
Pomodéu uvjetnih ekstrema odredite maksimalnu povrsinu jednakokracnog tro-

kuta upisanog u kruznicu polumjera R.

2 2
Na elipsi % + % = 1 odredite tocke koje su najmanje i najvise udaljene od

pravca 3z —y — 9 = 0.
Odredite ekstreme funkcije f(z,y,2) = x — 2y + 22 uz uvjet 22 + 3% + 22 = 1.

Odredite ekstreme funkcije f(z,y, z) = 2% +y? + 2% + 2wy + 2yz + 12 uz uvijet
r+2y+3z=1

U trokutu ABC povrsine P i stranica a,b, ¢ odredite tocku O takvu da je
produkt udaljenosti te tocke do stranica trokuta maksimalan.

5 Rjesenja zadataka za vjezbu

(a) R*\{(0,0)}

(b) R:\{(z,y): y = 2%}

(©) {(z,y): y > -2}

(d) R?

(e) {(z,y):y <0,y <22} U{(z,y):y >0,y > -2z}
(f) {(z,y): —1<z<1,-1<y<1}

() {(z,y): 2*+¢y* < 1}U{(z,y): 2* +y* > 4}
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@) ((kez {e0): v 2 0208 < 0 < @k D7) U ((Uiez ()i <
0,21+ ) <z <2(l+ 1)7r}>
1) {(z,y): x>0, y>ax+1}U{(z,y): 2 <0,z <y<ax+1}
2. (a) of __ ll  of _ —alyl
8:17 y1/y2_x27 8y y2 y2_$2
0 - 0 - 0 -
(b) 8_£ =y Y, 8_£ = (2¥ Inz)zy* ', 8_Jz[ = (¥ Inz)(y*Iny)
3. (a) ('“)in 2y — 222 O°f B 0%f 2z
' 0x2 (22 +y)2’ Oydxr  O0xdy (22 +y)?’
i S
0 " WP
(b) *f  —3xy? O*f  0*f 2%y —y O*f 2wy —a?
or2 (22 +y2)5/2’ Oyox B 0xOy B (22 4 y2)5/27 Oy? B (22 4 y2)5/2
83“’ zz3383u ryz,.3 .3 U ryz,.3,,3
4. @:eyyz,a—w:ey‘rz,ﬁ:ey‘ry.
5 02z _ —y?
S Oyox (2xy +y2)3/?
6. (‘9—32 =
02%xdy
y?
7. 2(z,y) = 2zy + 7+ o(2)
8. z(z,y) =y  +ay+1
9. dz = ! dx — x dy
z+y y(z+y)
1 2
10. d*z = ——dx® + Zdaxdy — £2dy2
T Y Y
d — 12¢*
11. (a) d—j _ 3
1— (3t — 4t3)*
(b) dz 3 - ;13 - ﬁz
dt  cos? (3t—|— t% — \/E)
2uv? (1 + v* 2u?v (1 — v
12. (a)%:2ucosu2— w ( 0)2,%: uho v)2
u (02 +u2vt 4 u2)® Ov (V2 w20t 4 u?)
0z 0z
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

0z z 0z z

dr  w(z-1) 0y ylz—1)

(yz—1)dx + (zz — 1) dy

d =
N 1—ay

Riy..2x—2y+4z2—7=0,n... = =

lokalni minimum u 7°(1, 0)
lokalni maksimum u T(g, %)

56
6

V=4m?

d

lokalni minimum u 77 (1, —1, —2),
lokalni maksimum u T5(1, —2, 6)

.fmaks - 1257fm1n =-T75

4 3 4 3
minimum u T1(3’ 5), maksimum u TQ(—E, _5)
3v3
P= iR2
4
j je udalj T ( 1 3 ) jvise udalj T (
najmanje udaljena T} (—=, ——=), najvise udaljena T5(—
jman; jena Ty( 7z, — ), naj jena T
12 2 1 22
minimum u Tl(—g, 3’ —g), maksimum u Tg(g, —3 g)
111
kst T(——, -, -
nema ekstrema u 7T ( 4,4,4)
2P 2P 2P
7( )

3a’ 30 3¢

ot
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4.1 Podrucje integracije u dvostrukom integralu

Nacrtajte podrucje integracije i promijenite redoslijed integriranja u integralu

I= /1d:v / F(z,y)dy.
0 e—=

Rjesenje.
Vidimo da je podrugje integracije (( [M2, definicija 4.2]) ) dano s
D={(z,y) eR?*:0< <1, e *<y<er},

(Slika 4.1)
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Slika 4.1: Podruéje integracije D = {(x,y) € R?: 0 <x <1, e * <y <e®}.

Prema [M2, napomena 4.1] i svojstvu V2 u ( [M2, §4.1]) smijemo zamijeniti redos-
lijed integracije, odnosno integrirati prvo po varijabli y. U tom slucaju podrucje
integracije rastavljamo na uniju dvaju disjunktnih podrucja

<x<1l, —-lny<y<l1},

Dgz{(:v,y)ERQ:lS:vge, Iny <y <1},

pa je
1 e’ 1 1 e
/dw/f(w,y)dy=/ / :vydw+/dy/fwy
0 e~ % —In 1 Iny

4.2 Neposredno integriranje u dvostrukom integralu

Promijenite redoslijed integriranja i izracunajte vrijednost integrala

/

2x
dx dy.

8|

x

Rjesenje.
Podrucje integracije graficki je prikazano na slici 4.2. Promijenimo redoslijed inte-
griranja. U tom slu¢aju integriramo po uniji dvaju podrucja (Slika 4.3)

Dy ={(x,y) eR*:2<y <4, 2<u <y},

Dy ={(z,y) eR?*: 4 <y <8, <ax <4}

NSRS
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Slika 4.2: Podruéje integracije D = {(z,y) € R?: 2 < x <4, x<y<2x}.

Slika 4.3: Podruéje integracije D = D1 U Dy = {(z,y) € R?:2 <y <4, 2<
ypU{(z,y) eR?:4<y<8, L<az<4})
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Izracunajmo sada vrijednost integrala uzastopnim racunanjem dvaju jednostrukih
integrala uz pomo¢ Newton-Leibnitzove formule ( [M2, §2.2]) .

4 2z 4 yd 8 4d
I://gdxdy:/ydy/—x—i—/ydy -
€T X X
2 2 2 4

[N

y 4

4
= /ydyln|:c|

8
y(ln|y] —1In2) dy+/y<1n4—1n|i2|> dy =
4

2

8
+/ydy1n|:c|
4

Yy
2

Il
M\.»& %)

y>0

v

8 8
ylngdy—i—lnél/ydy—/yln%dy
4 4

Buduéi da je

imamo
2 2\ |4 2\ |8 2 2\ |8
I=(Lwm? L + 4L (Lw? L =
2 2 4 )1 2 )0, 2 2 4 /1,

=8In2—4— (2In1—1)+32In4 —8In4 — (32In4 — 16) + (8In2 — 4) =
=8In2—-441+32In4—16In2—32In4+16 +8In2—4=9

4.3 Polarne koordinate u dvostrukom integralu

Izracunajte I = // 4 — 22 — y2 dx dy prijelazom na polarne koordinate ako je
s

podruéje S omedeno krivuljama y = z, y = V3z i 22 + 3 = 4.

Rjesenje.
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Podrucje integracije S prikazano je na Slici 4.4. Uvedimo supstituciju
T =7rCcosy, y = rsine. (4.1)
Prema ( [M2, §4.2.2]) element povrsine u polarnim koordinatama jednak je
rdrde,

odnosno, pri prijelazu na polarne koordinate Jakobijan ( [M2, teorem 4.2] za n = 2,
[M2, primjer 4.11]) je

J=r.

Da bismo podrucje S opisali u polarnim koordinatama moramo prona¢i odgova-
rajucu jednadzbu zadane kruznice.

y
/ 7/
/ \/7 7
= p
sy 3 X P
/ 7
/ 7
/ s
/ s y=X
/ e
oeclpesa / 2
= S 0 /
P ,
-
,
e 4
’
, N
/ \
; \
/ 1 \
/ —
/ \x2+y2-4
/
h \
) \
| 1
| I I |
2 1 7 1 :
= - .7 ?
| s/ 1
\ Ry )
\ alra /
\ A /
\ S ,
sy
N , p -1+ /
N 7 7/
\ s 4 ’
N / p
¥ / 7
/ .
7 N // 7
2 -
, S =
’ 0 S e
, / ~—2l -
p
P /
s, /
Va /
7 /
pd /
L, 7
o /
7 /

Uvrstimo 1i supstituciju (4.1) u jednadzbu kruznice, dobijemo
P4yt =4 = rlcos?+risinfp=4 = r=2,
pa je podrucje S (kruzni isjecak) dano s

S:{(r,@eR%%@aﬁ%, 0<r <2}
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Integral u novim, polarnim koordinatama glasi

3

2
I:/dw/\/4—r200s2<p—r2sin2<prdr:
0

3 2
/d(p/\/4—r2rdr:
0

w3

4—r2=¢2 t>0
—2rdr = 2tdt
rdr = —tdt

0 5
t3
d(p/t(—t)dt:/dg) (—g)
2 1
%

2

Il
wl| oo »I:\wh Mﬂ\w\: ——

4.4 Elipti¢ne koordinate u dvostrukom integralu

/ 2
Izrazite integral / / 4 — % — y2 dx dy u eliptickim koordinatama pa ga izracunajte
s

2 2 2
ako je S dio prstena koji je omeden elipsama % +yt =11 % + yZ =1 u prvom
kvadrantu.

Rjesenje.

Podrucje integracije S prikazano je na Slici 4.5. Uvedimo nove varijable ¢ i r
supstitucijom

T = arcosy = 2rcosy, y=>brsinp = rsine. (4.2)
Pri tom su a = 21 b = 1 poluosi manje elipse na koordinatnim osima (isto tako smo

za a i b mogli uzeti i poluosi veée elipse). Izracunajmo Jakobijan [M2, teorem 4.2]
za n = 2 i za elipti¢ne koordinate.

9z Oz .
acosp —arsin .
J=|9 del=| " 14 Pl = abr cos? © 4 abrsin? ¢ = abr
2 Ly bsinp  brcosep
or 0

Dakle, za a = 21 b =1 Jakobijan je 2r.
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-2
// ,/»1\
—{4 J3 Jz\ —‘1 i p) 3 2 .
AN T X eyl e
\\\\\\_ e x2 +y_2 1
~~—2L---- 16 4
Slika 4.5: Podrugje integracije S = {(r, ¢) € R? p<F, 1<r<2}

Trebamo pronadi jednadzbe dviju rubnih elipsa u novim, eliptickim koordinatama.

2 492 cog

%+y2:1 — %—i—ﬁsin%@zl — =1 = r=1
z2 2 4r2cos? ¢ r?sin® 5

P =1 = =4 —2
T T g - 7

Prema tome, podrucje integracije dano je s
Sz{(r,cp)ERzzogcpgg, 1<r<2}

Konaé¢no, imamo

//mmy_/d@
-+

4r2cos?p
\/4 S SR sin? o 2rdr =

4—r2=t, t>0

S —c H\m Tt

1
4—r22rdr: —2rdr = 2tdt
2rdr = =2t dt tfv3
5 3 0
z/dcp t (-2 )tdtz/dgo(—2§> ‘ =
0 0 V3

vl

_/<O+§3\/§>d<p_2\/§<p :2\/§g—0:m/§
0

0
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4.5 Povrsina ravninskog lika

Izracunajte povrsinu lika

S = {(:c,y) €R?: (:c—92)2 + (y—Zl)Q < 1,y20}.

Rjesenje.
Povrsina podrucja S, prema [M2, §4.2.1], rac¢una se po formuli

P(95) :// dz dy.

S

-2 -1, 1 2 3 4 N5 6
, \
i \
i L |
i 1 ;
g /
Y /
N ’
\\_27 //
N d
< .
~ //
3L T -7
(x-2)2 w2y
9 4

Slika 4.6: Podruje integtacije S = {(x,y) eR?: @ + W <l,y> O}.

Bududi da je podrugje S (Slika 4.6) odredeno pravcem i elipsom koja nije centralna,
prijedimo na elipti¢ne koordinate u pomaknutom koordinatnom sustavu:

T —

p:rcosgp = T =p+arcosy = x=2+43rcosy,

odnosno
y—q _ . _ . - .
= rsing = y=gq+brsing = y=-—1+2rsinp.
Jakobijan je, za ovakvu zamjenu varijabli, jednak J = abr = 6r.

Tada je

Telipse

YB
P(S):// da:dy://rd(pdr:/d(p / rdr.
S Ser YA

Tpravea
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Jednadzba elipse u tom slucaju poprima oblik

—2)2 +1)2
(I9)+(y4) =1 — Telipsezlv

a jednadzba pravca

1

y=0 = —1+2rsinp=0 = Tpravca = —-
2sin

Jos nam trebaju grani¢ne vrijednosti za . Izra¢unajmo najprije presjecne tocke A
i B elipse i pravca. Dobijemo ih rjeSavanjem sustava

{ @2 4 )

y=0
1z
27
—9)2 = -
(-2 = =
slijedi
3V3
T12 =2+ i7
' 2
3V3 3V3
pa su presjecne tocke A <2 + T\/_, 0) iB (2 — T\/_, O).
Za vrijednosti w4 1 ¢p vrijedi
: ya+l 0+1
sina ) =5 1 m
t - = = = — = [
gy Cos P4 xA372 2_’_327\/5_2 3 YA 65
3
i
— ot 1 5
tgs032172: 7 :__:>SDA:_'
52 239 V3 6

Primijetimo da vrijednosti ¢4 i ¢p nisu kutovi koje duzine O’A odnosno O’'B
zatvaraju s pozitivnim dijelom osi O’z.
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Sada je

2sin @ 2sin @
3 3
= [ (3- dp = 3¢+ et =
oo o)
5 5
5T T 3 3 us

T T T T T
4.6 Volumen tijela, 1. primjer
Izracunajte volumen tijela koje je omedeno plohama z = 22 + 2, 2 = 0, y = 2z,

y=6—xiy=1.

Rjesenje.

Volumen tijela © koje je omedeno bazom D u zy-ravnini i plohom z = f(x,y),
prema [M2; §4.2.1], dan je s

V(Q)://f(x,y)dxdy://zdP.

Slika 4.7: Tijelo omedjeno plohama z = 2?2 + 4%, 2 =0,y =22, y=6 -z iy =1,
te njegova projekcija na zy ravninu.

Na Slici 4.7 je prikazano tijelo ¢iji volumen zelimo izracunati i njegova projekcija
na zy ravninu. Bududi da je tijelo odozgo omedeno plohom z = z? + 2, vrijedi
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4 6—y 4 3 6—y
VZ//(w2+y2) dwdy:/dy (* + %) dw:/(gﬂvy?) }dy:
Vay 1 1y 1 1y
[ 6=y .
_ 6 — 2_ —-J - 2 dy =
/l 7~ t6-y)y 38+2yy] Y
1
. 3 3 3
:/(72—36y+6y2—%+6y2—y3—%—%) dy =
1
4
15 4 9
= [ (5w’ +127 =36y +72) dy =
1
4 3 2 *
15y Y Y 2511
= (2L 4122 361 +72y) | = 2=
< o tl2g 36 4T -

4.7 Volumen tijela, 2. primjer

Izracunajte volumen tijela omedenog povrinama z = 2% + 4%, z = 2(z% + ¢?) i
ravninom z = 4.

Rjesenje.
Volumen tijela Q omedenog plohama z = f(x,y) i z = g(z,y) iznad podruéja D,
pri ¢emu je g(x,y) < f(z,y), V(z,y) € D, prema [M2, §4.2.1], racuna se po formuli

v = [[ 1w - g ddy

Na Slici 4.8 je prikazano tijelo ¢iji volumen zelimo izracunati i njegova projekcija
na xy ravninu.

Uvedimo polarne koordinate

T = 1 COS P,

Yy = rsinp.

Jednadzba kruznice z? + y? = 4 u novim koordinatama glasi 7 = 2, a jednadzba
kruznice 22 + y? = 2 glasi r = /2.

Volumen tijela omedenog §irim paraboloidom (z = 22 +%?) i ravninom z = 4 jednak
je
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Slika 4.8: Tijelo odredjeno s z > x2+y2, 2 < 2(x%2+%?) i z < 4, te njegova projekcija
na ry ravninu.

‘/1 // Zravnine — Zparabole dI dy = // - fE - y df dy =

27 2 27
/ <p/ —r? rdr—/<4——z) dy :/4dg0:
0 0
2
=4¢ | =8m,

a volumen tijela omedenog uzim paraboloidom (z = 2(2? + y?)) i ravninom z = 4
jednak je

‘/2://[4—2(1'24—?]2” dx dy =

V2 V2 27

/cp/ s rdr—/(4——2:) d¢:/2d<p:

0 0 0

pa je trazeni volumen
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V=V—-Vy,=8nr—4nr = 4n.

4.8 Povrsina dijela plohe u prostoru

Odredite povrsinu onog dijela ravnine 6x + 3y + 2z — 12 = 0 koji se nalazi u prvom
oktantu projiciraju¢i zadani dio ravnine na yz - ravninu.

Rjesenje.

Povrsina dijela glatke plohe z = f(z,y) iznad ograni¢enog podruc¢ja D u zy-ravnini

dana je s
9z\° 9z\>
P = // \/1+ (%) + (8_y) dx dy. (4.3)
D

Ako zelimo povrsinu racunati preko projekcije na yz ravninu, samo u (4.3) zami-
jenimo varijable x i z. Odnosno, povrsina dijela glatke plohe @ = f(y,z) iznad
ogranicenog podrucja D u yz-ravnini dana je s

= [ () (5) o

Odsjecak ravnine 7...6x + 3y + 2z — 12 = 0 u prvom oktantu i njegova projekcija
na yz ravninu prikazani su na Slici 4.9.

1 2 3 [N

Slika 4.9: Odsjecak ravnine 7...6x + 3y + 2z — 12 = 0 u prvom oktantu i njegova
projekcija na yz ravninu.

Zapisimo najprije jednadzbu ravnine m u obliku z = f(y, 2):

1 1
__2__ - - .
x 5Y 32
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Vrijedi

pa je

4.9 Podrucje integracije u trostrukom integralu

Postavite granice za integral I = /// f(z,y,2) dedydz ako je podrucje V
v

a) kugla radijusa 2 sa sredistem u ishodistu,

b) unutradnjost stosca z* = 2% + y* uz uviet 0 < z < 5.
Rjesenje.

a) Jednadzba sredisnje sfere radijusa 2 (Slika 4.10) glasi

2?2+ P+ 2% =4

Rub njene projekcije na xzy ravninu je kruznica s jednadzbom
(E2 4 y2 _ 47
pa je podrucje integracije zadano s

—2<x<2,
_V4_'r2§y§ \/4_':627
—«/4—x2—y2§z§«/4—x2—y2},
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\24
L x
/

Slika 4.10: Kugla radijusa 2 sa sredistem u ishodistu, te njezina projekcija na zy
ravninu.

-

i prema [M2, §4.3] vrijedi

2 Vi—z2 VAa—z2—y?
I:///f(x,y,z) dxdydz:/dx dy / f(z,y,2)dz
v 2 Via? i
b) Projekcija stosca na xy ravninu (Slika 4.11) je krug
x? 9% < 25,
pa vrijedi
5 V25—? 5
I:///f(x,y,z) da:dydz:/da: / dy / flz,y,2)dz
\% -5 —/25—x2 22442

4.10 Neposredna integracija u trostrukom integralu

Izracunajte integral /// 23y z dx dy dz ako je
v

0<z<1
V... 0<y<zx
0<z<uay

Rjesenje.
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6L

Slika 4.11: Stozac odredjen sa z? = 22 + 3%, 0 < z < 5, i njegova projekcija na xy
ravninu.

Trostruki integral neprekidne funkcije ra¢unamo sli¢no kao i dvostruki integral [M2,
§4.3] :

Ty 1 x Ty
///xByQdedydz://ajgyzda:dy/zdz:/:z:gda:/yzdy/zdz:
v Vay 0 0
1 T Ty

o= 1011 " 10

0

4.11 Cilindri¢ne koordinate u trostrukom integralu

/// (;v2+y+22)3 drdydz
v

Izracunajte integral
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24+ 22<1

akOJeV...{ 0<y<l1

Rjesenje.

Podrucje integracije V' zadanog integrala prikazano je na Slici 4.12.

Slika 4.12: Podruéje integracije zadanos 2> +22<1i0<y < 1.

Uvedimo cilindri¢ne koordinate [M2, §4.3.1], ali tako da polarni koordinatni sustav
bude u ravnini xz:

T = TCOosp,
Y=Y,
z =rsinp.

U novim koordinatama je element volumena jednak

dV =rdrdpdz,

odnosno, Jakobijan je J = r, pa je integral jednak
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(r2 +y)3 rdy =

IS

S
o _

IS

3
o _

/// (x2+y+22)3 dr dydz
%

—

dr =

=N
©

o o~ _

I

o\;\‘, o\;\‘, o\§ o\:‘w o\:‘w
IS
©

—
=
N
|+
<
S~—
N

G Tt N
-/ |8 5 110 | |77
0
21
3 3
Y i Y

4.12 Sferne koordinate u trostrukom integralu

Izracunajte integral

///\/1+(z2+y2+z2)% dx dy dz
%

akoje V...z2 +¢y? 4+ 22 < 1.
Rjesenje.
Podrucje integracije V integrala prikazano je na Slici 4.13.

Prijedimo na sferne koordinate [M2, §4.3.1],:
x = rsinf cos y,

y = rsinfsin g,

z =rcosb.

Jakobijan je J = r?sin 6. Integriramo po cijeloj kugli, pa za nove varijable vrijedi

pel0,2n], ©€(0,n], rel0,1].
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Slika 4.13: Podru¢je integracije V... 2% +y% + 22 < 1.
i imamo

2 ™ 1
/d(p/sin@d@/\/l—i—?“?’rzdrz
0 0 0
1+r¥=t r|0]1
:{ Tsz:%dt t |1 }_
2

= =27 (— cosm + cos0) (2\/5— 1) = %T (2\/5— 1)
4.13 Volumen tijela

Izracunajte uz pomo¢ trostrukog integrala volumen tijela omedenog plohama
a) 2z =2 +y’iy+z=4,

b) 22 + 9% + 22 = a? i 22 = 22 + y? izvan stodca.

Rjesenje.

a) Tijelo omedeno paraboloidom 2z = z? 4+ y? i ravninom y + z = 4 prikazano je
na Slici 4.14.
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%2+ (1+y)2=9

Slika 4.14: Tijelo omedjeno paraboloidom 2z = z? + »? i ravninom y + z = 4, i
njegova projekcija na xy ravninu.

Odredimo njegovu projekciju na xy koordinatnu ravninu. Iz
z=-y+4
2z = 2 4 9>
izjednacavanjem z = z dobijemo
2(—y+4) =2 +9%

odnosno
2?+(y+1)7 =09,

jednadzbu kruznice polumjera 3 sa sredistem S (0, —1). Uvedimo pomaknute
cilindri¢ne koordinate

T = TCOoSp,
y+1=rsinp,
z =z

Vrijedi J =r, ¢ € [0,27], r € [0,3] i

L2
N r?cos? o+ (=1 +rsingp)
2
r2cos?p+ 1 —2rsing + r2sin? ¢
2
7?2 +1—2rsing
2

<z<4—(-14rsing) =

<z2<H5—rsing =

<z<5—rsing
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Volumen je jednak

27 3 5—rsin ¢ o2 3 5—rsin g
V:///dxdydz:/dgo/rdr / dz:/dgo/rz ' dr =
14 0 0 r241—2rsing 0 0 r241—2rsin g

2 —
27 3 2

3
. r? 1 . 9 14
d(p/r<5—7“sm<p—7—§+rsm<p> dT—/d(p/<§T‘—§T‘>dT—
0 0 0

™ 3

T2 T4
(T a §>

0 0

Il
o O\

=

b) Tijelo omedeno zadanim stoscem i sferom za a = 4 je prikazano na Slici 4.15.

Slika 4.15: Tijelo omedjeno sferom 22 4 y* + 2% = 4 i stoscem 22 = 2% + y? (izvan

stosca).

Uvedimo sferne koordinate

x = rsin O cos p,
y =rsinOsinp,

z =1cos 6.

Vrijedi J = r?sin©, ¢ € [0,27], i r € [0,a]. Presjek stosca 22 = 2% + y? i
ravnine = 0 ( yz koordinatne ravnine) ¢ine pravci z = —y i z = y, pa je
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Oc [%, %T’T} Volumen je

2w

V://dxdydz:/// Tzsin@drdg)d@:/d(p
v 0

v
3 i 3 2 2
"l =on —cos3—7r+cosz 4 - 7T\/—a3.
3 3
0

a

sin@d@/ r2dr =

ISE \»':,

=

.
—w} (~ cos®)

4 4 3

4.14 Koordinate teziSta homogenog tijela

Izracunajte koordinate tezista homogenog stosca ¢ija je visina h i radijus baze
R.

Rjesenje.

Odredimo najprije jednadzbu stosca. Opca jednadzba centralnog stosca je

22+ 9% = a2’ Iz z = hiz?+y* = R? dobijemo ah? = R?, odnosno

2
a= <ﬁ> . Prema tome, jednadzba zadanog stosca je

R\?2
2?4y = (E) 22,

Prema [M2, §4.5], koordinate tezista su dane sa

M, M, M,
rT=— Y= ’ Z=
m m m

gdje su M., M, i M,, momenti stoSca oko koordinatnih ravnina. Zbog
simetrije teziste lezi na osi z, pajez =01y = 0.

Stozac ima konstantnu gustocu, $to znaci da je njegova masa jednaka umnosku
gustoce i volumena

o e

a moment oko koordinatne ravnine xy

sz/v//zpdvzp/v//zdv.

o, pfvffde fvffde

m pfvffdv - fdeV'

Prema tome je
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Uvedimo cilindriéne koordinate

Vrijedi

4R? 4
Dakle,
o h2§2ﬂ, B 3h
2T Thrm T 0

4.15 Zadaci za vjezbu

1. Nacrtajte podrucje integracije i promijenite redoslijed integriranja u integralu

I= /1 dw7f(x,y)dy.
0 0

3 ]
2. Nacrtajte podrucje integracije i izracunajte vrijednost integrala I = / dx / sinx cosy dy.
0 0

3. Izracunajte // y*sinz dx dy ako je
s

S={(z,y) eR*:0<z<7m0<y<1l+cosz}.



94

VISESTRUKI INTEGRALI

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Izrazite integral I = / / arctg J dx dy u polarnim koordinatama pa ga izracunajte
x

s
uz graficki prikaz podrucja integracije ako je S dio ravnine $to ga omeduju
kruznice 22 + 3% =1, 22 + y? = 9 i pravci y = ‘/ngzr iy =13z

22 g2
Izracunajte // 1 — — — -5 dzdy ako je
a b2
s

S:{(x,y)GRQ:Z—z—I—‘z—;Sl}.

Odredite volumen tetraedra omedenog ravninama
r4+2y+z=2,z=2y,z=01iz=0.

Izracunajte volumen tijela odredenog nejednadzbama
z§x2+y2,y2x2,y§1,220.

. Odredite povrsinu lika koji je omeden kruznicama

$2+y2:2$i5172+y2:4:1?ipravcimay:a:iy:()_

. Odredite povrsinu onog dijela ravnine

62 + 3y + 22 — 12 = 0 koji se nalazi u prvom oktantu projicirajuci zadani dio
ravnine na

a) xy - ravninu,

b) zz - ravninu.

Odredite povrsinu onog dijela plasta kruznog stosca 2 + y? = 22 koji lezi
iznad ravnine 2y a odsjeca ga ravnina z = /2 (% + 1).

dxdyd
Izracunajte integral / / / TaWeE ako je podrucje V omedeno ravni-
l+z+y+2)°

nama: © = 0,y =0, 2—0 , e +y+z=1.
Izracunajte integral /// (x 4+ y + z) dx dy dz ako je podrucje V omedeno rav-

1%
ninama: r =0,z =1,y=0,y=1,2=0,2z = 1.

Izracunajte integral /// 2y 22 + y? dx dy dz ako je

2?2 +y? <2z
V... 0<y
0<z<a
Izracunajte pomocu trostrukog integrala volumen tijela omedenog plohama
a) 22 +y? + 22 =41 2? + 9* = 3z unutar paraboloida.
b) (=1 +y>=zi20+2=2.

Izracunajte volumen tijela omedenog plohama
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a) z=4—9% z=2+1y  x=—-1lizx=
b) z=a*+y*iz=x+y,
2
c) yz—x,Z—Oiz:—g—i—i’),y %ix:Z’)
d) -1+ =ziz+2z=2.

16. Izracunajte volumen kugle radijusa R.

17. Izracunajte koordinate tezista homogenog tijela omedenog plohama x? + 2 +

2

2% =2z i 2% + 9* = 2% unutar stosca.

4.16 RjeSenja zadataka za vjezbu

2 1
1. I:/dy/f(:c,y)d:z:.
0 3
2. I=1.
4
3. 1= —.
3
2
4.1="".
6
2
5. I:§abﬂ'.
1
6. V=-—-.
3
88
7. V—1—O5.

9. P=14.
10. P = 8.
5 1

11. I——1—6+§1n2
12. 1:§

2

8
13. I=§a2

3
14. [ ==

2
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197
15.  a) V:?

b) V:g

16. a) V=38

T

b) V=g

7

c) =3

m

Q) V=g

17. V:%TR?’

18. T(0,0,1)
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5.1 Uvod
Vi—a?

(a) Provjerite da li je p(x) = e rjeSenje diferencijalne jednadzbe zy +

V1—22.9/ =0.
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22
(b) Pokazite da je svaki ¢lan familije krivulja y = Ce™= rjeSenje diferencijalne
jednadzbe y' = xy, te odredite ono rjesenje koje zadovoljava pocetni uvjet
y(1) =2

(¢) Odredite diferencijalnu jednadzbu cije je rjesenje familija krivuljay = Ca+C2.
(d) Odredite krivulju iz familije krivulja y = C1e® — 2Cye %" za koju je y (0) = 1
s
iy (0) = -2

Rjesenje.

(a) Provjeru vrsimo uvrstavanjem ¢ (z) u zadanu diferencijalnu jednadzbu. Prvo
rac¢unamo derivaciju od ¢ ()

o () = e T=z2 2% _ —xem'
2¢/1 — 22 V1— 22
Uvrstavanjem dobivamo
T - em + 1— x2ﬂ —
V1—a?
z-eVIm _ geVI=T
=0

Dakle, ¢ (z) jest rjeSenje diferencijalne jednad zbe zy + /1 — 22 -3y = 0.

1/'2 . .o . .
(b) Uvrstavanjem Ce > u zadanu diferencijalnu jednadzbu y' = zy, dobivamo

2 a2

=
Cezg=xCe?2

)

22
pa Ce'= jest riesenje diferencijalne jednadzbe 3y’ = xy. Preostaje jos pronadi
ono rjes enje koje zadovoljava pocetni uvjet y (1) = 2.

y(1)=2=2=Ce?
C=2e 1.
Trazeno partikularno rjesenje dobije se uvrstavanjem dobivene konstante C' u
opce rjesenje.

22

Cez,C = 22

22

e2 = 26%(x271),

N[

2e”

Y
Y
¢) Zadanu familiju krivulja prvo deriviramo s ciljem eliminiranja konstante C.
] J J J
y=Cz+C?
y' =0,
pa uvrstavanjem u zadanu diferencijalnu jednadzbu dobivamo

2

y=uzy + ()
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(d) Vrijedi

y=Cie® — 202"
y' = Cre® + 4Ce %",

Uvrstavanjem pocetnih uvijeta dobivamo

Yy (O) =1=1= 0180 — 202672.0
Y (0) = 2= —2=C1e’ + 4Coe 0.

Rjesenje sustava

1=0C1 —20,

—2=C1 +4Cs.
. . 1 y - .. . . . .
jeCi=0iCy = 5 pa se tra zena krivulja dobije uvrstavanjem tih konstanti

u zadanu familiju krivulja

1
y=-2 <——) e =y =22,

5.2 Populacijska jednadzba

Kultura bakterija u pocetku ima 1000 bakterija. Stopa rasta proporcionalna je
broju bakterija. Nakon 2 sata populacija je narasla na 9000 jedinki. Odredite izraz
koji daje broj bakterija nakon ¢ sati. Odredite broj bakterija nakon 10 sati.

Rjesenje.

Zadani uvjeti su slijedeci:
P (0) = 1000
P (2) =9000

zelimo izracunati P (t), a zatim i P (10) koristeéi formulu za populacijsku jednadzbu
M2, §5.1].

dpP
— =kP
dt
integriranjem dobivamo
P (t) = Aekt (5.1)

Iz uvjeta za pocetnu populaciju slijedi
P (0) = A=1000= P (t) = 1000 - .
Iz velicine populacije nakon dva sata slijedi

9000 = 1000 - e2*,
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pa je
1
k= 51119 =1In3.

Uvrstavanjem u (5.1) dobivamo

P (t) = 1000 - '3

Nakon 10 sati broj bakterija bit ¢e

P (10) = 1000 - 103
P (10) = 59049000.

5.3 Logisticka jednadzba

Vijesti se sire gradom tako da je brzina Sirenja vijest proporcionalna produktu dijela
stanovnistva y koji su ¢uli vijest i dijela stanovnistva koji nisu ¢uli vijest. Gradi¢
ima 1000 stanovnika. U 8 sati, vijest je ¢ulo 80 ljudi, a do podne ju je ¢ulo pola
grada.

(a) Napisite diferencijalnu jednadzbu koju y zadovoljava i rije Site je.

(b) U kojem ¢e trenutku 90% stanovnidtva znati vijest?
Rjesenje.
(a) Vrijedi
y" = ky (1000 — y),

pa je

dy
y (1000 — y)

1 1 1
-+ dy = kdt.
1000 \y * 1000 —y

Integriranjem dobivamo

=kdt

1 Yy
-2 —kttmC
1000 1000 —y _tt®
y
In—2  — 1000kt + 100010 C
17000 —y + t
Yy _ 1000kt

1000 —y
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(b) Zadano je

y(0) =80
y (4) = 500
y (to) = 900.
zelimo izracunati to. Iz rjesenja pod (a) slijedi
80
100080 — A= A =0.08696
i
500 400k
1000 — 500 0.08696¢ = 0.00061,
pa je
Y _ 0.61t0
1000 — 5 0.08696¢ .
Ako uvrstimo y (tg) = 900 dobivamo
900 _ 0.61t0
1000 — 900 — 0.08696¢
iz Cega je
In—2
o — L0.08696 _ 7 g
0= e 0

Dakle u 8 sati 4+ 7.6, odnosno u 15 sati i 36 minuta 900 ljudi ée znati vijest.

5.4 Jednadzbe sa separiranim varijablama

(a) Odredite opée rjesenje diferencijalne jednadzbe = + zy + v’ (y + zy) = 0.

(b) Odredite opée rjesenje diferencijalne jednadzbe (1 + x2) v +yV 1422 =y,
te partikularno rjesenje koje zadovoljava pocetni uvjet y (0) = 1.

Rjesenje.

d
(a) Uvrstavanjem y’ = d—y u zadanu diferencijalnu jednadzbu dobivamo
x

T dr= —Ldy
1+ 1+y

Ovo je diferencijalna jednadzba separiranih varijabli [M2, §5.2] , pa je rjeSavamo

integriranjem:
/1—1—96 /1+y'
1-1 1-1
/de:_/Ldy
1+ 1+y

/dw—/ 1 dxz—/dy—i—/—dy
1+

z—Injz+1=—-y+njy+1]+C
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Sredivanjem dobivamo

z+y—(Injz+1+hjy+1)+ImC =0
z+y—InC(z+1)(y+1)=0.

d
(b) Uvrstavanjem ' = d_y u zadanu diferencijalnu jednadzbu dobivamo
x

(1+x2)%:xy—y 1+ 22

(1+x2)dy:y(:c—\/1+x2) dx

@_w—\/l—i—xzdx
y 1+ 22

/@_ x—\/l—i—:v?dx
y 1+ 22
dy T V14 22
— = der — | ————— dx
Y 1+ 22 1+ 22

Iny| 1/d(:c2+1) / dx
n = — —
N=39) 122 N

1n|y|:%1n(1+x2) —ln’x+\/:1:2—|—1‘+1n0

Vrijedi
1n|y|—1n\/1+162+1n‘9c+\/x2+1}+lnC=0

nC’y(a:—i—\/:z:Q—l-l)
VI+a?
Cy(a:—i—\/:z:Q—l-l) 0
vz
Cy(x+\/x2+1)=\/1+x2.

1 =0

Za pocetni uvjet y (0) = 1 dobivamo
C(0+V07+T) = Vi+ 02,
iz ¢ega slijedi C' = 1, odnosno partikularno rjeSenje za ovaj pocetni uvjet je
y(a:—i— 172—1-1) =1+ 22
5.5 Homogene diferencijalne jednadzbe

Odredite opce rjesenje diferencijalnih jednadzbi



5.5 Homogene diferencijalne jednadzbe 103

(a) yy' =y — =
(b) (1+e%) dz + e <1— f) dy = 0.
Rjesenje.

d
(a) Uvrstavanjem y’ = d—y u zadanu diferencijalnu jednadzbu dobivamo
T
ydy = (y — x) du,

odnosno
(y—z)de—ydy=0 (5.2)

Ovo je homogena diferencijalna jednadzba 1. stupnja homogenosti, pa je
rjeSavamo supstitucijom:

L e 8w
Il

IS I ]
2

Uvrstavanjem u (5.2) dobivamo

(xz—x)—zz(2+22)=0/:x
z—1=2(2+x2)

z2—1-22=z22

xz%:z—l—zQ
zdz _dx
P
zdz _ dw
2—2+1

Ovo je diferencijalna jednadzba separiranih varijabli, pa vrijedi

/ zdz _ [ dx
2—z—i—l_ x
td(22—z+1)+1
/ (Z 2+1) —In|z|+C
2—z+1
1 fd(z*—z+1) 1 dz
2/ 22 —z2+1 +2/z2—z+1 nlzl +
1 L
2111‘,2 —z+1‘—|—2\/_arctg 2 = _Injz|+C

1 22—1
Inv22 —2+14+ —arct =—Inlz| +C.
3R R 2
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Vrac¢anjem u susptituciju Y — 2 dobivamo
x

/2 Y1y a4 c
ny/ <= —= —arc = —n|r
PN SN

1 2y —
ln\/m—ln|x|+—arctg Y :C:_lnm"'c

V3 V3

1 20 —x
In\/vy?2 — axy + 22 + —arct =C
Y Y \/g gx\/g

1 20 —x
InCy/y? — 2y + 22 + —=arctg—=— = 0.
Y Y \/g gx\/g

(b) Ovo je homogena diferencijalna jednadzba stupnja homogenosti 0, pa je rjesavamo

supstitucijom:

x

Z =y

Y

T =Yz
dI / + !/
— =2 =z4yz
dy 4

Uvrstavanjem u zadanu diferencijalnu jednadzbu dobivamo

(1+e*)(Fy+z2)+e*(1—2)=0
Zy+z+y2e’ + 2 +ef —2e" =0

Zy(l4+e)=—z—¢€"
d
y(1+ez)d—Z:—z—ez
y(1+e*)dz=(—z—¢€")dy
1 z
_Lte dz:@.
e +z Y

Ovo je diferencijalna jednadzba separiranih varijabli, pa vrijedi

/d(ez—l—z) 7/dy
e +z Y

—Iln|e* 4+ z|=nly|+C

x
Vrac¢anjem u susptituciju — = z dobivamo
Y

ev + — = —.
y Cy
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5.6 Diferencijalne jednadzbe koje se svode na homogene
Odredite opce rjesenje diferencijalnih jednadzbi

(a) By—Tx+7)de— (3xz— Ty —3)dy =0,
2r+y—1

b) y = —F —.

)Y = 2,75

Rjesenje.

(a) Zadanu diferencijalnu jednadzbu mozemo pisati kao

@7 —Tx+3y+7
de 3z —Ty—3 "

Trazimo sjeciSte pravaca:

—Ta+38+7=0
3a—T78—-3=0.

Rjesavanjem sustava dobije se a = 1,8 = 0, pa zadanu diferencijalnu jed-
nadzbu rjesavamo supstitucijom

z=X+1
y=Y.

Uvrstavanjem u (5.3) dobivamo

dY  —TX +3Y —T+7
dr  3X -7V +3-3

dY —7X+43Y

dr  3X —T7Y (5:4)

Ovo je homogena diferencijalna jednadzba, pa je rjesavamo supstitucijom:

Y
.,
X
Y =Xz
Y =2+ X7
Uvrstavanjem u (5.4) dobivamo
-7+ 3z
IX —
FATE=E T
dz v —T7+4+32—-32+72
dx"— 37z
—7z4+3 dX
dz =

7(22-1) X
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Ovo je diferencijalna jednadzba separiranih varijabli, pa je rjes avamo integri-

ranjem
/—7z+3d dX
T 0= | ==
7(z2 - 1) X
e
2 177 ) 217 ) x
1 3 1, z—1
——In(z2=1)4+=--In"— =InCX.
211(2 )+7 2nz+1 n

Sredivanjem dobivamo

=

CX = -(,22 -7 (Z_ 1)3

z4+1

1

N

OX = :(2 —1) et 1)—10] B

(=12 (2 + 1)*5} '

Y
Vrac¢anjem u susptituciju z = — = Y dobivamo

X z-1
Clx—1)= l(xaq)_? (%—1—1)_5]7,

(y—z+1)°@y+z-1)°"=C

odnosno

(b) Pravci

2z4+y—1=0
dr+2y+5=0

su paralelni (% = % = 2) pa koristimo supstituciju

z=2x+vy
=249y

y =7 —2.

Uvrstavanjem u zadanu diferencijalnu jednadzbu dobivamo
9 z—1
2z+5
o z—1+424+10
N 2z+5
dz  5z+9
dr  2z+5
2245
et dz = dx.

52+9
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Ovo je diferencijalna jednadzba separiranih varijabli, pa vrijedi

22 4+5
dz= [ d
/5z+92/$
2 7

gz+2—51n(5z+9)::v+0

Vrac¢anjem u susptituciju z = 2z + y dobivamo

2 7
g(2x+y)+%ln(10x+5y+9)::1:+C.

5.7 Egzaktne diferencijalne jednadzbe i integrirajuci faktor

siny

(a) Odredite opce rjesenje diferencijalne jednadzbe y' = — .
T Cosy

3
(b) Rjesite egzaktnu diferencijalnu jednadzbu <2xy + 2%y + y_) dr+ (:1:2 + y2) dy =

3
0, ako je A = X (z).

(c) Rjesite egzaktnu diferencijalnu jednadzbu y (1 + zy) de — xdy = 0, ako je A =
Ay).

Rjesenje.
(a) Zadanu diferencijalnu jednadzbu mozemo zapisati u obliku
siny dx 4+ x cosydy = 0.

Ovo je egzaktna diferencijalna jednadzba [M2, §5.7] jer vrijedi
op 2Q

— =cosy =
By Y= 0
Rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe dobije se rjesavanjem integrala

x

[P dw+/ycz<xo,y>dy=c

Zo Yo

Za pocetnu tocku (xo,yo) uzmimo npr. tocku (0,0), pa vrijedi

x

/sinyd:c+/0~cosydy:C

0 0
T

+0=C
0
rsiny = C,

rsiny

i to je rjeSenje zadane diferencijalne jednadzbe.
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(b) Kako je A = A (x) racunamo ga po formuli za inetgrirajuéi faktor [M2, §5.7],
pa je

z2+y2 —2x

2+
Ax) = tel TR = el v = Lem,

Rjesenje dobivamo inetgriranjem

T Yy
3
/ (Qxyo + 2y + %)) e’ dx + / (:102 + y2) etdy =C

Zo Yo

za npr. pocetnu tocku (0,0) je
x Y
03
/(2:10-0—1—:102-04—?) e””dx—i—/(wz—i—yQ)exdy: C
0

0

y y
O—i—a:QeI/dy—i-eI/yzdy:C

0 0

Y I
22ey| +e"=| =C
0 3o

y?
x2ewy+ew§ =C
3
e’ <x2y+ %) =C

(¢) Kako je A = A (y) ra¢ unamo ga po formuli za inetgrirajuéi faktor [M2, §5.7],
pa je

A(z) = +e SVtew = 4o~ J T4 = pem2Mnlyl - :I:i2

Y

i rjeSenje dobivamo integriranjem

x

y
1
/ +xydx—/x—gdy=C
Y Y

Zo Yo

za npr. pocetnu tocku (0, 1)

x

y
1
/ +xydx—/%dyzc
Y Y
0 1

o ol
—| +—=| =C

Ylo 21

2

T T
—+—==0C.

y+ 2
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5.8 Ortogonalne trajektorije

Odredite ortogonalne trajektorije familije elipsa 2% + y* = a.

Rjesenje.
Derivirajnem dobivamo
2¢ +4yy’ =0
x+2yy =0

Diferencijalna jednadzba ortogonalnih trajektorija zadane familije elipsa dobije se

1
Y

uvrstavanjem —? umjesto ¥/’

2y
CC:—/

y
y’:2—y

X

Ovo je diferencijalna jednadzba separiranih varijabli, pa vrijedi

dy 2y

x

dx
dy 2dx
/? A
Iny=2lnz+C
y = Ca?

Dakle, riesenje je familija parabola y = Cx2.
5.9 Singularna rjesenja

Odredite singularna rjesenja diferencijalnih jednadzbi

(a) 2y (y +2) -z (y)’ =0.

2
(b) (¥)°(2-3y)° =4(1—y).
Rjesenje.
(a) Deriviranjem zadane diferencijalne jednadzbe po 3’ dobivamo

2y — 2zy’ = 0.
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Da bi dobili potencijalna singularna rjesenja zadane diferencijalne jednadzbe
rjeSavamo sustav:

2y +2)—z(y) =0
2y — 2zy" = 0.

Iz druge jednadzbe slijedi

22 2
i+4y_y_:()
T
2
x
v +4ry =0

Rjesenja ove jednadzbe su
Yy = O, Y2 = —4x
Da bi to bila singularna rjesenja zadane diferencijalne jednadzbe nuzno je i

dovoljno je da je zadovoljavaju, pa ¢emo to i provjeriti:
Zay; =0 je

2(y +2)—2(y)° =0
0=0,

pa y1 = 0 jest singularno rjesenje.
Za yo = —4x je

2(y +2)— 2 (y)° =0
—8x(—4+2)—162=0
0=0,

pa je i yo = —4x singularno rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe.
(b) Deriviranjem zadane diferencijalne jednadzbe po y’ dobivamo
2y (2 — 3y)° = 0.

Rjesavamo sustav:
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Iz prve jednadzbe slijedi
,_ 2Ty
Yy =5 3y

pa uvrstavanjem u drugu dobivamo
2V1—y
2 -3y

V1—-y(2-3y)=0

2 (2-3y)° =0

Rjesenja ove jednadzbe su

()

y1=1y = 5.

w

Provjerimo da li ova rjeSenja zadovoljavaju pocetnu diferencijalnu jednadzbu.
Zayi =1 je

) (2-3y)° =4(1-y)
0=0,

pa y1 = 1 jest singularno rjesenje.

Za ys = 3 Je
W) (2-3y)> =4(1-y)
o o) o (1-3)

0=,

4
4
3
2 .. L . . . .
pa y2 = 3 nije singularno rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe.

5.10 Linearne diferencijalne jednadzbe prvog reda

Odredite opce rjesenje diferencijalnih jednadzbi:

(a) ¥ cosx — ysinx = sin (2z).

1
b) v = 0.
() xcosy—l—asin(Qy)’OL7,é

() ¥y —y=e"
(d) (2®+1)y +4day = 3.
Napomena: Zadatke pod (a) i (b) rjesavat ¢emo primjenom formule za rjesavanje

linearne diferencijalne jednadzbe [M2, §5.8], a zadatke pod (c) i (d) metodom
varijacije konstanti.

Rjesenje.
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(a) Dijeljenjem zadane diferencijalne jednadzbe sa cosx dobivamo

2sinx cosx

Y —ytgr =
COS T

y/ - ytgiE - 2 Sinx
U formulu za rjesavanje linearne diferencijalne jednadzbe [M2, §5.8] uvrstavamo
p(z) = —tgz,q(x) = 2sinx
i dobivamo

y=e" J(~tgz) da [/ 2sin zed (Tt87) AT gg 4 C}

y= el terde {/2sinxeftgxdxdx+0]

» d(cos x) » d(cos x)
Yy = efj dcosz |:/2sinxej dcosa: dx+0:|

Y= P Teos T [/2sinxelnc°” dz + C}

1
Yy = /2sin:v|cosx| dx + C
[cosx| |
I .
y=—— |sgn(cosx) [ 2sinzcosxdx + C
[cos x| |
I .
y=— |sgn(cosx) [ sin2zxdr+ C
[cosx| |
1 0 1
y=—— |[sgn(cosx) | —= | cos2z + C
[cosx| | 2
1 cos2x C
y=-3 +

2 cosTr  CcosST

(b) Neka je 2 =z (y). Tada je

,dy 11

Y= dg = &~
dy

pa zadanu diferencijlanu jednadzbu mozemo pisati kao

1 1

' xzcosy+ asin(2y)
2’ = xcosy + asin (2y)

2’ —wcosy = asin (2y).
U formulu za rjesavanje linearne diferencijalne jednadzbe [M2, §5.8] uvrstavamo

p(y) = —cosy,q(y) = asin (2y)
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i dobivamo
x=e J —cosydy {a/sin (2y) e S cosvdugy 4 C]
=Y -a/sin (2y) e S Vdy + C]
x = eShY -2a/sinycos ye  SnYdy + C]
x = ey _2a/sinycos ye Yy + C’] . (5.5)

Oznacimo sa I integral [ sinycosye™ SNy dy i rjegimo ga:

. . —siny g _ siny =t B ¢
I—/Slnycosye dy—{ cosydy = dt }—/te dt
B u=t dv=etdt |, _t
_{du_dt N }——te +/e dt
= tel—et=—(t+1)et = —(siny+1)e 5"V,
Uvrstavanjem dobivenog rjesenja u (5.5) slijedi
r = ey [—2a(siny +1)e” siny C]

x = Ce’™Y —2¢ (siny + 1).

(¢) Ovu linearnu diferencijalnu jednadzbu rjesavat éemo metodom varijacije kons-

tanti. Prvo ¢emo rjesiti pripadnu homogenu diferencijalnu jednadzbu, koja je
diferencijalna jednadzba separiranih varijabli.

Yy —y=0
dy
T
@:dx
Y
@—/dx
Y
Inlyl =2 +C
InCy==x
y = Ce".

Sada je opce rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe oblika y = C'(z) e”, pa
ga u nju i uvrstavamo.

C'(z)e® +C(x)e” —C(z)e” =¢€*
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Integriranjem dobivamo C'(x).

C'(z)e” =e”
C'(z)=1
C'(a:):/d:z:
Cx)y=x+A

Dakle, opce rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe glasi:
y=(x+ A)e".

(d) T ovu linearnu diferencijalnu jednadzbu rjesavat ¢emo metodom varijacije
konstanti. Prvo ¢emo rjesiti pripadnu homogenu diferencijalnu jednadzbu.

, 4z B
Y _—:1:2+1y_
dy 4o
dr . 22+17
@:_ 2430 dz
Y 2 +1

/dy /d(:z:2+1)
—=-2 [ 5=
Y 4+ 1

Inly| = —2In(z*+1) +InC

B C
(22 +1)%
C(X
Sada je opce rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe oblika y = ﬁ,
r° +
pa ga uvrstavamo u zadanu diferencijalnu jednadzbu.
C'X)(@*+1)" 4o (x> +1)C(X) 4z C(X) 3
(22 +1)* 2241 (22412 22+1
C'(X) (#* +1) — 42C (X) @ C(X) 3
(22 +1)° 2 +1(a2+1)° 2?41

Sredivanjem dobivamo
C'(z) =3 (2> +1)
C(z) =2°+ 3z + A.
Dakle, opce rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe glasi:

> +3z+ A
(22 +1)°
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5.11 Bernoullijeva diferencijalna jednadzba

Odredite opce rjesenje diferencijalnih jednadzbi:

12

(a) y' —ay = —y’e”
(b) (2*y® +ay)y =1.
Rjesenje.

(a) Uvodenjem supstitucije

1
P
Y2
2 = =2y~ 3y
Z/ y/
o y3

i dijeljenjem zadane diferencijalne jednadzbe sa 3® dobivamo

y oz 2
v R R
Y Y

!/

z .2
— —xz=—e"

24 2z = 26_12,

a ovo je linearna diferencijalna jednadzba. U formulu za rjesavanje linearne

diferencijalne jednadzbe [M2, §5.8] uvrstavamo
2

p(2) = 22,9 () = 2¢7°

i dobivamo

= J2wde [/ 2e~ e 2w dw gy 4 C}
2= {/ 2e "¢ dr + C’]
2
z=e¢" 2z+C)
. o 1 .
Vracanjem u susptituciju z = — dobivamo
Y

1
E:e 2z + C).

(b) Neka je 2 =z (y). Tada je
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pa zadanu diferencijlanu jednadzbu mozemo pisati kao:
1

.

= (x2y3 + a:y)

z —zy = 2%y,

(:1:21/3 + xy)

Dijeljenjem zadane diferencijalne jednadzbe sa 2 dobivamo

oy 3
_ 7 - 5.6
2z (5.6)

pa uvodimo supstituciju

Sada diferencijalna jednadzba (5.6) glasi:

2 tyz=—y?

a ovo je linearna diferencijalna jednadzba u kojoj je

p() =vy,q(y) =-y*°

pa uvrstavanjem u formulu za rjesavanje linearne diferencijalne jednadzbe

[M2, §5.8] dobivamo
» = e Jydy [_ /y3efydydy + C}

Rjesavanjem integrala i vracanjem u spustituciju dobivamo konac¢no rjesenje
zadane diferencijalne jednadzbe

1 2
—:2—y2+067y7.
x

5.12 FEulerova metoda

(a) Eulerovom metodom s korakom 0.5 izrac¢unajte priblizne vrijednosti za

Yi (xz) ,i = 1, ,4
ako je y () rjesenje pocetnog problema

y' =1+3z—2y
y(1) =2
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(b)

Eulerovom metodom s korakom 0.2 izra¢unajte pribliznu vrijednost y (1), ako
je y () rjesenje poctetnog problema

y/:$+y2
y(0)=0.

Rjesenje.

()

Vrijedi
F(z,y) =143z -2y
o =1,90 =2
Za korak h = 0.5 vrijedi
ro=1,21 =1.5,20 = 2,23 =2.5,x4 = 3.
Koristedi formulu [M2, §5.4] Eulerove metode

21) =y (1.5) =yo+05(1+3w9—2yg) =2+ 05(1+3-1-2-2) =2
2) =1 +05(1+3z;, —21) =2405(1+3-1.5-2-2) =275

2.5) =y + 0.5 (1 + 39 — 2y) = 2.75+ 0.5(1 +3-2—2-2.75) = 3.5
3) =ys+0.5(1+ 323 —2y3) = 3.5+ 0.5 (1 +3-2.5—2-3.5) = 4.25

F(z,y) =z +y°
xon,yon

Za korak h = 0.2 vrijedi
zo=0,21 =0.2,20 =04,23 =0.6,24 = 0.8, 25 = 1.
Koristeéi formulu [M2, §5.4] Eulerove metode dobivamo

y1=90+02(z0+y3) =0402(0+0%) =0

y2 =y1+0.2 (21 +97) =0+ 0.2 (0.2+0%) =0.04

ys =y2 + 0.2 (22 + 93) = 0.04 + 0.2 (0.4 + 0.04?) = 0.12032

ya = y3 + 0.2 (23 + y3) = 0.12032 + 0.2 (0.6 + 0.12032%) = 0.2432153

ys = ya + 0.2 (24 + yi) = 0.2432153 4 0.2 (0.8 + 0.2432153%) = 0.415046 = y (1).

5.13 Diferencijalne jednadzbe drugog reda - Opce rjesSenje

Ispitajte da li je y = Ch2? + Cy opée rjesenje diferencijalne jednadzbe 2zy” —y' = 0
u podru¢ju z > 0 i odredite partikularno rjesenje koje odgovara pocetnim uvjetima
y(1) =4, y'(1) =3.



118 DIFERENCIJALNE JEDNADZBE

Rjesenje. Funkciju y(z) = Ciz? + Cy dva puta deriviramo po varijabli x i
dobivamo: y'(z) = 201:1:%, y'(z) = 101:1:*%. Uvrstavanjem dobivenih derivacija u

zadanu diferencijalnu jednadzbu dobivamo istinitu jednakost

[N

3
2%‘-101,@_% - =0

N W

Cll'

i zakljucujemo da je y(x) = Cy2 +Cs ople rjeSenje zadane diferencijalne jednadzbe.

Da bismo odredili partikularno rjesenje, u opée rjesenje i njegovu prvu derivaciju
¢emo uvrstiti zadane pocetne uvjete. Na taj nacin iz uvjeta y'(1) = 3 dobivamo
Cy = 2, a potom, iz uvjeta y(1) = 4 slijedi Cy = 2.

Dakle, partikularno rjesenje, koje zadovoljava zadane pocetne uvjete, glasi y(z) =
3
222 4 2.

5.14 Reduciranje DJ-e drugog reda na DJ-u prvog reda I

Ako se u DJ-i drugog reda, kojoj je opéi oblik 4" = f(z,y,y’), ne pojavljuje ekspli-
citno jedna od varijabli z, y ili ¢’ onda kazemo da je DJ-a nepotpuna te ju mozemo
rijesiti reduciranjem (spustanjem) reda.

Odredite partikularno rjesenje diferencijalne jednadzbe 3" = ze ™" uz pocetne uvjete
y(0) =1, y'(0) = 0.

Rjesenje. Ako je DJ-a drugog reda oblika y” = f(x) onda njeno opée rjeSenje
dobivamo uzastopnim integriranjem zadane jednadzbe.

Dakle, integrirajmo, po varijabli z, jednadzbu 3" = ze~®. Dobivamo
y'(z) = —xe ¥ —e ¥+ (. (5.7)

Sada ¢emo iskoristiti zadani uvjet y'(0) = 0 tj. uvrstit ¢emo ga u (5.7) pa slijedi
Cy =1

Jednakost (5.7) integriramo jo§ jednom i dobivamo

y(z) =(x+2)e " +Cy -z + Chs. (5.8)

Iz (5.8) i uvjeta y(0) = 1 je sada Cy = —1.

Time smo dobili da partikularno rjesenje ove diferencijalne jednadzbe, uz zadane
pocetne uvjete, glasi y(z) = (x +2)e™ +z — 1.

5.15 Reduciranje DJ-e drugog reda na DJ-u prvog reda II

Odredite opce rjesenje diferencijalne jednadzbe y” + 3’ tg x = sin(2z).
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Rjesenje.  Diferencijalne jednadzbe oblika y” = f(z,y') rjeSavamo uvodenjem
supstitucije y'(x) = p(x) te na taj nacin zadanu diferencijalnu jednadzbu drugog
reda svedemo na diferencijalnu jednadzbu prvog reda.

Dakle, neka je y'(z) = p(x). Tada je y”(z) = p'(z) pa, nakon uvodenja ovih zamjena
u zadanu diferencijalnu jednadzbu, dobivamo

p + ptga = sin(2x). (5.9)

Jednadzba (5.9) je linearna diferencijalna jednadzba prvog reda koju ¢emo rijesiti
primjenom formule [M2, §5.8]. Slijedi
plz) = e Jt8wde [/ sin(2z)e) 8 7 dg 4 C’l]
= elnlcosz| {/2sinxcosxeh’m”da: + Cl}

= | cos x| {ngn(cosx)/sin:rda: + C’l}

= |cosz|[2sgn(cosx) - (—cosx) + C4]

= —2cos’x + C) cos .
Da bismo dobili opce rjesenje zadane jednadzbe pomoéni parametar p zamjenit
d
Gemo sa 2. Slijedi
dx
y(x) = /(—2 cos? x + C cos x)dx

y(x) = — /(1 + cos(2x))dzx + Cy /cosxdx + Cs.
Dakle, opée rjesenje glasi

1
y(z) = —x — 5 sin(2z) 4+ Cy sinz + Cs.

5.16 Reduciranje DJ-e drugog reda na DJ-u prvog reda III

Odredite opée rjesenje diferencijalne jednadzbe 2(y')% = (y — 1)y”.

Rjesenje. U slucaju kada diferencijalna jednadzba ne sadrzi eksplicitno nezavisnu
varijablu x tj. ima oblik 4" = f(y,v’) rjeSavamo ju uvodenjem supstitucije y'(z) =

. d
p(y). Tada je y" (x) = d—§p<y>.
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Nakon ovih zamjena zadana diferencijalna jednadzba poprima sljedeci oblik
dp
2p—(y—1)—| =0.
p [ p—(y—1) dy]

d
Iz p(y) = d—y = 0 dobivamo partikularno rjesenje diferencijalne jednadzbe y = C.

dp
Iz 2p — (y — l)d_y

diferencijalne jednadzbe. Naime, vrijedi

= 0 ¢emo, separiranjem varijabli, do¢i do opcéeg rjesenja zadane

dp _ _dy

2p y-—1
1
§ln|p|:1n|y—1|+ln01

p=Ci(y—1)?
dy 2 2
A —1
d Ol(y )
dy
. A
Ciy—12

Nakon integriranja dobivamo opée rjesenje oblika (z + C2)(y — 1) = C}.

5.17 Homogene LDJ drugog reda s konstantnim koeficijen-
tima

Odredite opc¢a odnosno partikularna rjesenja diferencijalnih jednadzbi:

(a) y" — 5y — 6y =0,
(b) y" —2y" +y =0 ako je y(0) =41y'(0) = 2,

(c) ¥' +4y + 13y =0.

Rjesenje. Prema [M2, §5.10] opée rjesenje homogene diferencijalne jednadzbe
drugog reda s konstantnim koeficijentima ima oblik y(z) = Cyy1(x)+Cay2(x) gdje su
y1 1 y2 linearno nezavisna partikularna rjesenja do kojih ¢emo doéi rjesavajuci karak-
teristicnu jednadzbu zadane diferencijalne jednadzbe. Karakteristicnu jednadzbu
formiramo na naéin da u zadanoj diferencijalnoj jednadzbi umjesto y” pisemo A2,
umjesto ¢’ pisemo A i umjesto y pisemo 1. Dobivamo kvadratnu jednadzbu u varija-
bli A ¢ija Ce rjeSenja, A1 i Ao, odredite oblik opéeg rjesenja diferencijalne jednadzbe
na sljedec¢i nacin.

Ako su Aq i Ag realni i ralziciti brojevi onda opée rjesenje diferencijalne jednadzbe
glesi y(z) = CheM® +Che™®. Ako su A i Ao realni i jednaki brojevi tj. Ad; = Ag = A
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onda opce rjesenje ima oblik y(z) = Che™ + Cyze™. Ako su A\; i Ao konjugiorano
kompleksni brojevi tj A12 = a £ bi onda je opce rjeSenje zadane diferencijalne
jednadzbe y(z) = e** (C4 cos(bx) + Co sin(bx)).

(a) Karakteristicna jednadzba glasi A*> — 5A — 6 = 0. Njena rjesenja su: A\ = 6 i
Ao = —1. Prema gore opisanom postupku zaklju¢ujemo da opce rjesenje zadane
diferencijalne jednadzbe ima oblik y(z) = C1e5 + Che 2.

(b) Karakteristi¢na jednadzba ima oblik A2 —2X\+1 irjesenja A1,2 = 1. Tada je opce
rjesenje diferencijalne jednadzbe y(x) = €*((C1 + Caz). 1z y(0) = 4 dobivamo
da je Oy = 4, a iz drugog zadanog uvjeta 3’ (0) = 2 slijedi da je Co = —2. Dakle,
partikularno rjesenje diferencijalne jednazbe je y(x) = e”(4 — 2x).

(c) Iz karakteristicne jednadzbe A2 46X+ 13 = 0 dobivamo rjesenja A2 = —3£2i.
Tada opée rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe glasi y(z) = e 3% (C} cos(2z) + Cy sin(2z)).

5.18 Nehomogene LDJ drugog reda s konstantnim koefici-
jentima

Izracunajte opéa odnosno partikularna rjesenja sljede¢ih diferencijalnih jednadzbi:

a

(a) v — 2y + 2y = a?,
(b

y" — 8y’ + 16y = €, ako je y(0) =01 y'(0) =1,

)
)
(c) y" +y = 5sin(2z),
(d) y" +y = da®e
)

(e) ¥ +2y + 2y =e"sinz.

Rjesenje. Opée rjesenje nehomogene diferencijalne jednadzbe oblika 3" +ay’+by =
f(x) je zbroj rjesenja pripadne homogene diferencijalne jednadzbe i partikularnog
rjeSenja nehomogene jednadzbe tj. y(x) = yu(x) + yp(z). Rjesenje pripadne ho-
mogene jednadzbe odredivat ¢emo kao u prethodnom zadatku a do partikularnog
rjesenja mozemo do¢i na dva na¢ina. Prvi nac¢in, metodu neodredenih koeficijenata,
pokazat ¢emo u ovom zadatku, a u sljedeéem zadatku ¢emo primjenjivati drugi
nacin tj. metodu varijacije konstanti.

Metoda neodredenih koeficijenata podrazumjeva formiranje partikularnog rjesenja
ovisno o obliku funkcije f(z) pa razlikujemo nekoliko slu¢ajeva:

(a) Prvi slucaj. Ako je f(z) polinom n- tog stupnja onda je yp(x) polinom stup-
nja n + r, gdje je r red najnize derivacije koja se pojavljuje u diferencijalnoj
jednadzbi.

U zadatku pod (a) najprije rijesimo pripadnu homogenu diferencijalnu jed-
nadzbu y” —2y'+2y = 0. Njena karakteristiéna jednadzba ima oblik A>—2\+2 =
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0. RjeSenja karakteristicne jednadzbe su A1 2 = 1 4 pa rjeSenje homogene di-
ferencijalne jednadzbe glasi yp(z) = (Cy cosz + Cy sinx) e”.

Prema prethodno opisanom postupku odredivanja partikularnog rjesenja za-
kljucujemo da yp ima oblik yp(x) = asx?® + a1z + ag. Da bismo odredili ne-
poznate koeficijente as, a1 i ag u zadanu diferencijalnu jednadzbu ¢emo uvrstiti
yp, Yp 1 y%. Na taj nacin dobivamo sljedeéu jednakost

2a90% + (—4dag + 2a;1)x + (2a2 — 2a; + 2ag) = 2> (5.10)
Nakon izjednacavanja koeficijenata u (5.10) slijedi

1 1 1
ap==, ag=1 1 as==.
0=35 @ 2= 5
. 1 2 PSR . " . y
Tada je yp(z) = 5(3: + 1)” pa opce rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe

1
glasi y(x) = (Cy cosx + Cysinx) e® + 5(90 +1)%

(b) Drugi slucaj. Ako je f(z) eksponencijalna funkcija oblika f(x) = ke®®, k je
konstanta, onda je partikularno rjesenje diferencijalne jednadzbe jednako:

ebx )
— yP(I) = W ako Je b # /\1,)\2,
kxeb® . .
— yp(x) = 0 ako je b= A1 1 b # \g,
k.x2€bx )
- yP(‘T) = P//(b) ako Je b= )\1 = )\27

gdje je P(r) oznaka za polinom na lijevoj strani karekteristicne jednadzbe
odredene diferencijalne jednadzbe.

Diferencijalnoj jednadzbi zadanoj pod (b) najprije rjesavamo pripadnu ho-
mogenu jednadzbu y” — 8y’ + 16y = 0. Njena karakteristicna jednadzba je
A — 8\ + 16 = 0, a njena rjefenja su A\;o = 4. Dakle, vrijedi yg(z) =
C1e*® + Cyze™®.

Az - ... . kax2eb®
Bududi je f(z) = €™, tj. b = A2 = 4 zakljuéujemo da je yp(z) = )
Nadalje, P(\) = A\ —8\+16 pa je P(b) = b? —8b+ 16, odnosno P = 2. Dakle,

.%'2641

2

partikularno rjesenje ove diferencijalne jednadzbe glasi yp(z) =

I2e4x

2

Uvrastavanjem zadanih pocetnih uvjeta u dobiveno opée rjesenje diferencijalne
jednadzbe slijedi da je C; = 01 Cy = 1 pa partikularno rjesenje koje zadovoljava

Tada je opée rjesenje jednako y(z) = Cre’® 4+ Cyzel® +

1
zadane uvjete glasi y(z) = xel® (1 + 595)
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(c) Treéi slucaj. Ako funkcija f(x) ima oblik & sin(mz) ili k cos(mz) onda je njeno
partikularno rjesenje yp(z) = A cos(maz) + Bsin(mz), gdje su A i B nepoznate
konstante.

Za diferencijalnu jednadzbu pod (c) pripadna homogena jednadzba glasi y” +
y = 0. Njena karakteristi¢na jednadzba ima rjesenja A\ 2 = =£i pa je yg(z) =
Cycosz + Cysinz. Bududi je f(z) = 5sin(2z) slijedi m = 2 1 yp(z) =
Acos(2z) + Bsin(2zx). Sada ¢emo yp(x), yp(x) i y}h(x) uvrstiti u zadanu dife-
rencijalnu jednadzbu. Time dolazimo do jednakosti

—3Acos(2z) — 3Bsin(2x) = 5sin(2z). (5.11)
Izjednacavanjem koeficijenata jednakosti (5.11) koji se nalaze uz cos(2z) od-

nosno sin(2x) dobivamo A =01 B = —3pa partikularno rjesenje glasi yp(z) =
)

——=sin(2x).
3 sin(2z)

Dakle, opce rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe je y(z) = Cy cos z4C4 sin x—

5
3 sin(2x).

(d) Cetorti sluéaj. Ako je funkcija f oblika f(z) = P, (x)e"®, gdje je P, oznaka za
polinom n-tog stupnja, onda je

yp = 2° (apa”™ + ... + a1z + agp) b,
gdje je
- SZO, Zab#)\l,)\g,

fs:l,zab:/\l,b;é)\gi
7522,Zab:/\1:)\2,

gdje su A1 i A2 rjeSenja karakteristicne jednadzbe.

Karakteristicna jednadzba diferencijalne jednadzbe zadane pod (d) ima rjesenja
A = 01X = —1pajeyg(r) = Oy + Cre™® Bududi je f(z) = 4a’e”
zakljutujemo n = 2, b = 1 # Ay # A2 pa je s = 0. Dakle, partikularno
rjesenje diferencijalne jednadzbe je oblika yp(x) = (a2x2 4+ a1z + ao) e”. Sada
izratunamo yp i yp te ih, zajedno sa yp uvrstimo u zadanu diferencijalnu
jednadzbu. Dobivamo sljede¢u jednakost

e’ [a2x2 + (4as + a1)x + 2a2 + 2a1 + ao} +-e” [a2x2 + (2a2 + ar1)x + a1 + ao] = 422",

(5.12)
Izjednacavanjem koeficijenata uz odgovarajuce potencije, slijedi da je ag = 7,
a; = —61i a9 = 2.

Dakle, yp(z) = (222 —62+7)e” pa opée riesenje zadane diferencijalne jednadzbe
glasi y(x) = C} + Coe™® + (227 — 62 4 7)e”.

(e) Peti slucaj. Ako je f(x) = e cos(Bz) ili f (z) = e** sin(Bz) onda je
yp = 2" (ag cos(Bx) + bosin(fz)),

gdje je:
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— s =0, ako a %143 nije par kompleksno konjugiranih rjesenja karakteristi¢ne
jednadzbe,

— s = 1, ako je a =i/ jednostruki par kompleksno konjugiranih rjesenja
karakteristicne jednadzbe,

— s = 2, ako je a = i dvostruki par kompleksno konjugiranih rjesenja ka-
rakteristicne jednadzbe.

Rjesenja karakteristicne jednadzbe diferencijalne jednadzbe u zadatku pod (e)
su Ao = =1+ paje yg(x) = Cre P cosx + Cae” *sinz.Kako je zadana
funkcija f oblika f(x) = e“sinz slijedi da je « = 1, f = 1tj. a+if =
1 &£ ¢ Sto nije jednako rjesenju karakteristicne jednadzbe. Zakljucujemo s = 0
i yp(z) = €®(agcosz + bgsinzx). Nakon uvrstavanja izraza za yp, yp i yp u
zadanu diferencijalnu jednadzbu i izjednacavanja koeficijenata uz odgovarajuce

potencije dobivamo da je ap = ~3 iby = 3 tj.

yp(x) = ge”” (—cosz+sinx).

1
Dakle, opce rjesenje glasi y(z) = Cre™* cos z+Cae™ " sin a:—i-ge”” (—cosz +sinx).

5.19 Homogene LDJ viseg reda

"

Odredite opée rjesenje diferencijalne jednadzbe 3" + 3y” + 3y’ +y = 0, te partiku-
larno rjesenje uz pocetne uvjete y(0) =1, y'(0) = 2, i y”’(0) = 3.

Rjesenje. Zadatak rjesavamo analogno kao i homogenu diferencijalnu jednadzbu
drugog reda. Pripadna karakteristicna jednadzba ima oblik A* +3X\%2 + 3\ +1 =10
tj. (r+ 1)3 = 0 pa su njena rjeSenja A 23 = —1. Bududi su sva tri rjesenja
realna i medusobno jednaka, prema [M2, §5.10], opée rjesenje zadane diferencijalne
jednazbe glasi

y(x) = Cre™ + Coze ™ + Cza’e 7.

Nakon uvrstavanja zadanih pocetnih uvjeta u dobiveno opce rjesenje, odnosno nje-
govu prvu i drugu derivaciju dobivamo da je C; = 1, Cy = 3 i C5 = 4, pa trazeno
partikularno rjesenje glasi

y(x) = e 4 3ze™ " 4 4a%e ",

5.20 Princip superpozicije rjesenja

Odredite opée rjesenje diferencijalne jednadzbe y” — 2y’ = €** + 5.

Rjesenje. Ako je desna strana diferencijalne jednadzbe suma vise funkcija

f(@) = fi(x) + f2(x) + - + ful), (5.13)
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a y;, (1 = 1,2,..n), su rjeSenja pojedinih jednadzbi y" + py’ + qy = fi(x), (i =
1,2,...,n), onda je suma

Yy=y1+y2+--+yn
rjesenje jednadzbe (5.13).
Pripadna homogena jednadzba zadane diferencijalne jednadzbe glasi 3" — 2y = 0,
a njena karakteristicna jednadzba A% — 2\ = 0 ima rjesenja A\; = 01 Ay = 2. Dakle,
opée rjesenje homogene diferencijalne jednadzbe je yg(z) = Cy + Coe®*.

Odredimo sada partikularno rjesenje y; za diferencijalnu jednadzbu y” — 2y’ = *.

Prema [M2 vjzbe, §3.18 | y1 ima oblik y; = ”jf,‘zz; Buduéijeb=2= X, k=11
xe2z

2
Za funkciju fo(z) = 5 tj. diferencijalnu jednadzbu y” —2y" = 5 partikularno rjesenje

P’ (2) = 2 zakljuéujemo y; =

ima oblik yo(x) = ax + b, gdje je a — g ib=0. Dakle, y5 = —%x.

Iz svega dobivenog zakljucujemo da opce rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe
5

1
glasi y(x) = Cy + Coe®* + gxeh — 5%

5.21 Metoda varijacije konstanti

Metodom varijacije konstanti odredite opéa rjesenja diferencijalnih jednadzbi

1
(a) y" +y = ——, te provjerite linearnu nezavisnost partikularnih rjesenja,
inx
" / o e’
(b) ¥ =2y +y=—,
x
r—1
(C) y/// + y// — x2
Rjesenja.

(a) Odredimo najprije rjesenje pripadne homogene diferencijalne jednadzbe y” +
y = 0. Njena karakteristicna jednadzba A\* + 1 = 0 ima rjeSenja \; o = +i
pa je rjeSenje homogene diferencijalne jednadzbe yg(x) = C;cosx + Cosinx.
P rema [M2, §5.10], opée rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe ima oblik
y(x) = C1(x) cos z+Cy(x) sin x. Nepoznate funkcije Cy (z) i Ca(z) odredit éemo
iz sljedeceg sustava jednadzbi:

Cl(x)cosz + Cy(z) =0
1
e : ’ _
C(x)sinx 4+ C58x) cos x pr
Slijedi: C7(z) = —1 odnosno C;(z) = —x+ A i Cy(z) = ctgx odnosno Cs(z) =
In |sinz| + B.
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Dakle, opée rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe glasi y(z) = Asinz +
Bceosz—xcosx+sinz-In|sinz|. Da bismo provjerili linearnu nezavisnost par-
tikularnih rjesenja y1(x) = cosx i ya(x) = sinz, prema [M2, §5.10],, izracunat
¢emo vrijednost determinante Wronskoga. Vrijedi

cosr sinz

. =cos’z+sin®x=1#0.
—sinz  cosx

W) =

Zakljucujemo da su partikularna rjesenja linearno nezavisna.

(b) Pripadna homogena diferencijalna jednadzba zadane jednadzbe glasi " — 2y’ +
y = 0. Rjesenja njene karakteristicne jednadzbe \> — 2\ +1 =0su A\jo = 1
pa zakljucujemo da je rjesenje homogene jednadzbe yg(x) = Cre” + Coxe”.
Dakle, opce rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe ima oblik yz) = Cy (z)e” +
Cy(z)ze” pa éemo, u svrhu odredivanja nepoznatih funkcija Cy(z) i Co(x),
rijesiti sljedeéi sustav jednadzbi:

Cl(z)e” + Cy(z)ze® =

Ci(z)e” + Ch(z)(e* + ze®) =

SHIERE

Slijedi: C4(x) = —x+ A, C2(x) = In|z| + B pa opce rjesenje zadane jednadzbe
glasi y(x) = e*(A + Bx) + xze”(In |z] — 1).

(¢) Analogno kao u prethodna dva zadatka rijesit ¢emo najprije pripadnu homo-
genu diferencijalnu jednadzbu na nacin da joj pridruzimo njenu karakteristi¢nu
jednadzbu A*4+\? = 0. RjeSenja karakteristicne jednadzbe su A\; 2 = 0, A3 = —1
pa rjesenje homogene diferencijalne jednadzbe glasi yg (z) = C1 +xCs+e *Cs.
Sada zakljucujemo da opce rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe ima oblik
yr) = Ci(x) + 2Cs(xz) + e~ *Cs(x). Nepoznate funkcije Cy(x), Ca(x) 1 Cs(x)
odredujemo iz sljedeéeg sustava jednadzbi

O () + 20Y(x) + Cha)e ™ =0
Ch(z) — C4(z)e ™™ =0

r—1

1
Rjesavanjem jednadzbi iz sustava dobivamo da je Cy () = —— —x+ A, Ca(x) =
x

1 1

In|z| + — + B i Cs(z) = —e” 4+ C. Dakle, opée rjesenje zadane diferencijalne
T T

jednadzbe glasi y(z) = A+ Bx 4+ Ce ™ —ax + xln|x| + 1.

5.22 Sustavi diferencijalnih jednadzbi

(a) Rijesite sustav difrencijalnih jednadzbi

dr 1
a Y

d
—y:x—i-l.

dt
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Rjesenje. Rjesenje sustava, tj. nepoznate funkeije :(¢) i y(t), odredit éemo na
na¢in da najprije iz prve jednadzbe sustava izrazimo jednu funkciju. Tada je,
npr.

dx
=—0 - 5.14
y= (5.14)
. : o . N . dy  d*x
Dobivenu jednadzbu ¢emo derivirati po varijabli ¢. Slijedi TR Sada,

d
izraze dobivene za y i Y vrstavamo u drugu po redu jednadzbu zadanog

sustava. Dobivamo sljedeé¢u diferencijalnu jednadzbu

A2z

(5.15) je linearna nehomogena diferencijalna jednadzba drugog reda s kons-
tantnim koeficijentima pa ju rijesitavamo tak20 da najprije odredimo rjesenje
dt?
karakteristicne jednadzbe su A; 2 = %1 pa je rjeSenje homogene diferencijalne
jednadzbe zp(t) = Cre' + Cze”'. Buduéi je desna strana jednadzbe (5.15)
polinom nultog stupnja, zaklju¢ujemo da je partikularno rjesenje takoder po-
linom nultog stupnja oblika zp(t) = A, A je konstanta. Uvrstavanjem zp u
(5.15) dobivamo da je A_1 pa je opée rjesenje diferencijalne jednadzbe (5.15)
z(t) = Cre' + Cze™" — 1. Sada, iz (5.14) i dobivenog rjesenja za funkciju z(t),
slijedi y(t) = Cre' — Coe™" — 1.

pripadne homogene diferencijalne jednazbe —x = 0. RjeSenja pripadne

Odredite ono rjesenje sustava

dx

E+3x+y—0
dy
[

koje zadovoljava pocetne uvjete 2(0) = 1, y(0) = 1.
RjeSenje. Primjenit ¢emo isti postupak kao u zadatku pod (a). Iz prve jed-
nadzbe sustava slijedi

y(t) = —= = 3x (5.16)

d d? d
i d—i = _Wf — 3d—f. Uvrstavanjem tih dviju jednakosti u drugu jednadzbu
sustava dobivamo 2 p
x x
— +4— +4x=0. 5.17
az e T (5.17)

(5.17) je linearna homogena diferencijalna jednadzba drugog reda s konstantnim
koeficijentima. RjeSenja njene karaktaristi¢ne jednadzbe su A; » = —2 pa je opée
rjesenje jednadzbe (5.17) z(t) = Cre ?' +Cyte 2. 1z (5.16) i dobivenog rjesenja
x(t) slijedi y(t) = —Cre 2 — Cae 2! —Oyte 2", Iskoristimo sada zadane pocetne
uvjete. Iz £(0) = 1 dobivamo da je C1 =1, aiz y(0) = 1 da je Cy = —2. Dakle,
partikularno rjesenje diferencijalne jednadzbe koje zadovoljava dane pocetne
uvjete glasi z(t) = (1 — 2t)e 2, y(t) = (1 + 2t)e 2.
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(c) Odredite opée rjesenje sustava diferencijalnih jednadzbi

dx

T _3-2
dt 4
dy

29— 9t
a7

Rjesenje. Analognim postupkom kao u prethodna dva primjera iz prve jed-

1 da:+3t dy 1 dx Uvrt .
——+—te — = ——-—. Uvrstavanjem
. T A T2 g T Ty g e
u drugu jednadzbu sustava dobivamo linearnu nehomogenu diferencijalnu jed-

nadzbe sustava slijedi da je y(t) = —

nadzbu drugog reda s konstantnim koeficijentima koja glasi d—f + 4x = 4t.
Rjesenje pripadne homogene diferencijalne jednadzbe je zp(t) = C cos(2t) +
Cysin(2t). Matodom neodredenih koeficijenata ili metodom varijacije kons-
tanti jednostavno se pokazuje da je opce rjesenje za funkciju x(¢) dano sa
x(t) = Cycos(2t) + Cysin(2t) + t. Uvrstavanjem dobivenog rjesenja natrag
u prvu jednadzbu sustava slijedi i opée rjesenje za funkciju y(t) koje glasi
y(t) = Cy sin(2t) — Cy cos(2t) + 1.

5.23 Lovac-plijen jednadzba

Populacija ptica (lovci) i insekata (plijen) modelirana je jednadzbama

d

d—f = 0.4z — 0.002zy

d

d_i = —0.2y + 0.000008zy.

Odredite rjesenja ravnoteze (konstantna rjesenja) i objasniti njihovo znacenje?

Rjesenje. Konstantna rjeSenja dobivamo rjeSavanjem sustava jednadzbi

dx
Z =0
dt
dy
— =0.
dt

Dakle, uvrstavanjem zadanih podataka u sustav rjeSenja ravnoteze dobivamo sljedece
jednadzbe

0.4x — 0.0022y =0
—0.2y + 0.000008zy = 0.

Izlucivanjem zajednickih faktora u jednadzbama dobivamo

2(0.4 — 0.002y) = 0
y(—0.2 4 0.000008z) = 0.
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Dakle, prvo rjesenje sustava je z = 0, y = 0 ali ono je u kontradikciji sa zadanim
podacima pa ga odbacujemo. Drugo rjesenje sustava glasi x = 25000, y = 200 pa
zakljucujemo da ¢emo uravnotezenost populacije posti¢i sa brojem od 200 ptica i
25000 insekata, tj. 25000 insekata je dovoljno da odrzi konstantnom populaciju od
200 ptica.

5.24 Zadaci za vjezbu

1.

10. y

11.

12.

1
Provijerite da li je p(z) = — rjesenje diferencijalne jednadzbe y” = 2% + 2.
T

2 2

. Odredite diferencijalnu jednadzbu za familiju krivulja :C_2 + yz =1.
c
Odredite krivulju iz familije krivulja y = ¢ sin(z — ¢2), koja zadovoljava

pocetne uvjete y(m) =1, y/(w) = 0.

dpP P
Populacija je modelirana diferencijalnom jednadzbom o 1.2P <1 - m)

(a) Za koje vrijednosti od P populacija raste?

(b) Za koje vrijednosti od P populacija pada?

Kola¢ je izvaden iz pec¢nice na 200°C. Nakon 10 minuta temperatura kolaca
bila je 150°C'". Za koliko ¢e vremena kolac biti na temperaturi od 30°C ako je
sobna temperatura 20°C'?

Vrijeme poluraspada izotopa stroncija ?°Sr je 25 godina. Poéetna masa uzorka
9087 je 18 mg.

(a) Izracunajte masu koja ostaje nakon ¢ godina.

(b) Koliko vremena treba da se masa smanji na 2 mg?
Odredite opée rjesenje diferencijalne jednadzbe y'z3 = 2y.
Odredite opée rjesenje diferencijalne jednadzbe zy’ + y = 3.

Nadite partikularno rjesenje diferencijalne jednadzbe e¥(1 + x2)dy —2z(1+
e¥)dx = 0 uz pocetni uvjet y(0) = 0.

Odredite opce rjesenje diferencijalnih jednadzbi:

;Y
_xQ_yQ'

(y' - E) arctgg =1
x T

e —y+4)dy+(x—2y+5)de =0
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13.

14.

15.
16.
17.

18.
19.
20.
21.

22.

23.
24.
25.
26.

27.

28.

29.

30.

31.
32.

3

w

J = 1—-3z—-3y
l+x+y
(2% — y)dx + (y* — x)dy = 0

2y Inydr + (2® +y*\/y2 + Ddy =0, X = \(y)
(zcosy —ysiny)dy + (zsiny + ycosy) dr = 0, A = A\(z).

Odredite jednadzbu ortogonalne trajektorije familije krivulja 2 + y? = 2ax
koja prolazi kroz tocku (1,1).

Odredite ortogonalne trajektorije familije krivulja y? = az.

Nadite ortogonalne trajektorije familije krivulja xy = a.

Odredite singularna rjesenja jednadzbe y2(y')* + 4> — 1 =0

Odredite opée rjesenje diferencijalne jednadzbe 3’ 4+ ycosx = sinzcosz, te

partikularno rjesenje koje zadovoljava uvjet y(§) =1

Odredite opce rjesenje diferencijalne jednadzbe (1 — xz) y +2xy —4x = 0, te
partikularno rjesenje koje zadovoljava uvjet y(0) = —1.

Odredite opce rjesenje diferencijalnih jednadzbi:
zy 4+ (x+ 1)y =32%e®

y=ux(y —xcosz)

Y +ay = a3y?

y' —ytgx = y* cos .

YRR
Odredite opée rjesenje diferencijalne jednadzbe xy’ — y (2ylnz —1) = 0, te
partikularno rjesenje koje zadovoljava uvjet y(1) = 1.

Eulerovom metodom s korakom 0.5 izra¢unajte pribliznu vrijednost y (2) ako
je y =y (x) rjeSenje pocetnog problema y’ = wsin(z +y), y(-1)=1.

Eulerovom metodom s korakom 0.2 izrac¢unajte pribliznu vrijednost y (1) ako
je y = y () rjesenje pocetnog problema y' = 2zy?*, 1y (0) = 1.

Odredite opce rjesenje diferencijalnih jednadzbi:

2 3

Yy’ = 2sinz cos® x — sin’ x
(1 +a)y"+y =0

v +2y(y)* =0
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34. 2y —y' —y =0

35. 3y + 6y + 13y = 0.

36. Odredite opée rjesenje diferencijalne jednadzbe " + 2y’ + by = 0, te partiku-
larno rjesenje uz pocetne uvjete y(0) = 0, y'(0) = 1.

Odredite opce rjesenje diferencijalnih jednadzbi:

37y =2 =2 -z

38. Y =2 +y=e*

39. y"” — 2y’ + 10y = 37 cos(3x)

40. 2y —y' —y = 4ze®*.

41. Odredite opce rjesenje diferencijalne jednadzbe y(4) — 81y = 27e~ 3%,

42. Odredite opée rjedenje diferencijalne jednadzbe y” — 4y’ + 4y = sin(2z) + **.

43. Metodom varijacije konstanti odredite opce rjes enje diferencijalne jednadzbe
y' 2ty =Vae "

44. Metodom varijacije konstanti odredite opce rjesenje diferencijalne jednadzbe
vV'ty=—=—.

sin” x

45. Odredite opée rjesenje diferencijalne jednadzbe 3" + 4y’ + 4y = e >“ In 2 me-
todom varijacije konstanti.

46. Odredite opée rjesenje diferencijalne jednadzbe y” — 3y’ + 2y = (3 — 4x)
metodom varijacije konstanti te Provjerite linearnu nezavisnost partikularnih
rjeSenja.

47. Rijesite sustav diferencijalnih jednadzbi

dy
w ~ YT
dz ot
— = = z.
dx 4
48. Odredite ono rjesenje sustava diferencijalnih jednadzbi

dy

2 = 3y

dt =Y

% = +z+e
dt - y )

koje zadovoljava pocetne uvjete y(0) = 0, z(0) = 0.
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49. Rijesite sustav diferencijalnih jednadzbi

d

—y—|—2y—|—z = sinx
dx

d

—Z—4y—2z = COSZT.
dx

50. Populacije biljnih usiju (eng. aphids) i bubamara (eng. ladybugs) modelirane
su jednadzbama

dA

— = 2A-0.01AL
dt
dL
— = —0.5L+0.0001AL.
dt
(a) Odredite rjeSenja ravnoteze i objasnite njihovo znacenje
dL
b) Odredite i —_—.
(b) redite izraz za ——

5.25 RjeSenja zadataka za vjezbu

1. Ne.
2. —ayy +y° =4
3. y= —cosz.

4. (a) 0 < P <4200,
(b) P > 4200.

5. t = 88.93.

6. (a) m(t)=18- e stn2

In9
b) t =25—.
(b) In2
_
7. y=ce =2
1
8. y= .
4 1—cx

9. y=In[c(1+2%) —1], c=2, y =In(2z% +1).
10. 2¢%In(cy) + 2% = 0.

1
1. ¢ arctgg = —In(z* +y*) +Inc.
T r 2

12. (z4+y—1)3=c(x—y+3).

13. 3z +y+2Injz+y—1|=c.
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1 1
14. gxg —xy + gyg =c.

15. leny—i-%(yQ—l—l)% =c

16. y = (zsiny 4+ ycosy —siny) e* = c.
17 22+ (y—1)? = 1.

18. 222 +¢* = 2.

19. 2 —y? =c.

20, y=1,y=-1.

l—sinx

21. y=sinx —1+ce ,c=e, y=sinx—1+e
22. y=2+4c(l—2%),c=-3,y=2-3(1—-2%).
23. xy = (x3—|—c) e ",

24. y=cx+zsinz.

1
25, Y= .
V1+ 22+ ce*
1
26. ¢ = - .
Vecos3x — 3sinx cos
1
27 y = ———.
1 1
28.

4 2(1n:v+1)+c:v’c Y 2(Inz +1)— =z
29. y ~ 1.05484
30. y ~ 4.28982

1
3l. y= gsin3x+clx—|—02.

32. y=ciIn(z+ 1) + ca.

33. 3z =9* + 1y + co.

34, y=ce’ + 028_%:”.

35. y = e 3%(cq cos(2x) + cp sin(22)).

36. y = e “(c1cos(2z) + c28in(2w)), y = 277 sin(22).
3

37 y=01 + 9 — 5

38. y = c1€° + coxe® + 2%,
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39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

y = (c1 cos(3x) + o 8in(3z))e” + cos(3x) — 6sin(3z).

= c1e” + cpe 2 + éx—§ e*®
y=a 2 57 25 '
y(x) = C1€3x + (02 — %) e3¢ €3 COST + cysinx.
2x 2x 1 1 2 2x
y(x) =c1e”” 4+ coxre™ + g COS(2I) + 517 e .
4 5 _ _ _
y(x) = 1—5x2e T+ Be "+ Aze ",

2 1
y(x) = C(?S - - + Asinz + Bcosz.
sinx 2sinx

1
y(z) = e (§x2 Inz — ng + Az + B)_

y(z) = Ae** + Be” + e”(22° + 1).

1 1
y(@) =1 + 2™ — 1(552 +z), z(x) =ce® —cr + Z(:c2 —x—1).

1 3 2 1 3
y(t) = —e7 e Je, 2(t) = —gef - pen M+ e

y(z) =1 + cox 4+ 2sinz, z(t) = —2¢1 — c2(2x + 1) — 3sinz — 2 cos x.

dL  —0.5L+ 0.0001AL
(a) L =200, A = 5000, (b) = oAl
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6.1 Problem najmanjih kvadrata

6.1.1 Linearna regresija

U tablici su navedeni podaci o broju utrosenih minuta na pozive u nepokretnoj i
pokretnim telefonskim mrezama (u milijunima) kroz godine:

godina 2006 2007 2008 2009 2010
nepokretna m. | 8515 5392 5557 5276 5099
pokretne m. 4115 4985 5657 5981 5937

Uz pretpostavku da se radi o linearnoj ovisnosti, izracunajte regresijske pravce i
predvidite odnos broja utroSenih minuta u nepokretnoj i pokretnim telefonskim
mrezama na pozive u 2012. godini.

Rjesenje.

Pronadimo najprije regresijski pravac y = kx+l za tocke T (2006, 8515), T»(2007, 5392),
T5(2008, 5557), T4(2009, 5276) 1 T5(2010, 5099).

Prema [M2, §6.1.1], pravac y = ka + [ ¢e "najbolje” prolaziti kroz zadane tocke
ako su k i [ rjeSenja preodredenog sustava
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2006k + [ = 8515
2007k + I = 5392
2008k + I = 5557
2009k + [ = 5276
2010k + I = 5099
ili u matri¢nom obliku
Ax = b,
gdje je
2006 1 8515
2007 1
2007 1 5392
A= i b = (5557
2008 1
5276
2009 1 5099
2010 1

Rjesenje sustava u smislu najmanjih kvadrata dobit ¢emo kao rjeSenje normalne
jednadzbe

AT Ax = ATb.
Vrijedi

AT A [20160330 10040} CTy [59909764]

10040 5 29839

pa smo dobili sustav od dvije jednadzbe s dvije nepoznanice

20160330 10040| |kE| _ |59909 764
10040 5 Il | 29839

koji ima jedinstveno rjesenje

Kl rgeigre L[5 ~10040 ] [59909764] [ —694.8
M =@ ATATb =5 10040 20160330] | 29839 |~ |1401126.2)°

Jednadzba regresijskog pravca je
y = —694.8z + 1401 126.2,

a broj utrosenih minuta na pozive u nepokretnoj mrezi (koji se s vremenom sma-
njuje) u 2012. godini bi trebao biti otprilike

y(2012) = —694.8 - 2012 + 1401 126.2 = 3188.6 .
Na isti nacin pronaéi ¢emo i drugi regresijski pravac (za to¢ ke S7(2006,4115),
S2(2007,4985), S3(2008,5657), S4(2009,5981) i S5(2010,5937)).

Kao i u prvom sluéaju, prema [M2, §6.1.1], pravac y = kxz+1 ée "najbolje” prolaziti
kroz zadane tocke ako su k i [ rjesenja preodredenog sustava
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2006k + | = 4115
2007k + I = 4985
2008k + | = 5657
2009k + | = 5981
2010k + | = 5937

ili u matriénom obliku

Ax = b,

gdje je
2006 1 4115
2007 1 4985

A= 12008 1 i b= | 5657

2009 1 5981
2010 1 5937

Vrijedi

r,  [20160330 10040) . ,r, [53568040
AA_{ 10 040 5 boA= 106675 |0

pa normalna jednadzba glasi

20160330 10040| |k|  |53568040
10040 5 Il | 26675

Rjesenje jednadzbe je

1 [ 5 —10040} [53568040] _[ 464 ]

] Y N Y N
{l] =47 4)7 4 b_50 —10040 20160330 26 675 —926377| "

Prema tome, jednadzba regresijskog pravca je
y = 464x — 926 377,

a broj utrosenih minuta na pozive u pokretnoj mrezi (koji se s vremenom povecava)
u 2012. godini bi trebao biti otprilike

y(2012) = 464 - 2012 — 926 377 = 7 191.

6.2 QR rastav

6.2.1 QR rastav vektora i matrice

(a) Zadana je tocka T'(10,20,20). Odredite tocku 7" na negativnom dijelu osi x
tako da bude ||rr|| = ||r7||. Odredite odgovarajuéu Householderovu matricu
H koja ¢e vektor rp preslikati u rp-.
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(b) Primjenom Householderovih transformacija matricu

10 9 18
20 —-15 -—15
20 —-12 51

transformirajte u gornju trokutastu matricu.

Rjesenje.
10

(a) Norma radij vektora rp = [20]| tocke T(10,20,20) je [[rr|, = 30.
20

Buduéi de se tocka T” nalazi na negativnom dijelu osi apscisa, ordinata i aplikata
su joj 0. Od ishodista je jednako udaljena kao i tocka T, pa joj je apscisa —30,
odnosno 7"(—30,0,0).

Sada vektor r moramo zarotirati u ryv, $to znaci da moramo pronaéi matricu
H za koju je

10 —-30
H {200 =10
20 0

2
Prema [M2, §6.2.1], takva matrica H je dana s H = I — TVVT, gdje je
vlv

v =rp — rp. Dakle,

40 -1 -2 -2
v= {20 i H=-1-2 2 -1
20 -2 -1 2
Lako se provjeri da je
-30
HI‘TZ 0
0

(b) QR rastav matrice nalazimo uzastopnom primjenom QR rastava vektora, [M2,
§6.2.2].

U prethodnom zadatku pronasli smo Householderov reflektor

1 -1 -2 =2

H = 3 -2 2 -1
-2 -1 2

—-30

koji prvi stupac matrice A rotira u vektor | 0
0
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Kod QR rastava vektora, matrica @@ je upravo Householderov reflektor, pa je

QR rastav prvog stupca matrice A

10 -1 —2 —2] [-30
20| = 3 -2 2 -1 0
20 -2 -1 2 0
Oznac¢imo H; = Q1 = H. Vrijedi
[ =30 x x -30 15
QA= 0 =10 -12
0 42 0 -9

Sada pronadimo Householderov reflektor Hs pridruzen prvom stupcu as

[__192] matrice Ay = —12 _39}

-9 27

-30
-39
27

Norma vektora as je [|az|, = 15, §to znaci da vektor ap treba zarotirati u

0
izbjegne oduzimanje. U naSem slucaju to je +.

Dakle,

[115

|12 15| =27 . - 2 T
o [ [) - [5] et -
Stavimo
5 0 0
1
Q2 = |:1 i ] = g 0 —4 -3
? 0 -3 4
Sada je
-30 15 -30
Q20Q1A=1| 0 15 15 | =R.
0 0 45
Matrica @ je jednaka
-5 14 2
@Q1Q2 = 5 |70 -5 —10f,
-15 -2 11
i QR rastav matrice A glasi
10 9 18 1 -5 14 2 -30 15
20 —15 —15| = IR -10 -5 -—10 0 15
20 —12 51 -15 -2 11 0 0

-30
15
45

}. Predznak se u praksi (zbog numericke stabilnosti) bira tako da se
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6.2.2 Rjesavanje problema najmanjih kvadrata uz pomoé QR
rastava

Metodom najmanjih kvadrata uz pomoé¢ QR algoritma rijesite preodredeni sustav
Ax = b, gdje je

2 0 1
0 0 1
A= 9 9 i b= 1
1 2 1
Rjesenje.
Pronadimo najprije QR rastav matrice A.
a;=[2 0 2 1]" trebamo zarotirati u by =[—3 0 0 0]" jer je [lay|| = 3.

vi=a;—b =[50 2 1]"i
-10 0 —10 -5

2 . 110 15 0 0
==l vivi =510 0 11 -2
-5 0 -2 14
Vrijedi
3] x -3 -2
0 0 0
@A= o |4, | T o0 ¢
0 (.

Sada pronadimo Householderov reflektor Hy pridruzen vektoru A; = a; =

|—|| wljoeioy O©
[\

Norma vektora as je ||az||, = 2, $to znaci da vektor ay treba zarotiratiu by = | 0
0
Dakle,
2 9 1 0 —-15 -20
vi=ap—by=|8| i Hy=I-——vyvj =—|-15 16 —12
8 V3 V2 1 90 —12 9

Stavimo

25 0 0 0

! 1o 0 -15 -20
QQ‘{ Hg]__5 0 —15 16 -—12
0 -20 —12 9
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Sada je
-3 -2
0 -2
QA= |, =R
0 0

Matrica @ je jednaka

-10 10 -4 3

1|0 0 -9 —12

5|-10 -5 8 —6|"
-5 —-10 -8 6

Q1Q2 =

i QR rastav matrice A glasi

-10 10 -4 3 -3 =2
1 0 0 -9 -12 0 -2
15 (-10 -5 8 —6 0 0
-5 —-10 -8 6 0 0

— o O N
O N OO
\

Rijesimo sada sustav Ax = b. Zamijenimo li A s QR, zbog ortogonalnosti matrice
Q@ vrijedi

QRx =0,
odnosno

Rz = QTb.

Prema [M2, §6.2.4], dovoljno je rijesiti sustav

Roz = QJ'b,
gdje su
—10 10
-3 -2 1]o0 0
RO_[O —2} Q=151 10 -
-5 —10
Vrijedi
1
e 1 [-10 0 —10 =571 -2
Ob:_ = ? ’
5110 0 -5 —10| |1 -1
1

i rjeSenje sustava

a time ujedno i rjeSenje polaznog sustava u smislu najmanjih kvadrata je

[
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6.2.3 Zadaci za vjezbu

1.

Metodom najmanjih kvadrata nadite funkciju oblika y(z) = alnz + b koja
aproksimira sljedeéi skup podataka (tocaka):

v || 1| 2] 3| 4]5
yi 0517 ]24[29]33

. Metodom najmanjih kvadrata nadite funkciju oblika y(x) = a\/z + b koja

aproksimira sljedeéi skup podataka (tocaka):

|| 1| 2] 3| 4]5
yi | 17]24]29]32]36

. Izracunajte QR rastav matrice

0 1 1
A=11 1 2
0 0 3
2 3 2
NekajeA= |1 -1 2
2 8 9
a) Izracunajte QR rastav matrice A;
8
b) Koristeéi QR rastav rijesite sustav Az = | —21|.
6
-3 2 3
NekajeA=]0 3 —4
4 4 1
a) Izracunajte QR rastav matrice A;
5
b) Koristeéi QR rastav rijesite sustav Az = | —11].
5
12 10 3
NekajeA=16 6 6
4 3 3
a) Izracunajte QR rastav matrice A;
7
b) Koristeéi QR rastav rijesite sustav Az = |0].

0



6.2 QR rastav 143

7. Zadane su tocke u ravnini:
(1,3.5), (2,4.9), (3,6.8), (4,9.3), (5,10.9), (6,13.4), (7,15.1), (8,16.7), (9,19)

Aproksimirajte tocke pravcem y = ag + a1z metodom najmanjih kvadrata
koriste¢i QR rastav matrice.

8. Odredite x koji minimizira normu ||Ax — bl|z koriste¢i metodu najmanjih
kvadrata uz pomoé¢ QR rastava.

-4 10 -5
0 3 3
A= 4 —-10| ~’ b= 0
2 =5 -1

6.2.4 Rjesenja zadataka za vjezbu
1. y(x) = 1.736857Inx + 0.497221

2. y(z) = 1.511312+/(z) + 0.226336

01 0]t 1 2
3. A=QR=[1 0 0| |0 1 1
00 1/|0 0 3
L2 -1 21378 25
4 A=QR=g|1 -2 2|10 5 4f x=7116
2 2 1|0 0 3 —14
0.6 064 0487 [5 2 -1 [0
5 A=QR=| 0 06 -08|]0 5 0], x=]|1
0.8 048 036| |0 0 5 1

857142 —285714 —428571] [14 12 6

6. A=QR=999999 428571 857142 285714 o 1 3},
285714 —428571 857142 | |0 0 3
0
x= 1|1

7.y =1.225 + 1.968333x
8. x = [31]






