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Predgovor prvom izdanju
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dataka iz Matematike I odobrena je kao pomoéni univerzitetski udzbenik.
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Slobodni vektori

e U skupu E? uredenih parova tacaka prostora E definisemo relaciju p na

slede¢i nacin
a) Akoje A= Bili C = D, tada je (A,B)p(C,D) & A=BiC=D.

b) Ako je A# BiC # D, tada je (4, B)p(C,D) < (duz AB je para-
lelna, podudarna i isto orijentisana kao duz CD).

Relacija p je relacija ekvivalencije. Klase ekvivalencije u odnosu na relaciju
p zovu se slobodni vektori. Skup svih slobodnih vektora oznacava¢emo
sa V.

Vektor ¢iji je predstavnik (A, B) oznacava¢emo sa ﬁ, ili krace sa da.
B

A

Intenzitet vektora AD je merni broj duzi AB i oznacava se sa \1@|

Pravac vektora AD je pravac odreden tackama A i B.
Smer vektora E, (A # B) je od tacke A do tacke B.
Vektor ¢iji je intenzitet jednak 1 naziva se jediniéni vektor.

Vektori su jednaki ako su im jednaki pravac, smer i intenzitet.

Vektor kod kojeg je A = B zva¢emo nula vektor i oznacavati sa 0 ili 0.
Intenzitet nula vektora je 0, a pravac i smer se ne definigu.

Vektor koji ima isti pravac i intenzitet kao vektor AB. a suprotan smer,
je vektor BA i naziva se suprotan vektor vektora AB.
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1. SLOBODNI VEKTORI

e U skupu V definisemo operaciju sabiranja vektora + na sledeé¢i nacin:

AB +CD = AE
gdejeﬁ:@.

A B C

e Ugao ¢ izmedu vektora d = OAib=0B je ugao ZAOB pri ¢emu se
dogovorno uzima da je 0 < ¢ < 7.

e Proizvod vektora a # 0 i skalara A #£ 0, A € R je vektor A-d koji ima

a) isti pravac kao i vektor @,
b) intenzitet |A||d@| i

c) isti smer kao i vektor @ ako je A > 0, a suprotan ako je A < 0.
Akojea=0ili A =0, tada je A-a@ = 0.

e Vektor s = aydy + ...+ a,dy, gde su ag,...,a, € R skalari, se naziva
linearna komblnacua vektora d1, ..., d,.

e Dva vektora @ i b su kolinearna ako i samo ako imaju isti pravac.
Nula vektor je kolinearan sa svakim vektorom.

e Nula vektor je normalan na svaki vektor.

e Za tri ne nula vektora kazemo da su koplanarni ako i samo ako su para-
lelni sa jednom ravni.

e Skalarni proizvod vektora @ i b, u oznaci @ - b definise se

-,

i b= |Hb\c054( ).

Osobine skalarnog proizvoda:

a

=

a -

VaeR ai-b) = (ad)-b=d- (ab),
e)d-(b+d)=a-b+a-é

[N

)
)
c) @lb< d-b=0, (uslov normalnosti, ortogonalnosti),
) -
)
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Na osnovu definicije skalarnog proizvoda imamo da se ugao izmedu vektora
a i b moze racunati na slede¢i nacin

L
S

-,

Z(d,b) = arccos —=-, 0 < Z(a, b) < .
|al|b]

e Neka je d # 0. Tada je projekcija vektora b na vektor @ definisana sa:

e Vektorski proizvod vektora d i b je vektor, u oznaci @ X b, odreden na
slededi nacin:

-

b| | sin £(a@, b
(@ % b)Lb,

— -
—

¢) vektori @, b i d x b ¢ine desni sistem vektora.

3

Osobine vektorskog proizvoda:

a) @xb=—(bxa),

b) (Vo € R) a(@ x b) = (ad@) x b= a x (ab),

¢) @b« @ x b=0 (uslov paralelnosti),

d) dxa=0,

e) Intenzitet vektorskog proizvoda dva nekolinearna vektora jednak je

povrsini paralelograma koji je konstruisan nad tim vektorima.
e MesSoviti proizvod vektora d, bic je skalarni proizvod vektora @ i b x c,
tj.
a-(bxa).

Osobine mesovitog proizvoda:

a) Vektori @, bi &@su koplanarni < @-(bx &) = 0 (uslov koplanarnosti),

b) Apsolutna vrednost mesovitog proizvoda tri nekoplanarna vektora
jednaka je zapremini paralelepipeda koji je konstruisan nad vek-
torima d, b i ¢ kao ivicama.

e Dekartov (pravougli) koordinatni sistem u prostoru je odreden, ako su
- Date tri prave koje se obi¢no nazivaju x, y i z i svake dve se seku
pod pravim uglom u tacki O(0,0,0).
- Na svakoj od datih pravih izabran je jedan smer i nazvan pozitivan.

- Na pozitivnim smerovima pravih z, y i z izabrane su tacke F1(1,0,0),
E5(0,1,0) 1 E5(0,0,1) redom.
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1. SLOBODNI VEKTORI

Prava z se naziva x-osa ili apscisa. Prava y se naziva y-osa ili ordinata.
Prava z se naziva z-osa ili aplikata. Tactka O se naziva koordinatni
pocetak.

Uvedimo oznake i'= OF1, 7= OF5 i k= OF;s.

=,

Vektori (7,7, k), sa koordinatnim pocetkom O, ¢ine desni sistem vek-
tora, Sto znaci da rotacija vektora i, ka vektoru 7, oko tacke O, u ravni
odredenoj vektorima 7’1 7, ima najkra¢i put u smeru suprotnom kretanju
kazaljke na satu, gledano sa krajnje tacke vektora k.

=
=4

~
<

X

Svakoj tacki M (x,y, z) u prostoru odgovara vektor OM koji se zove vek-

tor polozaja tacke M i on ima oblik OM = v+ yr+ zk. U daljem tekstu
vektor polozaja tacke M oznacava¢emo sa OM = (z,y, 2).
Vektor @, odreden tackama A(x1,y1,21) 1 B(xa,ys,22) ima oblik

z@ = (v2 — x1,Y2 — Y1,22 — 21)-
Za proizvoljne vektore @ = (a1, a2, as), b= (b1,b2,b3) i €= (c1,¢0,c3) 1
skalar A € R vazi:

a) a:bﬁalibl, a2:b2, (Ig:bg,

)\((Ll, as, (Lg) = ()\al, )\042, )\ag),

e) |d| = a2+ a3 + a3,
. T 7 k
f) axb=1a a asz | = (a2b3 — agbz);— (a1b3 - (lgbﬂj—‘r (a1b2 -
by by bs
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. ap ay as
g) d-(bxé)=| b1 by bg | =aibacs+ agbzci + asbico — agbacy —
¢ C2 C3
a1b302 — CLlecg.

Zadaci

1. Naéi intenzitet vektora @ = j— 27 ako je [p|=2, |7l =+3 i
2(p,q) = §-
Resenge:
Intenzitet vektora @ izrac¢unavamo koristeéi osobine skalarnog proizvoda.
d*=a-a=(F-29) (p-29) =

=p-P—2p-q—2¢-p+4q-q.
Koriste¢i poznate osobine skalarnog proizvoda §- ¢ = ¢- p, |p]> = p- P, kao
i definiciju skalarnog proizvoda p'- ¢ = |p]|q] cos Z(p, ¢) imamo da je

ja@* = |p1* — 45 ¢+ 4|1 = [p1* — 4Ip1lq] cos £(7, @) + 4Iq1* =

:22—4-2\/§cos%+4(\/§)2 =4,

odakle sledi da je
la| = 2.

2. Neka su p'= am + 27l i ¢ = 5m — 477 ortogonalni vektori, gde su m
i 771 jedini¢ni vektori.

a) Ako su 7 i 7i ortogonalni vektori odrediti a.

b) Za o =1 naéi ugao izmedu vektora i i 7.

Resenje:

Kako su p'i ¢ ortogonalni vektori njihov skalarni proizvod je jednak nuli
(p-¢=0). Koristeéi osobine skalarnog proizvoda, dobijamo da vazi:

PG = (ot + 2i1) (51 — 4i7) = 5alm|? + (10 — 4a)m - 7 — 8|7|* = 0.
Kako je |m| = |7i| = 1, vazi

5o+ (10 — 4oy - 77 — 8 = 0.
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a) Na osnovu uslova zadatka m i 7 su ortogonalni vektori, tako da je
m -1 = 0. UvrStavanjem u prethodnu jednakost dobijamo da je

b) Za o = 1 imamo
5|12 + 6|m||7| cos Z (1, 77) — 8|7i|* = 0,
5+ 6cos Z(m, ) — 8 =0,

odakle sledi cos Z(m, ) = %, pa je trazeni ugao

£, 1) = g

3. Dati su nekolinearni vektori @ i b. Neka je = ad + 5b i qd=3ad— b.
Odrediti parametar o tako da su vektori p' i ¢ kolinearni.
Resenge:

Da bi vektori p'i ¢ bili kolinearni, njihov vektorski proizvod treba da bude
jednak nuli, tj.

-, -,

(a@ + 5b) x (3G — b) = 0.

Koristeéi osobine vektorskog proizvoda imamo da je
3a@ X @ —ad x b+ 15bx @—5b x b=0,
akakoje@x@=bxb=0 1 @xb=—bx @ sledi
(154 a)(b x @) = 0.
Kako su @ i b nekolinearni vektori to znaci da b x @ # 0, pa sledi da je

o= —15.

4. Data su tri uzastopna temena paralelograma ABCD: A(—3,—2,0),
B(3,-3,1) i C(5,0,2). Odrediti koordinate ¢etvrtog temena.
Resenge:

Neka je D(x,y, z) trazeno teme. Koristeéi osobine paralelograma, imamo
da vazi
AB = DC.
Kako je AB = OB — OA i DC = OC — OD, sledi
OB - 0A=0C - 0D, {j.
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3-(-3), -3-(-2),1-0=06-2,0—y, 2—2)
6, -1, 1)=05b-z, -y, 2—2).
Izjednacavanjem odgovarajucih koordinata dobijamo sistem jednacina
5—x=6, —y=-1, 2—-—2z=1,
Cije resenje je x = —1, y =1, z =1, pa je trazeno teme paralelograma

D(—1,1,1).

A B

5. Dokazati da je linija koja spaja sredine dve stranice trougla pa-
ralelna trecoj stranici i jednaka njenoj polovini (takva linija se
naziva srednja linija trougla).

Resenge:

Neka su N i M sredine stranica BC'i AC trougla ABC redom. Tada vazi
1 1
AM = MC = 5AC i CN = NB = ;CB,
odakle je

MN = MC + ON = [AC + OB = [(AC +CB) = LB,

§to je i trebalo dokazati.
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1. SLOBODNI VEKTORI

6. Dati su vektori @ = (4,-3,1), b = (5,

727 73)7 6 =

(1,3,-1) i d =

(=2, —4,3). Odrediti skalarni proizvod vektora

d) 2¢+dié—3d.

Resenge:

a) @-b 54 (=3)-(—=2)+1-(—3) =23

b) éd=-2-12—3=—17.

) @+b=(4+5,-34(-2),14 (=3)) = (9,-5,-2)
@—b=(4-5-3-(-2),1-(=3)=(-1,-14)
@G+b)-(G—b)=-9+5-8=—12

d) 26=(2-1,2-3,2-(-1)) = (2, 6, —2)
26+d=(2-2,6-4, —2+3)=(0,2,1)
3d = (3 ' (72)7 3- (74)7 3- 3) = (76a 7127 9)
é—3d= (146, 3+12, —1—9) = (7,15,—10)

(2¢+d) - (¢—3d) =0+ 30— 10 = 20.
7. Dati su vektori @ = (4,—3,1) i b = (5, —2,—3). Odrediti intenzitet
vektora

a) d

b) b.

c) @+b.

d) @—b.

Resenje

a) |@] = /42 + (—3)2 + 12 = V/26.

b) [b] = V25 + 4+ 9 = V/38.

¢) @+b=(9,—5,—2), tako da je |@ 4 b| = V8T + 25 + 4 = /110.

d) @—b=(—1,-1,4), tako da je |d — b| = VI + 1+ 16 = /18 = 3v/2.

8. Odrediti ugao ¢ izmedu vektora

—

a)a—(822) b= (4,—4,0).

b) @=(-2,2,—1) i b=(—6,3,6).
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Resenje:
Iskoristiéemo definiciju skalarnog proizvoda da bismo izrac¢unali trazeni
ugao .
a) Kako je @-b = (8,2,2) - (4,—4,0) = 24, |@] = V64 +4+4 = 62 i
|b| = V16 + 16 + 0 = 44/2, imamo da je
ib 24 1
@B 6v2-avZ 2

Na osnovu definicije ugla iznedu dva vektora imamo da 0 < ¢ < 7
pa dobijamo da je trazeni ugao

cosp =

-
=3

b) Racunajuéi skalarni proizvod vektora @ i b_; kao i njihove intenzitete
(@-b=12,|a =31ib| =9) dobijamo da je cos ¢ = 35 = 5. Odavde
sledi da je

4
— arccos —.
14 9

9. Odrediti projekciju vektora @ = (2,3, —1) na vektor b= (-3,-1,1),
kao i projekciju vektora b na vektor a.

Resenje:

Nadimo prvo skalarni proizvod vektora a i 57 kao i njihove intenzitete:

Odavde je

gde je ¢ ugao izmedu vektora @ i b.
Dalje,

pryd = |d@] - cosp = — i1 -
10. Dati su vektori
a) @a=(4,-3,1)ib=(5—-2,-3)
b) @=(3,-2,1)ib=(4,-7,-3)

Nadéi vektorski proizvod vektora a i b

Resenje:



1. SLOBODNI VEKTORI

16
a)
LTk ,
Axb=|4 -3 1 |=17+177+7k = (11,17,7).
5 —2 -3
b)
I )
ixb=|3 —2 1 |=137+137— 13k = (13,13, -13).
4 -7 -3
11. Odrediti mesoviti proizvod vektora d = (—1,3,2), b = (2,-3,4) i
¢=(-3,12,6).
Resenge:
S obzirom da su vektori @, bi ¢ zadati svojim koordinatama u Dekartovom
koordinatnom sistemu, njihov mesSoviti proizvod odredujemo na sledeéi
nacin:
—1 3 2
- (bxd)=| 2 -3 4|=2.
-3 12 6
12. Pokazati da vektori @ = (7,6,—6) i b = (6,2,9) mogu biti ivice

kocke, a zatim odrediti vektor ¢ treée ivice kocke.

Resenje:

Nadimo skalarni proizvod vektora a i b kao i njihove intenzitete:

a-b=0, |@=11 i |p|=11.

¢ = (z,y, z) trazeni vektor. Da bi ¢ bila trazena ivica kocke treba da vazi

@-é=0, b-¢=0 i |d=1L

Dalje,

(7,6,—6)-(3673/,,2):0, (672u9)($7y72):0 i V$2+y2+z2:11'

Dobijamo sistem jednacina

Tx4+6y—62=0, 62+2y+92=0, 2> +¢>+22 =121
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¢ijim reSavanjem dobijamo dva vektora koji zadovoljavaju navedene uslove

G =(6,-9,-2) i ¢ =(-6,9,2).

13. Ispitati da li su vektori @ = (1,2,3), b= (1,0,-1) i ¢ = (0,2,4)
koplanarni. Ako jesu izraziti vektor d kao linearnu kombinaciju
vektora b i C.

Resenge:

Megoviti proizvod vektora @, b i @ jednak je nuli (@- (b x &) = 0), tako da
su vektori koplanarni. Dalje, treba odrediti skalare a i 8 tako da je

= ab+ ¢,
odnosno
(1,2,3) = (o, 28, —a + 40).
Izjednacavanjem odgovarajuéih koordinata dobijamo sistem jednacina
a=1, 266=2, —a+48=3,
Cije reSenje je « = 11 B =1, tako je

G=b+¢

14. Odrediti vektor v ako je v-ad = 1, T-b=2i7-¢= 3, gde je
= (2,-4,3), b= (3,-1,5) i ¢=(1,-2,4).

Resenje:

Neka je ¥ = (z,y, z). Koristeé¢i navedene uslove imamo:

—

v-d=1<2r—4y+32=1,
T-b=2&3z—y+5z=2,
=3 r—2y+4z=3.

<y

Resavanjem ovog sistema dobijamo x = —1,y = 0,z = 1, tako da je
trazeni vektor
v=(-1,0,1).
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—

15. Dati su vektori @ = (0,2p,p), b= (2,2,1) i ¢é=(-1,-2,-1).
a) Odrediti vektor d tako da je @ xb=¢cxdiaxc=bxd.
b) Dokazati da su vektori @ — d i b — € kolinearni.
c¢) Dokazati da su vektori @ x b, @ x ¢ i d koplanarni.
d) Odrediti realan broj p tako da je (@—b)-c=a-c+p.
Resenge:

Neka je d = (z,y, z) trazeni vektor.

a) Na osnovu uslova zadatka imamo da je @ x b=cxdiaxé=bxd.
Tako je
T 7k T 7k
0 2p p|=] -1 -2 —
2 21 y oz
i
T 7k 77k
0 2p pl|=1]2 2 1],
1 -2 -1 T Yy z
odnosno,

(0,2p,—4p) = (y — 2z, —x + 2,2z —y) i
(0,—p,2p) = (22 —y,x — 22,2y — 2x).
Izjednacavanjem odgovarajuéih koordinata dobijamo da je
r=-3p, y=-2pi z=—p,
odakle sledi da je trazeni vektor:

d = (—3p, —2p, —p).

b) Kako je b— & = (3,4,2) i @ — d = (3p,4p, 2p), oéigledno je da je
@—d=p(b—¢), $to znadi da su da vektori kolinearni.

¢) Nadimo mesoviti proizvod vektora @ x b,axcid:
0 2p —4p

@xb)-((@xexd= 0 —p 2p|=0,
—-3p —2p -—p

§to znaci da su vektori koplanarni.
d)ﬁ—gZ(—Z,Qp—Z,p— ), @-Z=—bp, (@—b)-= —bp+7. 1z
uslova zadatka (@ — b) - €= @ - ¢+ p dobijamo da je

p=".
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16.

17.

18.

Dati su vektori @ = (1,1,1), b = (0,2,0), = ad +5b i ¢ = 3@ — b.
Odrediti parametar o tako da vektori p'i ¢ budu normalni.

Resenge:
Kako je = ad +5b= (a,a+10,a) i §= 33— b= (3,1,3) i kako vektori
P i ¢ treba da budu normalni, njihov skalarni proizvod jednak je nuli tj.,

3a+a+ 10+ 3a =0,

tako da je
10

7

o =

Odrediti povrsinu paralelograma konstruisanog nad vektorima
a=1(2,1,2)ib=(3,2,2).
Resenje:

Povrsina datog paralelograma jednaka je intenzitetu vektorskog proizvoda
vektora @ i b.

=(-2,2,1).

ST

X

S

I
W N =
R
(NI~

P=|axbl=v22+22+12=3.

Izraéunati povrsinu trougla ABC ako je A(2,-3,4), B(1,2,—1) i
C(3,-2,1).

Resenge:

Kako je povrsina trougla ABC' jednaka jednoj polovini povrsine paralelo-
grama konstruisanog nad vektorima AB i AC', dobijamo

pP= %IE x AC.
S obzirom da je

1@ = (7175375)7 @: (131773) i

7k
ABxAC=| -1 5 —5 |=(-10,8—6),
11 -3

imamo

1
P = 5\/100 + 64+ 36 = 5V/2.
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19. Nadi zapreminu paralelepipeda konstruisanog nad vektorima d =
(0,1,1), b=(1,0,1) i ¢= (1,1,0).

Resenge:
Zapremina paralelepipeda konstruisanog nad tri vektora jednaka je apslo-
lutnoj vrednosti mesovitog proizvoda ta tri vektora tj., V =|a - (b x &)|.
0 1 1
a-bxe)=11 0 1 |=2
1 10
Znagi, V = 2.

20. Izracunati visinu prizme ¢ije su ivice odredene vektorima a =
(1,0,—-2), b=(0,1,-2) i ¢= (—1,3,5), ako je njena osnova paralel-
ogram konstruisan nad vektorima a i b.

Resenge:
Zapremina V trazene prizme je V = B - H, gde je B povrsina baze, a H
visina prizme. Kako je
V=|a-(bxd|=9 B=|axb =3
imamo da je
9
H=-=3
3
Zadaci za samostalni rad
1. U trouglu ABC dati su vektori koji odgovaraju tezisnim duzima zﬁ, BE
i CF. Na¢i AD + BE + CF.
Rezultat:
AD + BE + CF =0.
2. Dokazati da je ¢etvorougao Cije se dijagonale polove paralelogram.

Rezultat:

Treba pokazati da je AB = W, AD = B?
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3. Dati su vektori @ = (3,—-2,1) i b= (4, —7,-3). Odrediti skalarni proizvod
vektora:

4. Izrac¢unati intenzitet vektora
a) @=(3,-2,1).
b) b= (4,—7,-3).

Rezultat:
a) |al = V14.
b) [b] = V74.
5. Odrediti ugao ¢ izmedu vektora @ = (3,4,2) i b = (—2,2, —1).
Rezultat:
p=73

6. Odrediti projekciju vektora @ = (5,2,5) na vektor b= (2,-1,2), kao i
projekciju vektora b na vektor d.

Rezultat: .
prya =6 i pragb = V6.

7. Nadi vektorski proizvod vektora
a) @+0bi¢c gdejed=(1,3,—-1),b=(-2,—4,3)ic=(4,-2,—3).
b) @+bid—b,gdejed=(-2,2—-1)ib=(—6,3,6).

Rezultat:

a) (@+0b) x &= (7,5,6).

-,

b) (@+b) x (@ —b) = (—30,—36,—12).
8. Odrediti mesoviti proizvod vektora @ = (1,2, 3), b= (2,1,0)ic=(3,2,1).

Rezz_t'ltat:
a-(bxé)=0.
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9. Odrediti kosinuse uglova koje vektor @ = (1, —2, 2) obrazuje sa koordinat-
nim osama.
Rezultat: .
cos Z(d@,7) = %, cos £(a@,]) = —%, cos £(@, k) = 3.
10. Pokazati da su vektori @ = (2,1, 3), b= (1,1,1) i €= (7,5,9) koplanarni i
izraziti vektor ¢ preko vektora d i b.
Rezultat: .
a-(bx¢é)=0,c=2a+ 3b.
11. Odrediti realan parametar p tako da vektor @ = (2p,1,1—p) gradi jednake
uglove sa vektorima b = (—1,3,0) i ¢= (5,—1,8).
Rezultat:
p=7
12. Nadi projekciju vektora @ na vektor b, ako je |l = 2, |q] = 3, £(7,q) = r
G=27—37ib=p+q
Rezultat:
22
pTEa = 7\/71—9
13. Odrediti povrsinu paralelograma konstruisanog nad vektorima @ = (3,1, 1)
ib=(1,31).
Rezultat:
P =6V2.
14. Izrac¢unati povrsinu trougla ABC ako je A(1,2,—1), B(0,1,5)iC(—1,2,1).
Rezultat:
P =33.
15. Nadi zapreminu paralelepipeda konstruisanog nad vektorima @ = (2, 1,1),

b=(1,2,1)ic=(1,1,2).

Rezultat:
V =4.
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Analiticka geometrija u
prostoru

Tacka, rastojanje dve tacke, deoba duzi u datoj
razmeri

e Rastojanje tacaka M;(x1,y1,21) 1 Ma(x9,y2,22) je intenzitet vektora
5 -
MlMQ tJ.

d(My, Ma) = |Mi M| = /(1 — 22)% + (y1 — y2)2 + (21 — 22)2.

e Koordinate tacke M takve da je M1 M = X\- MM, (A # —1), date su sa

T1+AT2 Y1+ Ay2 21+ Az

M 14+X 7 14X 7 14

).

Specijalno, za A = 1 dobijamo srediste duzi M; M

T1+x2 Y1 +Y2 21+ 22

S )

).

Ravan

e Skalarna jednaéina ravni « kojoj pripada tacka M (x1,z9, z3) i koja je
normalna na ne nula vektor 7, = (A, B,C) je

A(x —x1) + By — 22) + C(z — x3) = 0.

23



24 2. ANALITICKA GEOMETRIJA U PROSTORU

S

()

o M(x])XZ ,X3)

Vektor 71, se zove vektor normale ravni .
e Opsti oblik jednacine ravni je

Ax+By+Cz+ D =0.

Medusobni polozaj dve ravni

Date su ravni o : Ala:—|—Bly—|—C'1z+D1 =01 ﬂ : A2$+B2y+OQZ+D2 =0.

e Ravni su paralelne ako su im vektori normala kolinearni #, = Afig,
(AeR, X#0)iakoje Dy #)\ Ds.
Ravni se poklapaju ako su im vektori normala kolinearni #, = Aiig,
(AMeR, AX#0)iakoje Dy =\ Ds.

e Ako vektori 7, i 7ig nisu kolinearni (7, # Afig) ravni o i 5 se seku.
Ugao ¢ izmedu ravni a i 8 je ugao izmedu vektora 7, i g pri éemu ako
5 < L(ita,7ig) < m, onda je ¢ = m — Z(7la, 7). Znaci ugao ¢ mozemo
odredivati iz

cosp = 178l
|7ia] |75
Prava

e Kanonicki oblik jednaéine prave p koja sadrzi tacku A(ay,as,as) i
koja je paralelna vektoru p'= (p1, p2,p3) je

r — ap Yy — as Z — as

D1 D2 b3

'

Ala,;a,,a;)

p

Vektor p’se naziva vektor pravca prave p.
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e Parametarski oblik jednaéine prave p je
p: x=a1+1ip1, y=az+tps, z=asz+1tps,

gde je t realan parametar.

Medusobni polozaj dve prave

Neka je prava p odredena tackom A(a1,a2,as) i vektorom pravca p =
(p1,p2,p3), a prava ¢ tackom B(by,be, b3) i vektorom pravea ¢ = (q1,¢2,q3)-

e Ako je ¢ = Ap'zaneko A € R, A # 0 1 ako tacka A prave p ne pripada
pravoj q, onda se prave pi ¢ su paralelne.
Ako je = Apzaneko A € R, A # 0 i ako tacka A prave p pripada pravoj
q, onda se prave p i q se poklapaju.

e Ako vektori 7 i ¢ nisu kolinearni (7 £ \p) i AB - (Fx @) = 0, tada se
prave p i q seku.
Ugao ¢ izmedu pravih p i g je ugao izmedu njihovih vektora pravaca, pri
cemu je 0 < p < g, §to znaci da je

—

P 4

Pl

cosp =

e Ako je AB . (P x q) # 0, tada su prave p i ¢ mimoilazne.

Uzajamni odnos prave i ravni

Neka je i, = (A, B,C) vektor normale ravni o i p = (p1,p2,p3) vektor
pravca prave p. Neka je A(ay,asg,as) tacka prave p.

e Ako je p- 1, = 01 ako tacka A pripada ravni «, tada prava p pripada
ravni a.

e Ako je p- 7, = 0 i ako tacka A ne pripada ravni «, tada je prava p
paralelna ravni a.

e Ako je p- iy # 0, tada prava p seCe ravan «.
Ugao ¢ izmedu prave p i ravni a je ugao koji prava p zaklapa sa svojom
projekcijom na ravan « i tada je

: ™ - [P 7|
sin ¢ = cos —go) =|cos £(P,7la)| = ==
(2 |P17al
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Zadaci

1. Napisati jednac¢inu ravni « koja sadrzi tacku A(2,3,0) i normalna
je na vektor BC, gde je B(1,1,—1) i C(0,0,3).
Resenje:

Vektor normale ravni « je kolinearan vektoru BC = (—-1,-1,4) = —(1,1,-4).
Znaci, mozemo uzeti da je vektor normale ravni o vektor

o = (1,1, —4).

9

Jednacina ravni « koja sadrzi tacku A i normalna je na vektor 7, je
(z—2)+1(y —3) —4(z —0) =0, tj.

a:x+y—4z—-5=0.

R
e

2. a) Napisati jednacinu ravni o koja sadrzi tacke A(—1,6,3),
B(3,-2,-5) i C(0,1,0).

b) Ispitati da li tacke D(1,1,3) i E(1,5,0) pripadaju ravni «.

c) Odrediti realan parametar p tako da tacka F(1,p,3) pripada
ravni a.

Resenje:

a) Kako tacke A, B i C pripadaju ravni «, vektor normale ravni « je
normalan na vektore zﬁ i @, gde je 14—B> = (4,-8,-8) i ﬁ =
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(1,—5,—3). Vektor normale ravni « je kolinearan sa vektorom

—

T 7k
ABxAC=|4 -8 —8 |=(-16,4,-12) = —4(4,—1,3).
1 -5 -3

Mozemo uzeti da je vektor normale ravni «
fia = (4,—1,3).

Jednacina ravni « koja sadrzi tacku A i ima vektor normale 7, je
4x+1)—1(y—6)+3(z—3) =0, tj.

a:dr—y+32z+1=0.

S|
>

b) Uvrstavajuéi koordinate tacke D u jedna¢inu ravni « imamo da je
4-1494+1=13#0,

tako da tacka D ne pripada ravni «. Analogno, za tacku E imamo
daje 4—54+04+1=0 itacka E pripada ravni a.

¢) Kako tacka F treba da pripada ravni «, koordinate tacke F' treba da
zadovoljavaju jednacinu ravni, tj. treba da vazi

4-p+9+1=0.
Resavanjem navedene jednacine dobijamo da je p = 14, tj. trazena
tacka je
F(1,14,3).
3. Datesuravni f:42x—y+32—1=0iv:2—5y—2—2=0. Napisati

jednacinu ravni a koja sadrzi koordinatni pocetak i presek ravni

6 1in.

Resenje:

Prvo ¢emo pronaéi dve tacke koje se nalaze u ravni 5 i ravni 7. TraZene
tacke dobijamo reSavanjem sistema

dc — y + 3z — 1 =0
x — 95y — =z — 2 =0.
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Uzimajuéi npr. da je y = 0 i uvrStavanjem u sistem dobijamo da je z =1
i z = —1, tj. jedna zajednicka tacka je

A(1,0,-1).
Ako uzmemo da je y = 7, dobijamo drugu tacku
B(17,7,-20).

Sad treba odrediti jednacinu ravni koja sadrzi tacke A, B i koordinatni
pocetak O. Vektor normale ravni « je kolinearan vektorskom proizvodu
vektora OA i vektora O?, gde je OA = (1,0,-1) i OB = (17,7, -20)

—

77 K
OAxOB=|1 0 -1 |=(7,37).
17 7 -20

Znagci, vektor normale ravni « je i, = (7,3,7), a trazena jednacina ravni
koja sadrzi koordinatni pocetak i presek ravni 8 i vy je

a:Te+3y+72z=0.

4. Napisati jednacinu ravni koja
a) sadrzi tacku M(—2,7,3) i paralelna je sa ravni o : © —4y+5z —
1=0.
b) sadrzi koordinatni poéetak i normalna je na ravni § : 2z —
y+52+3=0iv:24+3y—2—7=0.
c) sadrzi tacke M(0,0,1) i N(3,0,0) i obrazuje ugao 7 sa zOy
ravni.

Resenge:

a) Kako trazena ravan § treba da bude paralelna sa datom ravni «,
vektori normala su im kolinearni, tako da mozemo uzeti da je

ity = o = (1,—4,5).

Jednagina ravni §, koja sadrzi tacku M (—2,7,3) i ima vektor normale
’r_i(;, je:
0:x—4y+52z+15=0.
b) Ravan € je normalna na ravni 3 i ~, tako da je vektor normale ravni

€ kolinearan vektorskom proizvodu vektora rig = (2,—1,5) i fiy =
(1,3,—1):
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v
figx ity =2 —1 = (=14,7,7) = —7(2, -1, -1).
1

Znaci, vektor normale ravni € je
fie = (2,-1,-1).

Trazena jednacina ravni €, sa vektorom normale 7., koja sadrzi ko-
ordinatni pocetak je
€:2xv—y—2=0.

Neka je n : Ax + By + Cz + D = 0 trazena ravan.Vektor normale
ravni 7 je 71, = (4, B,C).
Kako tacka M (0,0, 1) pripada trazenoj ravni i, M zadovoljava njenu
jednacinu tj.

C+D=0.
Analogno, uvrstavajuéi u jednaéinu ravni n tacku N(3,0,0), dobi-
jamo da vazi

3A+D=0.

Odavde sledi da je D = =34 i C = 3A tako da je 7, = (4, B, 3A4).
Ravan n zaklapa ugao % sa xOy ravni tako da je ugao izmedu odgo-
varajucih vektora normala jednak %. Vektor normale xOy ravni je

k= (0,0,1), znadi,
T ik

3 iyl |k|

Kako je 71, -k = (4, B,34)-(0,0,1) = 34, |7i,| = VA? + B2 + 942 =
V1042 + B2 |l§\ =1 icosg = 1 uvrstavanjem u gornju jednakost
dobijamo da je B2 = 2642, tj.

B = +V/26A.

Dakle, C' = 34, D = —3A i B = +/26A. Uvrétavanjem u jednacinu

ravni 7, dobijamo da je trazena ravan
n: Az £ vV26Ay + 342z —3A=0.

Kako je vektor normale ravni ne nula vektor imamo da je A # 0 i
dobijamo dve ravni koje zadovoljavaju navedene uslove

mix+vV26y+32—3=0 i n:z—V26y+32—3=0.

5. Date suravni a: 2z +py+2 =31 [ : 6z + 8y + 3z = 15. Odrediti
realan parametar p tako da

a)

ravan « bude paralelna sa ravni f.
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b) ravan a bude normalna na ravan f.
Resenje:

a) S obzirom da ravan « treba da bude paralelna sa ravni 3, odgo-
varajuéi vektori normala treba da budu kolinearni, tj. postoji m €
R\{0} tako da je

—

g =m- Mg
(6,8,3) =m(2,p,1) & (6,8,3) = (2m, mp, m).
Na osnovu definicije jednakosti dva vektora dobijamo sistem jednac¢ina
6=2m, 8=mp, 3=m
¢ijim resavanjem dobijamo da je
,_8
3

b) S obzirom da ravan « treba da bude normalna na ravan 3, vektori
njihovih normala treba da budu normalni, tj.

fig - o = 0, odnosno 12+ 8p+3 =0.

Resavajuéi navedenu jednacinu dobijamo da je

15

b= S

6. Diskutovati medusobni polozaj ravni « : 2r +3y — 2z = 6, [ :
ar —3y+2z2=5 1ivy:4x—3y+ 32 =10 u zavisnosti od vrednosti
realnih parametara aib.

Resenge:

Tri date ravni posmatramo kao sistem jednacina:

2¢ +3y —z = 6
ar —3y +2z = 5
4r -3y +3z = b.

Posmatrajmo determinantu datog sistema:

2 3 -1
D=|a -3 2|=6(1-a).
4 -3 3
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Za a # 1 isvako b € R sistem jednac¢ina ima jedinstveno resenje tako da
ravni o, § i+ imaju jednu zajednicku tacku.

Za a = 1 elementarnim transformacijama sistem svodimo na ekvivalentan

sistem:
r =3y +2z = )
9y -5z = —4
0 = b-16.

Za b # 16 sistem jednacina je nemogué, tako da ravni nemaju zajednickih
tacaka. Posto je a = 1 imamo da je

o = (2,3,-1), ig =(1,-3,2) i1, = (4,-3,3),

i parovi vektora i, i7ig, i i 7y, fig 1 7, nisu kolinearni tako da se svake
dve ravni seku duz prave i te tri prave su paralelne.

Za b = 16 sistem je jednostruko neodreden tako da se ove tri ravni seku
duz jedne prave i pripadaju jednom pramenu.

7. a) Napisati jedna¢inu prave koja sadrzi tacku A(2,—1,4) i ima
vektor pravca p= (1,4, —5).

b) Napisati jednaéinu prave koja sadrzi tacke A(1,2,—1)i B(0,1,1).

c) Napisati jednaéine koordinatnih osa.

Resenje:

a) Kanonicki oblik jednac¢ine prave koja sadrzi datu tacku A(2,—1,4) i
ima dati vektor pravca p'= (1,4, —5) je

x—=2 y+1 2-4

P T T o

b) Vektor pravea prave p je kolinearan vektoru AB = (—1,-1,2). Kako
npr. tacka A(1,2, —1) pripada trazenoj pravi, dobijamo da je trazena
jednacina prave

r—1 y—2 2z+41

P T T T

P
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c¢) Vektor pravca z-ose je 7 = (1,0,0). Koordinatni pocetak pripada
x-osi tako da je trazena jednacina
x Yy oz

1 0 0

Analogno, vektor pravca y-ose je 7 = (0,1,0), a vektor pravca z-
ose je k = (0,0,1). Kako koordinatni pocetak pripada y-osi i z-osi
jednacine y-ose i z—ose, redom su:

r Yy oz Ty oz

0o 1 0 o0 0 1

8. a) Napisati jednacinu prave p koja sadrzi tacku A i paralelna
je vektoru B?, gde je A(1,1,1), B(1,2,3) i C(5,0,2).
b) Odrediti realan parametar a, tako da tacka D(-3,a + 2,2)
pripada pravoj p odredenoj u zadatku pod a).

Resenge:

a) Vektor pravca prave p je kolinearan vektoru BC = (4,—2,—1). Znadi,
za vektor pravca prave p mozemo uzeti vektor

ﬁ: (47 _2a _1)

Jednacina prave koja sadrzi tacku A(1,1,1) i ima vektor pravca p=
(47 _23 _2) je

b) Parametarski oblik jednacine prave p je
prax=4t+1, y=-2t+1, z=—-t+1.

Kako tacka D treba da pripada pravoj p, njene koordinate moraju
da zadovoljavaju jednacinu prave p, tj. treba da vazi

—3=4t+1, a+2=-2t+1, 2=—t+1.

Resavanjem sistema dobijamo da jet = —1 i a = 1, pa je trazena
tacka
D(-3,3,2).
AP D
p
_—
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9. Ispitati medusobni polozaj pravih. Ako se seku naéi tacku pre-
seka, a ako su mimoilazne, naéi njihovu zajedni¢cku normalu.

a) pig =17 =§ q: i =152 = 50
b prs=tp=f oS =g =5
o) p:ipE=igto g gap o w2l
) pE =t =2 ==

Resenje:

a)

o
~

Vektor pravca prave p je p = (2,1,6), a vektor pravca prave ¢ je
q = (4,2,12). Ocigledno je ¢ = 2p, tako da su prave p i ¢ ili par-
alelne ili se poklapaju. Zamenjujué¢i koordinate tacke P(0,1,0) prave
p u jednacinu prave q dobijamo da tacka P pripada i pravoj ¢, pa se
prave p i q poklapaju.

P(0,1,0) 0(2,2,6)

p=q

ﬁ‘
p

Vektori pravaca pravih p i ¢ sw: p = (2,1,6) 1 § = (—4,—-2,-12).
Kako je ¢ = —2p, prave p i ¢ su ili paralelne ili se poklapaju. Uvrsta-
vanjem koordinata tacke P(0,1,0) u jednacinu prave g dobijamo
% = % = —15—2, Sto ocigledno nije tacno, tako da se prave p i ¢ ne
poklapaju, ve¢ su paralelne.

P
e
p
Q
ﬁ
q

Vektori pravca pravih pi ¢ sup = (1,3,1) i ¢ = (1,4,2). Kako p'i
@ nisu kolinearni prave p i ¢ nisu paralelne, niti se poklapaju. Pos-
matrajmo vektor ]@ = (0,1, 1), odreden tackom P(2,2,3) prave p i
tackom Q(2,3,4) prave q. Mesoviti proizvod vektora p, ¢ i @ jed-
nak je nuli, $to znaci da se prave p i ¢ seku.

Nadimo sada zajednicku tacku S(z,y, z) pravih p i ¢. Tacka S zado-
voljava jednacinu prave p i prave ¢, tj. vazi:

T=24t=2+4+k y=2+3t=3+4k, z=3+t=4+2k.
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Resenje ovog sistema je k =t = -1,z =1,y = —11 z = 2, tj.
trazena tacka preseka je
S(1,-1,2).
f)' P p
s =
N
7 Q49

d) Vektori pravaca navedenih pravih pigq, p= (4,1,-1)i ¢ = (2,0,1),
nisu kolinearni, tako da se prave p i ¢ ili seku, ili su mimoilazne.
Posmatrajmo vektor }@ = (—3,-3,—1), odreden tackom P(3,3, —1)
prave p i tackom Q(0,0,—2) prave q. Kako je mesSoviti proizvod
vektora p, ¢ ]@ razli¢it od 0, prave p i ¢ ne pripadaju jednoj ravni,
tj. one su mimoilazne.

Nadimo zajednicku normalu n za prave p i g. Kako prava n treba da
bude normalna na pravu p i pravu ¢, vektor pravca prave n kolinearan

je vektorskom proizvodu vektora p'i ¢

k
1 |=(1,-6,-2).

pPxq=

DN sy
o iy

Dakle, vektor pravca zajednicke normale je 77 = (1, —6, —2).

Kako zajednicka normala seCe pravu p i pravu ¢, postaviéemo ravni
a i B koje sadrze prave n i p, odnosno n i ¢, redom. Vektor nor-

male ravni « kolinearan je vektoru 77 X p, a vektor normale ravni 8

kolinearan je vektoru 7 x ¢.

T 7k
Axp=|1 —6 —2 |=(8~7,25).
4 1 -1
T 7k
ixq=|1 —6 -2 |=(-6,-512).
2 0 1

Znadi, fi, = (8,—7,25) i fig = (—6, —5,12).
Tacka P(3,3,—1) pripada pravoj p, a kako prava p lezi u ravni a,
tacka P pripada ravni a. Na isti nac¢in dobijamo da tacka (0,0, —2)

pripada ravni 8. Jednac¢ine ravni a i 8 su

a:8r—Ty+2524+22=01 f:—6x—5y+12z2+24=0.
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Kako je prava n presek ravni o i 3, jednu tacku N prave n dobijamo

reSsavanjem navedenog sistema. Jedno reSenje tog sistema je x = %,
y =121z =0, tj. trazena tacka prave n je N(22 182 0). Znadi,
trazena normala sadrzi tacku NV i ima vektor pravca 7, pa je njena

jednacina

10. Ispitati medusobni polozaj ravni o : 2z —y+ 2 — 6 = 0 i prave p,

ako je

a) p: i =7 ==
b) p:§=14==
) p:§="17 =
d)p:%:yl;lzzjll
Resenge:

Vektor normale ravni « je 7, = (2,—1,1).
a) Vektor pravca prave p je o= (—1,—1,1). Prema tome,
o - F=—-24+1+1=0.

Znagi, prava p je ili paralelna sa ravni « ili pripada ravni a. UvrStavanjem
koordinata tacke A(1,—1,4) prave p u jednacinu ravni o dobijamo
24+1—1-6 #0, tako da tacka A ne pripada ravni «a, $to znaci da

je prava p paralelna sa ravni .

P

St
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b) Vektor pravca prave p je = (1,1,—1). S obzirom da je
o F=2-1-1=0

i da tacka A(0,0, 6) prave p pripada ravni «, sledi da prava p pripada
ravni a.

S

P
E——
- =
p

c¢) Vektor pravca prave p je p = (2,3,1). Skalarni proizvod vektora p'i
Ml jednak je 2, §to znac¢i da prava p seCe ravan «. Zamenom param-
etarskog oblika jednacine prave p

prx=2t y=14+3t, z2=-1+4t¢

u jednacinu ravni «, dobijamo da je ¢ = 4, odnosno da je zajednicka
tacka prave p i ravni «

S(8,13,3).
p
\«i‘
ﬁ(l
S
o AN

d) Vektor pravca prave p je kolinearan vektoru normale ravni a ( 7 =
—fly). Prema tome, prava p je normalna na ravan «. Parametarski
oblik jednacine prave p je

r=-2-2t, y=1+t, z=-1—1t.
Uvrstavanjem u jednacinu ravni «, dobijamo zajednicku tacku

5(2,-1,1).
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:
A

11. Data je tacka A(—1,—4,4) i ravan «: 2x + 5y — 3z = 4.
a) Odrediti jednacinu prave n koja sadrzi tatku A i normalna
je na ravan a.
b) Odrediti presek prave n i ravni a.
c) Izraéunati rastojanje tatke A od ravni a.

d) Odrediti tacku A; simetri¢nu tacki A u odnosu na ravan «.

Resenje:

a) UvrStavanjem koordinata tacke A(—1, —4,4) u jedna¢inu ravni « jed-
nostavno se proverava da A ¢ «. Vektor pravca prave n je kolinearan
vektoru normale ravni «, tj. 7 = i, = (2,5, —3). Jednacina prave n
koja sadrzi tacku A i ima vektor pravca 71 je

n'x+1_y+4_z—4
2 5 =37

b) Neka je T'(x,y, z) tacka koja pripada ravni « i pravoj n. Uvrstavanjem
parametarskog oblika jednacine prave n

n:x=2t—1, y=5t—-4, 2= -3t+4
u jednacinu ravni «, dobijamo

2(2t — 1) + 5(5t — 4) — 3(—3t +4) = 4.
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Resenje date jednacine je t = 1. UvrStavanjem parametra t = 1 u
parametarski oblik jednacine prave p dobijamo da je x = 1,y =
1,z = 1. Znagdi, trazena tacka je

T(1,1,1).

c) Rastojanje tacke A od ravni a jednako je intenzitetu vektora AT tj.

d(A,0) = [AT) = /(-1 - 12 + (-4 - 12 + (4 1) = V38,

d) Kako tacka A;(a,b,c) treba da bude simetri¢na tacki A i kako je T
projekcija tacke A na ravan «, imamo da je tacka T sredina duzi
AA;. Koordinate tacke T zadovoljavaju:

-1 —4 4
1 —|—a7 1= —|—b7 1= —|—c.
2 2 2
Resavanjem navedenog sistema dobijamo a = 3,b =6 i ¢ = —2, tako
da je trazena tacka
A1(37 67 72)

ﬂl’;\x&l s

12. Date su prave p: £ = 4=2 = 2t j g, 282 — ¥=2 — =

a) Pokazati da se prave p i ¢ seku i naéi njihovu zajednitku
tacku.

b) Napisati jednacinu ravni koju odreduju prave p i q.

Resenje:
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)

Prava p sadrzi tacku P(0,2,—1) i ima vektor pravca p = (1,—1,0).
Prava ¢ sadrzi tacku Q(—2,2,0) i ima vektor pravca ¢ = (3, —1, —1).
Posmatrajmo vektor PQ = (—2,0, 1). Kako je meSoviti proizvod vek-
tora p, ¢ 1 PQ jednak 0, prave p i g leze u jednoj ravni. Vektori
pravaca p i ¢ nisu kolinearni, tako da se prave p i ¢ seku.
Parametarski oblik jednacine prave p je

p:rax=t y=2—-t, z=-—1.
Parametarski oblik jednacine prave q je
q: r=—-243s,y=2—35, z=—5.

Neka je S(z,y,z) tacka preseka pravih p i ¢. Koordinate tacke S
moraju da zadovoljavaju jednacine pravih p i ¢, tako da je

t=—-2+3s, 2—t=2—-5, —1=—s.

Resavanjem navedenog sistema dobijamo da je s = 11t = 1, tj.
trazena tacka je

S(1,1,-1).

Vektor normale ravni « koja sadrzi prave p i ¢ kolinearan je vek-
torskom proizvodu njihovih vektora pravaca

v
pxqg=|1 -1
3 -1 -1

S

=(1,1,2).

Znadi, i, = (1,1,2).

Kako prava p treba da pripada trazenoj ravni, sve tacke te prave se
nalaze u ravni «. Jedna tacka prave p je npr. P(0,2,—1). Jednac¢ina
ravni koja ima vektor normale 71, i sadrzi tacku P je:

a:z+y+2z=0.

o

(Napomena: Umesto tacke P mogli smo uzeti zajednicku tacku S pravih p
iq ili tacku Q(—2,2,0) prave g, ili bilo koju drugu tacku prave p ili prave

q.)
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13. Date su prave p : { = y_—_f = zgl iq: % = y_—_; = ¢. Napisati
jednacinu ravni a koju odreduju prave p i q.
Resenge:
Vektori pravaca pravih p i ¢ su p = (1,—1,0) i ¢ = (2,—2,0), redom.
Kako je ¢ = 2p'i tacka P(0,2,—1) prave p ne pripada pravoj ¢, prave p i
q su paralelne. Da bi pronasli vektor normale ravni «, treba pronadi jos
jedan vektor koji se nalazi u toj ravni a koji nije paralelan sa vektorom p.
Trazeni vektor je PQ = (~2,0,1), gde je P(0,2,~1) € pi Q(—2,2,0) € g.
Vektor normale ravni « kolinearan je vektorskom proizvodu vektora p i
PQ
A
FPxPQ=| 1 -1 0|=(-1,-1,-2).
-2 0 1
Zmnagi, vektor normale ravni « je
o = (1,1,2).
Kako prava p pripada trazenoj ravni « i kako je P(0,2, —1) tacka prave p,
tacka P se nalazi i u ravni «. Znagéi, trazena ravan sadrzi tacku P i ima
vektor normale 77, pa je njena jednacina
a:rz+y+2z=0.
Ty
’ p
=
/ P 5
— q
o Q q
14. Odrediti projekciju tacke T(1,12,3) na ravan « : 2z —y = 0.

Resenge:

Zamenjujuci koordinate tacke T u jednacinu ravni o dobijamo 2 — 12 =
—10 # 0, tako da tacka T ne pripada ravni a.

Nadimo prvo jednac¢inu prave n koja sadrzi tacku T'(1,12,3) i normalna
je na ravan «. Vektor pravca prave n kolinearan je vektoru normale ravni
a, tj. T =1, = (2,—1,0). Jednacina prave n koja ima vektor pravea 7 i
sadrzi tacku T je

zr—1 y—12 2-3
n: = = )

2 -1 0
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Parametarski oblik jednacine prave n je
n:rx=2t+1, y=—-t+12, z2=3.

Projekcija tacke T' na ravan « je presek prave n i ravni a. Zamenjujuci
parametarski oblik jednac¢ine prave n u jedna¢inu ravni o dobijamo

22t 4+ 1)+t —12=0.

ResSenje date jednacine je t = 2. Iz parametarskog oblika jednacine prave
n dobijamo x = 5, y = 10, z = 3. Znagi, trazena projekcija tacke T na

ravan a je
S(5,10,3).
T
ﬁT
ﬁ(x
s
)
|
o !
n
15. Odrediti projekciju tacke T'(2,1,5) na pravu p: ’”—12 = %_6 = fo.
Resenje:

Zamenjujuci koordinate tacke T u jednac¢inu prave p dobijamo da tacka T’
ne pripada pravoj p.

Nadimo prvo jedna¢inu ravni « koja sadrzi tacku T'(2,1,5) i normalna
je na pravu p. Vektor normale ravni « je kolinearan sa vektorom pravca
prave p, tj. i, = p = (1,3,—1). Trazena jednacina ravni « je

a:r+3y—z=0.

Projekcija tacke T na pravu p je presek ravni « i prave p. Zamenjujuéi
parametarski oblik jednacine prave p:x =t+2, y=3t+6, 2 = —t—2u
jednacinu ravni o dobijamo t 4+ 2 + 3(3t 4+ 6) — (—t — 2) = 0. Resenje ove
jednacine je t = —2, a njegovom zamenom u parametarski oblik jednacine
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prave p dobijamo = = 0, y = 0, z = 0. Dakle, projekcija tacke T" na pravu
p je tacka koordinatnog pocetka

0(0,0,0).

Sy
—

S

16. a) Kroz tacku Q(1,—1,0) postaviti pravu ¢ tako da bude paralel-
y
2

naravnioz:2x7y+,272:0idaseéepravup:””—I1 %

b) Odrediti zapreminu piramide QABC ako su A, B, C redom
preseci z, y i z-ose sa ravni a.

Resenge:

a) Jednostavno se proverava da tacka @ ne pripada ravni « i ne pripada
pravoj p.
Najpre ¢emo nadi jednacinu ravni 3 koja je paralelna ravni « i sadrzi
tacku ). Za vektor normale fig ravni § mozemo uzeti vektor 7i,, jer
ove dve ravni imaju kolinearne vektore normala. Iz jednacine ravni
« imamo
fia =g = (2,—1,1).

Dakle, jednacina ravni (8 je

:2x—y+2z—3=0.

Zatim ¢emo naci presek prave p i ravni § i oznaciti ga sa P. Param-
etarski oblik jednacine prave p je:

p:ax=t+1, y=2t, z=—-t—-1.

Zamenjivanjem parametarskog oblika jednacine prave u jednacinu
ravni 8 dobijamo ¢t = —2. Za ovu vrednost parametra t dobijamo
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tacku
P(-1,-4,1).

Trazena prava ¢ je odredena tackama P i (). Za vektor pravca ¢
prave ¢ mozemo uzeti vektor PQ = (2,3, —1). Jednacina prave q je

z—1 y+1 =z
T T Ty T

N p
)4
0
q e 7
P
B T
ﬁoc
o .’

b) Tacke A, B, C pripadaju z, y i z—osi redom, tako da je
A(xAy 07 0)7 B(07 YB, 0)7 C(Oa Oa ZC)‘

Pored toga, one pripadaju ravni «, tako da njihove koordinate zado-
voljavaju i jedna¢inu ravni a. Zamenjivanjem u jednacinu ravni o
dobijamo

A(1,0,0), B(0,—2,0), C(0,0,2).

Zapremina piramide je V = %BH , gde je sa B oznacena povrsina
osnove, a sa H visina piramide.

Da bi pronasli visinu H piramide QABC, konstruisa¢emo normalu n
kroz tacku @ na ravan « odredenu tackama A, B,i C' . Zatim ¢emo
naci presek ravni « i prave n i oznaciti ga sa S.

Kako je prava m normalna na ravan «, za vektor pravca 7 prave n
uzimamo vektor 7, = (2, —1,1) i dobijamo jednacinu prave n

r—1 y+1 =z

2 -1 1

n:

Parametarski oblik jednacine prave n je

n:rx=2t+1, y=—-t—1, z=1t.
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17. Data je prava p: {

Zamenjivanjem parametarskog oblika jednac¢ine prave n u jednacinu

ravni « dobijamo da je t = —%, pa je tacka preseka ravni a i prave n
tacka 9 5 1
Sz, —=,—=).
(3 6 6)

Visinu dobijamo kao intenzitet vektora Cﬁ

o= () e (D) e (o) =

Povrsina osnove B je povrsina trougla ABC :

B= %Wé x ACY,
za AB = (—1,-2,0) i AC' = (—1,0,2). Znadi,
77k B
ABxAC =| -1 -2 0 |=—47+27— 2k = (-4,2,-2),
-1 0 2
tako da je
|AB x AC| = \/(—4)? + 22 + (—2)2 = 26,

odnosno

1 1 ~1 1
V=-BH=-V6—=—-.
3 3\[\/6 3

Q

x—22—3=0
y—22=0
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a)

b)

Odrediti tacku T koja je presek prave p i ravni v : z + 3y —
z+4=0.

Napisati jednacinu prave ¢ koja sadrzi tacku 7T, lezi u ravni
7 i normalna je na pravu p.

Resenje:

)

Prava p zadata je presekom dve ravni. Vektor pravca prave p je
kolinearan vektorskom proizvodu vektora normala ravni koje sadrze
pravu p. Kako prava p pripada ravni x — 2z — 3 = 0 koja ima vektor
normale 7i; = (1,0, —2), i ravni y — 2z = 0 koja ima vektor normale
fia = (0,1, —2), vektor pravca prave p kolinearan je vektoru

k
ny X ﬁQ = -2 | = (2,2, 1)
-2

1
S = &y
— Oy

Znadi, za vektor pravca prave p mozemo uzeti vektor p = (2,2,1).
Treba jos pronadi jednu tacku prave p. Posmatrajmo jednacine ravni
kojima pripada trazena prava: x —2z—3 =0, y—2z = 0. Stavljajudi
u te jednacine npr. y = 0 i dobijamo x = 3 i z = 0, tako da je
P(3,0,0) tacka prave p. Parametarski oblik jednac¢ine prave p je

prx=3+2t y=2t z=t.

Tacka T'(3 4 2t,2t,t) prave p pripada ravni v pa mora da vazi 3 +
2t + 3 -2t —t 4+ 4 = 0. Resenje navedene jednacine je t = —1, tako da
je trazena tacka

T(1,-2,-1).

(Napomena: Kako je prava p prikazana kao presek dve ravni, prodor
prave p kroz ravan y mogao se naci i reSavanjem sistema jednacina :
x—22—-3=0,y—22=0,24+3y—2+4=0.)

Kako prava ¢ pripada ravni v imamo da je ¢ L 7., a iz ¢ L p,
sledi ¢ L p, tako da je vektor pravca prave ¢ kolinearan vektorskom
proizvodu vektora 7, i

k
My X p= -1 | =(5,-3,—4).
1

N = sy
N Wy

Znadi, vektor pravca prave ¢ je ¢ = (5, -3, —4).
Jednagina prave g koja sadrzi tacku T i ima vektor pravca ¢ je
x—1 y+2 z+1

5 -3 -4

q:
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18. Data je ravan o : 2z —y —5z+1=0.

a) Nadéi jednacinu ravni § koja je paralelna sa osama z i y i koja
z-osu sece u tacki koja pripada ravni a.

b) Nadi jednacinu prave p koja pripada ravni a i koja seée ose
xiy.

Resenje:
a) Presek z-ose i ravni « je tacka C(0,0,¢). Znaéi mora da vazi 2-0 —
0—5-c+1=0, odnosano ¢ = %, pa je trazena tacka

1
C(Oa Oa g)

Kako je ravan § paralelna sa i y osom, vazi da je fig L 7i7g L J
iz cega sledi .
ng=1x7=k=(0,0,1).

Jednacina ravni § data je sa 5 : z — % =0, tj.

B:5z—1=0.

1
C(0,04)

X

b) Posto prava p sece z i y osu, ona sadrzi tacke A(a,0,0) 1 B(0,b,0).
Iz p C a sledi A, B € «. Zamenjivanjem koordinata tacaka A i B
u jednacinu ravni « dobijamo da je A(—%,0,0) i B(0,1,0). Vektor
pravca prave p kolinearan je sa vektorom AB = (4,1,0) = $(1,2,0)
tako da imamo da je
p=(1,2,0)

tj. trazena prava je

r z
PPy T
19. Date suravni a:x —y—22=-3ip:2—-3y =1, pravap:¥:

v=l = zHl § tagka P(2,2,-3).
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a)
b)

<)

Odrediti jednacinu prave g koja je presek ravni a i .
Odrediti jednacinu ravni v koja sadrzi pravu p i tacku P.

Nadéi projekciju ¢’ prave ¢ na ravan 7.

Resenge:

)

Kako prava ¢ pripada ravnima « i 8, vektor pravca ¢ prave q je
normalan na vektore normala 7, i g datih ravni, a samim tim je
kolinearan sa vektorom 7, X 7ig. Iz jednacina ravni a i  imamo
Mo = (1,-1,-2) i ng = (1,-3,0). Izracunajmo njihov vektorski
proizvod:

T 7k
o xfg=|1 -1 =2 |=(-6,-2,-2)=-2(3,1,1).
1 -3 0

Ako se u jednacine ravni « i § uvrsti npr. y = 0, dobija se x = 11
z = 2. Na taj nacin se dobija tacka Q(1,0,2) koja pripada trazenoj
pravoj q.
Zmnagi, jednacgina prave q je

z—1 'y z-2

73 =17 1

Vektor normale 7i, ravni y normalan je na vektor pravca = (1, —1,1)
prave p i na vektor TP = (0,1,-2), gde je T'(2,1,—1) € p. Vektorski
proizvod p’ X TP je kolinearan sa vektorom fi. Imamo da je

Fx TP =

= (1,2,1).

N = T

7
-1
1

e

Jednagina ravni 7 koja sadrzi tacku P i normalna je na i, = (1,2, 1)
je

yix+2y+2—3=0.
Lako se proverava da tacka Q(1,0,2) € ¢ pripada i ravni 7. Znagi,
prava ¢’ sadrzi tacku ) i projekciju proizvoljne tacke Q1 sa prave ¢
na ravan 7. Parametarski oblik jednacine prave q je

qg:x=3s+1, y=s, z2=5+2.

Zanpr. s = —1 dobija se tacka Q1(—2, —1, 1). Projekciju tacke Q1 na
ravan 7y dobi¢emo kao presek prave n koja sadrzi tacku 7 i normalna
je na y. Vektor pravca 7 prave n, kolinearan je sa 7i.,. Znagci, jednacina
prave n je
z+2 y+1 =z2-1
n: = = ,
1 2 1
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a njen parametarski oblik je
n:r=1t—2, y=2t—1, z=t+1.

Presek prave m i ravni v je tacka @} koju dobijamo resavanjem sis-
tema jednacina

r=t—2, y=2t—-1, z=1t+1, x+2y+2—-3=0.

Resenje ovog sistema jet = 1, x = =1, y = 1, z = 2, tako da je
trazena tacka
Qll(_17172)
Kako Q1(-1,1,2) € ¢/, Q(1,0,2) € ¢, imamo da je
= AA
q = QQl - (72, 170)7
a jednacina prave kroz tacke Q 1 Q) je
;o x—=1 'y  z-—2
T T 1T o
q
0,
%
Ty 0 A0/ ,
/ —— | q
, q !
y :
n

20. Date suravni a : 2 +2y+32+2=0ip8:2—y—2 =01 prave
=l Yy _ztl .z Yyl _ 2
P = =17 1943 ="3 =0

a) Ako je tatka A presek prave p i ravni a, a tacka B presek
prave ¢ i ravni 3, odrediti jednacinu prave odredene tackama
AiB.

b) Odrediti vrednost parametra m, tako da ravan § bude nor-
malna na ravan v: mz +y + 2z —1=0.
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Resenje:

a) Kako tacka A pripada pravoj p i ravni «, njene koordinate x =t + 1,
y = 2t iz =t — 1 zadovoljavaju jednacinu ravni o pa vazi t + 1 +
4t 4+ 3t — 34+ 2 = 0. Trazena tacka je

A(1,0,-1).

Kako je B presek prave ¢ i ravni 3, koordinate tacke B dobijaju se
analognim postupkom iz parametarskog oblika jednac¢ine prave ¢

qg:x=2k, y=3k+1, 2=0
i jednacine ravni 8
B:x—y—2z=0.

Tacka preseka je
B(-2,-2,0).

Vektor pravca prave [ je kolinearan vektoru AB = (—3,-2,1). Jednacina
prave koja sadrzi tacke A i B je
rx—1 z+1

i =55~

b) Kako ravan § treba da bude normalna na ravan -+, odgovarajuéi
vektori normala treba da budu normalni. Iz jednacine ravni v je
fly = (M, 1,2), a iz jednacine ravni 3 je fig = (1,—1,—1). Na osnovu
osobina skalarnog proizvoda

iy Lilg & 7y -fig=0 & m—1-2=0
dobijamo da je trazena vrednost parametra
m = 3.
21. Datesuravnia: 2z +y+2—-2=0ip:2—y+22—1=0.

a) Odrediti vrednost parametra m tako da tacka M (1,1, m) pri-
pada ravni «, a zatim naéi rastojanje tacke M od ravni f.

b) Odrediti realne brojeve s i t tako da prava [ : 225 = ¥ = 2+l

0 2 t
pripada ravni S.

Resenje:

a) Kako M € a, koordinate tacke M zadovoljavaju jednacinu ravni a,
tj. mora da vazi 2+14+m—2 = 0. ReSenje date jednacine je m = —1,
odnosno koordinate tacke M su

M(1,1,-1).
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Da bismo odredili udaljenost tacke M od ravni 3, na¢i éemo pravu b

normalnu na ravan 8 koja sadrzi tacku M. Za vektor pravca b, prave

b mozemo uzeti vektor 7ig = (1, —1,2), tako da je jednac¢ina prave b
x—1 y—1 =z+1

L e

Neka je B(t + 1,—t + 1,2t — 1) tacka preseka prave b i ravni £.
Kako tacka B pripada ravni 3, njene koordinate zadovoljavaju njenu
1

jednac¢inu tako da dobijamo da je ¢ = 5. Zamenjivanjem dobijene

vrednosti parametra t dobijamo trazenu tacku

31
B(Z,-,0).
(239)

Udaljenost tacke M od ravni 8 je jednaka intenzitetu vektora M B

R (CHR REE

b) Iz jednacine prave [ vidimo da prava prolazi kroz tacku L(s,0,—1) i

da ima vektor pravca [ = (0,2,t). Da bi prava [ pripadala ravni 3,

mora i tacka L pripadati ravni 3, a vektor pravca I prave [ mora biti
normalan na vektor normale 77g ravni . Zamenom koordinata tacke
L u jednacinu ravni 8 dobija se

§=3.
Primenom osobina skalarnog proizvoda imamo da je
fig LI < iig-1=0 < 0—2+2t=0,
tako da je trazena vrednost parametra
t=1.
x y—2

z+1

z—1 _ Yy _ z

22. Date su prave a : *7= = 5 = §, b: & =4= == i

-1

'L’l*y_lzz*?’ ravan o4z +y—z—1=01 tacka P(—1,1,5).

2

Odredltl koordlnate temena trougla ABC ako je tacka A presek
prave a i ravni «, taCka B presek prave a i prave b, a tacka C
pripada pravoj ¢, ima celobrojne koordinate i njeno rastojanje
od tacke P je 5.

Resenje:

Iz parametarskog oblika jednacine prave

a:rx=1t+1, y=—t, z=0
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i jednacine ravni
a:dr+y—2z—1=0,

za t = —1 dobijamo tacku
A(0,1,0).

Da bismo pronasli koordinate tacke B, potreban nam je i parametarski
oblik jednacine prave b koji glasi

b:x=-2k, y=k+2, z=k—1.

Izjednacavanjem odgovarajuéih koordinata iz parametarskog oblika jednacine
prave a i parametarskog oblika jednacine prave b, dobijamo k = 1. Za-
menom ove vrednosti u jedna¢inu prave b dobijamo koordinate tacke

B(~2,3,0).

Da bismo pronasli koordinate tacke C, napisa¢emo i pravu ¢ u param-
etarskom obliku

c:x=—-m+1, y=1, z=2m+ 3.

Intenzitet vektora PC tj. rastojanje tacke C od tacke P jednako je 5,
odnosno

PCl =/ (cm+1+12+(1—1)2+ (2m+3—5) =

=4/5m2 —12m + 8 = 5.

Kvadriranjem navedene jednakosti dobija se jedna¢ina 5m? —12m+8 = 25,

Cija su resenja my = ‘1% img = —1. Na osnovu uslova zadatka, koordinate
tacke C' su celobrojne, tako da uzimamo da je m = —1. Zamenom ove

vrednost u parametarski oblik jednacine prave ¢, dobijamo tacku
C(2,1,1).

23. Datesupravep:””T_l:yTQ:%iq:ﬁ:%:

a) Nadéi jednaéinu ravni a koja sadrzi pravu p i paralelna je sa
pravom gq.

b) Naéi rastojanje koordinatnog pocetka od prave p.

Resenge:

a) Na osnovu uslova zadatka prava p treba da lezi u ravni «, tako da
je Mo L P, a iz uslova da su ravan « i prava ¢ paralelne sledi da je



52 2. ANALITICKA GEOMETRIJA U PROSTORU

o L ¢. Znadi da je vektor normale ravni « kolinearan vektorskom
proizvodu vektora p'i ¢

ﬁxq‘: :(3a05_1)

= = ey
— N0 S
W W Ny

Kako prava p pripada trazenoj ravni, imamo da i tacka P(1,2, —3)
prave p pripada ravni «, tako da je jednacina ravni

a:3r—z—6=0.
b) Prvo ¢emo napisati jednacinu ravni 8 koja sadrzi koordinatni pocetak
O i normalna je na pravu p. Dakle, O € 8, fig = p pa je jednacina

ravni
B:x+2y+32=0.

U preseku prave p i ravni 8 dobi¢emo tacku O; - projekciju tacke O
na pravu p. Posto O; € p njene koordinate su oblika

prx=1+t, y=24+2t, z=-3+ 3t
Zamenom u jednacinu ravni 8 dobijamo da je t = %, pa je trazena
tacka
9 18 15
O1lzy—=,—= |-
! <7’ 7’ 7)

Rastojanje koordinatnog pocetka od prave p je jednako intenzitetu
=
vektora OOq

o= [(5) ()¢ () -7

24. Neka su date ravan o : 3z —4y+2z =11ipravap: 1_796 =—

z+2
=3 -

vl

a) Odrediti jednaéinu prave g koja pripada ravni «, prolazi kroz
presecnu tacku T prave p i ravni «, i normalna je na pravu

p.
b) Odrediti jedna¢inu ravni § koja sadrzi pravu p i normalna
je na ravan a.

Resenje:

a) Zamenom z, y i z iz parametarskog oblika jednacine prave p

2
r=—-2t+1, y:fgt, z=3t—2
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u jednacinu ravni a,
a:3x—4y+2z=1

dobija se jednacina %t — 1 =1, cije je reSenje t = %, tako da trazena

tacka ima koordinate
1 11

T(—=,—=,-).
(=557
Vektor pravca prave ¢ je normalan na vektor pravca prave p i na
vektor normale ravni «, tako da je vektor ¢ kolinearan sa njihovim

vektorskim proizvodom. Kako je §x 7, = %(32, 15,18) dobijamo
7= (32,15,18).

Kona¢no, jednacina prave g, koja prolazi kroz tacku T i ima vektor

S Tk yts _ a—g
pravea ¢, je : —55% = 35> = g+, odnosno

2r+1  2y+1 4z-—1
64 30 72

q:

Neka je 7ig vektor normale trazene ravni 8. Kako jep C 8i 8 L «a,
sledi da se za vektor normale ravni § moze uzeti vektor pravca prave
q, tj.

iig = (32,15,18).

Kako prava p lezi u trazenoj ravni 3, tacka P(—1,0,—2) prave p
pripada i ravni 8. Jednacina ravni 8 koja sadrzi tacku P i ima vektor

normale fig je
32z 4+ 15y + 182 + 68 = 0.

s . — : Lz+l . oy—a 241 s

25. Data je ravan « : br —y —z = 2 i prave p : 5= = 5= = Z= |
LY ozl
9:1=2= 72

a)
b)

Odrediti parametre a i b tako da prava p pripada ravni a.

Naéi jednacinu ravni 8 koja sadrzi pravu ¢ i koja je ortogo-
nalna na ravan a.

Resenge:

a)

Prava p lezi u ravni « ako sve tacke prave p pripadaju ravni «. Tacka
prave p je P(—1,a,—1) i ona pripada ravni a ako vazi: 5(—1) —a —
(=1) = 2, odnosno

a = —6.

Prava p lezi u ravni a ako je vektor pravca te prave, p = (2,3,b)
normalan na vektor normale ravni «, 7, = (5, —1,—1) i ako imaju
zajednicku tacku. Na osnovu osobina skalarnog proizvoda imamo
da su dva vektora normalna ako je njihov skalarni proizvod jednak
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nuli: -7, = 10 — 3 — b = 0. ReSenje navedene jednacine predstavlja
trazenu vrednost parametra, tako da je

b=r.

b) Iz ¢ C f sledi da mora biti ¢ L 7ig, gde je ¢ = (1,2,2), aiza L 3
sledi 77, L 7ig, gde je g = (5, —1,—1.) Vektor normale ravni 3, 7ig
kolinearan je vektorskom proizvodu vektora ¢'i 7,

=(0,11,-11) = 11(0, 1, —1),

g X Ng =

O = &y
=Ny
— N &

tako da mozemo uzeti da je 7ig = (0,1, —1).

Kako je ¢ C 3, svaka tacka prave ¢ je i tacka ravni 5. Uzmimo, na

primer, tacku Q(0,0, —1) € ¢. Tada je jednacina ravni
B:y—z—1=0.

26. Neka su date ravana:5x—y+2z:3ipravap:”—glzi: z+l

a) Odrediti jednaéinu prave ¢ koja sadrzi koordinatni pocetak
i prese¢nu tacku T prave p i ravni a.

b) Odrediti jedna¢inu ravni § koja sadrzi pravu p i normalna
je na ravan a.

Resenge:

a) Jednacina p u parametarskom oblikujep : x = 142¢, y = —2¢t, z =
—1 4 t. Tacku T dobijamo resavajuéi sistem koji ¢ine parametarska
jednacina prave p i jednacina ravni a. Trazena tacka je

T(1,0,—1).
Kako prava ¢ sadrzi i koordinatni pocetak O(0,0,0), imamo da je
¢d=OT = (1,0,—1) i jednacina prave ¢ je

Tz oy z

G107 o

b) Iz p C B sledi ip L p, aiz a L §sledi np L ng, tako da éemo rip
dobiti kao vektorski proizvod p'i ny, :

T 7k
Pxrag=|2 -2 1]|=(-3,1,8).
5 -1 2

Kako je p C B onda i T € (3, tako da je jednacina trazene ravni

B:=3x+y+8z+11=0.
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27. Date su prave aq : &=L = XL — z+l j 3 . = ¥ = i ravan
1 -1 1 2 1 0

a:2x+y+z+1=0.

a) Odrediti jednaéinu prave p koja sadrzi tacke A i B, ako je
tacka A presek prave a i ravni o, a tacka B je presek prave
a i prave b.

b) Napisati jednacinu ravni v koja sadrzi srediste duzi AB i
paralelna je ravni a.

Resenje:

a) Da bismo nasli jedna¢inu prave p moramo prvo odrediti koordinate
tacaka A i B. Za to je potrebno napisati jednacine pravih a i b u
parametarskom obliku

a:x=t+1, y=—t, z=1t—1,

b:x=2k+1, y=k—-3, z=1.

Kako je {A} = a N a, koordinate tacke A se dobijaju zamenjivanjem
parametarskog oblika jednacine prave a u jednacinu ravni a. Za
t = —1 tacka A ima koordinate

A(0,1,-2).

Koordinate tacke B se dobijaju resavanjem sistema jednacina koji
¢ine parametarski oblik jednacine prave a i parametarski oblik jednacine
prave b. Za t = 2, odnosno k = 1, koordinate tacke B su

B(3,-2,1).

Vektor pravca p prave p je kolinearan vektoru AB = (3,-3,3).
Odavde vidimo da se moze uzeti da je

ﬁ: (17 71a 1)
Dakle, jednac¢ina prave p je

z y—1 z+42

Pry=r T

b) Obelezimo sa S srediste duzi AB. Koordinate tacke S su

0+3 3 1-2 1 -2+1 1
r=——==, Yy=———=—=, 2= = s
2 2 2 2 2 2

3 1 1
5(2’2’2)

tj.
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Kako je ravan ~ paralelna sa ravni «, vektor normale ravni v je
kolinearan vektoru normale ravni o, tako da mozemo uzeti da je

fly =T = (2,1,1).
Dalje, jednacina ravni « je

y:2x+y+2—-2=0.

28. Date su tacke A(2,2,3),B(0,0,5) i C(1,4,4).

a) Odrediti jednaéinu ravni a koja je njima odredena.

b) U ravni o naéi tatku T koja je podjednako udaljena od
tacaka A, B i C. (Tatka T je centar opisane kruznice za
trougao ABC.)

Resenge:

a) Kako tacke A, B i C pripadaju ravni «, vektor normale ravni « je
normalan na vektore BA i CT/L gde je BA = 2(1,1,-1),i A =
(1,—2,—1). Vektor normale ravni « je kolinearan sa vektorom

)

1 1 ¥ k
SBAxCA=|1 1 -1 |=-31,0,1).
2 1 -2 -1

Jednacina ravni « koja sadrzi tacku B i normalna je na vektor 7, =
(1,0,1) je
a:x+z—-5=0.

b) Za tacku T'(x,y, z) na osnovu uslova zadatka vazi
|AT| = |TB|, |TB|=|TC|, T € .
Odnosno,

Ve =22+ (y =22+ (2 =3)2 = Va2 + 2 + ( = 5)2,

Vit g2 4 (252 = V(e =12+ (y - 4 + (: - 4%,
r+2z—5=0.
Kvadriranjem i zamenom x = 5 — z dobijamo sistem jednacina:
B-22+w—22+(2-32=06-22+y"+ (2 -5)

G-2?+y*+ (2 =52 =(4-27+(y—4)7+(: - 49>
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Nakon sredivanja ovog sistema, dobijamo linearan sistem od dve

jednac¢ine sa dve nepoznate (—4y + 8z = 28, 4y — 2z = —1) &
(z = %, Yy=2ANz= %), tako da je trazena tacka
T(E,Q, 2).
2 2
Drugi nacin: Neka su Sy, Sy 1S3 sredine duzi AB, BC' i AC, redom.
Tada je
_Ta+txp 240 _q
xrs, = 2 - 2 — L
_yat+yp 2+0 1
Ys, = D) Ty b
_za+tzp 345 2
z8, = B = 5 = 4.
Dakle, trazena tacka je
S1(1,1,4).

Analogno dobijamo S; (3,2,3) i S3(3,3, %)
Posmatrajmo ravan a1, koja sadrzi tacku S7 i normalna je na vektor

AB = —2(1,1,—1). Kako je vektor normale ravni o7 kolinearan vek-
toru 1@, mozemo uzeti da je ., = (1,1,—1), tako da je jednacina
ravni

ar:x+y—z+2=0.

Nadimo sad jednac¢inu ravni as, koja sadrzi tacku Sy i normalna je
na vektor BC' = (1,4, —1). Znagi, imamo da je 7i,, = (1,4, —1), tako
da je

ar:r+4dy—z—4=0.
Analogno dobijamo jednacinu ravni ag koja sadrzi tacku S3 i nor-
malana je vektor AC' = (—1,2,1). Vektor normale ravni ag je Mg, =
(=1,2,1) i ravan je

asg:—xr+2y+z—-8=0.

Trazena tacka T'(z,y, z) pripada ravnima oy, ae, as i « tako da njene
koordinate zadovoljavaju sistem jednacina

r + y — z + 2 =0
r + 4y — 2z — 4 =0
- + 2y + z — 8 0
x + z — 5 = 0.

Resenje navedenog sistema je x = %, Yy=2, z= %, tako da je trazena
tacka 1 9
T(f, 2, 7).
2 2
( Napomena: Ravan a; koja sadrzi sredinu duzi AB i normalna je

na vektor AB je simetralna ravan duzi AB. Analogno imamo da je
ay simetralna ravan duzi BC' i ag simetralna ravan duzi AC.)
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29. Data je prava q: %5 = yT_5 = ZEG i tacka M(2,6,—3). Nadi:

a) Jednacinu prave p koja sadrzi tatku M i paralelna je sa
pravom gq.

b) Jednaéinu ravni o koja sadrzi prave p i q.

¢) Rastojanje izmedu pravih p i q.

Resenje:

a) Kako je p|lq, imamo da je = ¢ = (—2,4,5). Prava p sadrzi tacku M
i ima vektor pravca p, tako da je trazena jednacina

x—=2 y—6 2z+3
L

b) Vektor normale ravni « kolinearan je sa vektorskim proizvodom vek-
tora p i QM = (2,1,-9), gde je Q(0,5,6) € q. Dakle, 7, =
(41,8, 10). Kako tacka @ € «, sledi da je trazena ravan

a:4lx + 8y + 10z — 100 = 0.

¢) Neka je 8 ravan koja sadrzi tacku M i normalna je na pravu p. Tada
je g = p, i trazena jednacina ravni je

B:—2x+4y+5z—5=0.

Nadimo tacku M’ koja je presek ravni 3 i prave q. Parametarski oblik
jednacine prave q je

q:x=—-2t, y=5+4t, z=06+5t.
Zamenjivanjem u jednac¢inu ravni 8 dobijamo jednacinu 4t+20+16¢+
30 + 25t — 5 = 0, ¢ije reSenje je t = —1. UvrStavanjem parametra ¢ u
parametarski oblik jednacine prave g dobijamo x =2, y =1, z =1,
tj. presek prave ¢ i ravni [ je

M'(2,1,1).

Dakle,

d(p,q) = |M'M|=+/(2=2)2+ (6—1)% + (-3 — 1)2 = V/4L.
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=
<
-/
QU
S

Z.adaci za samostalni rad

1. Izrac¢unati visinu piramide iz vrha S ako su temena piramide A(3,5,3),
B(-2,11,-5), C(1,—1,4) i 5(0,6, 4).

Rezultat:
Hg = 3.

2. Date su tri ravni. Ravan « je normalna na vektor (A 4+ 3,1,3\ + 3) i
sadrzi tacku A(—1,0,1). Ravan § je normalna na vektor (2, A,2) i sadrzi
tacku B(0,2,0). Ravan v je normalna na vektor (3,1, A+ 3) i sadrzi tacku
C(1,-1,0).

a) Napisati jednac¢ine ravni o, 5 1 7.
b) Za koju vrednost parametra A Ce se te tri ravni seéi u jednoj tacki?

¢) Nadi tacku D tako da ¢etvorougao ABCD bude paralelogram.

Rezultat:

a) a:(A+3)r+y+ (BA+3)z—-21=0.
B:2x 4+ Ay +2z—2X=0.
v:3z+y+(A+3)z—2=0.

b) A£0, A£1, A #2.

¢) D(0,-3,1).
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. Napisati jednacinu ravni a koja sadrzi koordinatni pocetak O(0,0,0) i

pravu preseka ravni f:dx —y+32—1=0ivy:z—-5y—2—-2=0.
Rezultat:

a:7r+3y+72z=0.

. Date su tacke A(2,2,3), B(2,—-1,0) i P(1,2,2). Naéi udaljenost tacke P

od prave odredene tackama A i B.

Rezultat:
d(P,p) = 4.

z—1 _ y—1

. Odrediti parametar a tako da prava p : = = % bude paralelna

2 3
sa ravni a : * — 2y + z — 5 = 0 i nadi njihovo rastojanje.

Rezultat:
a=4, dp,a)= ?.

. Prava p je data presekom ravni «: x — 22 —3=0i 8 :y — 22 =0.

a) Odrediti tacku T koja je presek prave piravnivy:z+3y—2z+4=0.

b) Naéi jednacinu prave g koja sadrzi tacku T, lezi u ravni 7 i normalna
je na pravu p.

Rezultat:
a) T(1,-2,-1).
=1 y+2 241
b) q: 55 =55 = =

. Kroz tacku Q(2,—3,0) postaviti pravu ¢ koja je paralelna sa ravni « :

=01 ; & .x _ yt4d _ 2-5
22 +y —2+5=01koja sece pravu p : { = = = =,
Rezultat:
Lx—2 _ y+3 _ z
g2 = =z

. Date suravni o« : Az +3y+42—-4=0, 6:2+By+Cz =0 i

y:2x —y+z=D.

a) Odrediti A, B,C i D tako da se ravni «, § i v seku u tacki 7'(1,0,1)
i da je ravan § normalna na ravan -.

b) Nadi pravu p koja je presek ravni 51 7.

Rezultat:

a) A=0,B=1,C=-1, D=3.
Lx—1 _z—1

b) p:f5 =25 ==

. Date suravan a : 2z —y—z = 0, prava b : 72 = ¥ = 2=2 j tatke A(a,2,4)

2 q
iB(07072).
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10.

11.

12.

13.

14.

a) Odrediti parametar a tako da tacka A pripada ravni «.

b)

¢) Odrediti jednac¢inu ravni 8 koja sadrzi tacku B i pravu b.
)

d

Odprediti parametre p i ¢ tako da prava b lezi u ravni a.

Odrediti tacku C' koja pripada ravni i ¢ija je projekcija na ravan «

tacka A.
Rezultat:
a) a=3.
b) p=1, ¢=0.
c) z—2=0.
d) C(7,0,2).
Date su prava p : "”T’l = ”_—_13 = 2 iravan a:mz +2y+ 2 —7=0.
a) Odrediti parametre s i m tako da prava p pripada ravni a.
b) Kroz pravu p postaviti ravan § normalnu na ravan «.
Rezultat:
a) s=2; m=—1.
b) B:Te+4y—2—17=0.
Date su tacka B(2,13,-9), i prava p : 252 = =Lz o =2 Ako je A(a,8,¢)

tacka prave p odrediti tacku C' te prave tako da trougao ABC bude jed-
nakokraki sa osnovicom AC.

Rezultat:
A(3,8,1), C(3,24,—11).

Napisati jedna¢inu prave p koja prolazi kroz tacku A(1, —5, 3) i sa x—osom
1 y—osom zaklapa redom uglove % i 7.

Rezultat:
Lz—1 _ y+5 _ z-3
P ="5 ="

s . v . . —1
Nagéi zajednicku normalu n za mimoilazne prave p : %rl = ¥t — =42

2 -3

Lxe—1 _ y _ z=3
9:5 = =% = =1~
Rezultat: . "
n: &3 _ Ytsr _ 2-5

©78 9 4 -

Lx—1 _ y=2 _ =z . z43 _ y+l _ z-3 4

Date su prave p: 5= = ¥£= = % i q: 5= = 5= = == Naci vrednost

parametra m tako da prave p i ¢ pripadaju istoj ravni «, a zatim nadi
tacku T} simetriénu tacki T'(3,4,11) u odnosu na ravan .

Rezultat:
m=0, a:3x+5y+9z—13=0, T (-3,-6,-7).



62

2. ANALITICKA GEOMETRIJA U PROSTORU




3

Kompleksni brojevi

Kompleksan broj je izraz oblika = + yi, gde je z,y € R, a ¢ je imagi-
narna jedinica za koju vazi

i? = —1.

Ako je z = z + yi, tada je = realni deo kompleksnog broja z, Sto
oznacavamo Re(z) = x, a y je imaginarni deo kompleksnog broja z,
u oznaci I'm(z) = y.

Na osnovu definicije imaginarne jedinice, za k € Z sledi

Z'4k — 1’ 7:4k+1 — —i

i, ,L'4]€+2 — _1’ Z'4k+3 —

Dva kompleksna broja z; i 22 su jednaka ako i samo ako je Re(z1) =
Re(z2) i Im(z1) = Im(z2).
Kompleksan broj z = z—yi je konjugovan kompleksnom broju z = z+ys:.
Primetimo da vazi

z+Zz Z—Z

Re(z) = 5 Im(z) = ——, zZ=z

Kompleksan broj x + yi odreden je parom realnih brojeva (x,y) i na
taj nacin se svakom kompleksnom broju moze jednozna¢no dodeliti jedna
tacka P(x,y) ravni i obrnuto, svakoj tacki kompleksan broj. Ta ravan se
zove kompleksna ravan ili Gausova ravan ili z-ravan, x-osa se zove realna
osa, a y-0sa imaginarna osa.

Ako je P(z,y) tacka kompleksne ravni koja odgovara kompleksnom broju
2 + yi, onda se intenzitet radijus vektora tacke P(x,y) naziva moduo
kompleksnog broja z (u oznaci |z|), a ugao koji OP zaklapa sa poz-
itivnim smerom z-ose se naziva argument kompleksnog broja z (u
oznaci arg(z) = ).
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Svakom kompleksnom broju z # 0 odgovara samo jedna vrednost ¢ iz
intervala (—m, 7] i tu vrednost nazivamo glavna vrednost argumenta.

Ako je z = x + yi, r = |2| i arg(z) = p, onda ocigledno vazi

T = TCOoSp, Yy =rsingy, r=+/z2+y2,
pa kompleksan broj z mozemo zapisati
z =r(cos p + isingp),
§to zovemo trigonometrijskim oblikom kompleksnog broja z.
Napomenimo da za argument kompleksnog broja z = x4y vazi i jednacina

Y
tg(p: )
T

pri ¢emu ona ima dva resenja na intervalu (—m, 7). Argument arg(z) = ¢
biramo u zavisnosti od znaka x i y, odnosno od toga u kom kvadrantu se
nalazi tacka P(x,y) koja odgovara kompleksnom broju z.

Na osnovu Ojlerove (Euler) formule cosp + ising = e?*, dobijamo ek-
sponencijalni oblik kompleksnog broja

z = ref’.
Eksponencijalni oblik konjugovano kompleksnog broja je  Z = re™ %%,
Na osnovu Ojlerove formule vazi

ecpi + eftpi e(pi _ 67907,'

cosp = 5 , sing = %
1
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Operacije u skupu kompleksnih brojeva

Neka su dati kompleksni brojevi
z = x4 yi = r(cosp + isinp) = re?’,
2k = xp + ypi = r(cos pp +isingy) = rpe?t k=1,2.

e Tada je
z1 £ 20 = (z1 £ 22) + (y1 £ ¥2)i,
2122 = (21 T2 — Y1 - Y2) + (T2 Y2 + Y1 - 22)i =
= r172(cos(p1 + w2) +isin(pr + 2)) = rirge($1tes)i
21wty -yl (@32 yry2) + (Y1 T2 — - yo)i

- - 2.2
zo  To+ Yol To— Yol 5 + Y5

_n (cos(p1 — w2) +isin(pr — @2)) = 1 elpr—¢2)i
T2 o

e Za proizvod i koliénik kompleksnih brojeva z; 1 zo vazi
|21+ 22| = |21] - |22],  arg(z1 - 22) = arg(z1) + arg(z2) = o1 + p2,

Z1

z z
1 R () = arg(z1) — arg(z2) = p1 — ¢2.

29 22

e Sabiranje komleksnog broja z; = x1 + y17 sa kompleksnim brojem zo =
To + yoi predstavlja translaciju vektora z; za radijus vektor tacke koja
odgovara broju zs.

Mnozenje kompleksnog broja z sa realnim brojem a # 0 (arg(a) = 0)
geometrijski predstavlja homotetiju sa centrom u koordinatnom pocetku
i koeficijentom a.

Mnozenje kompleksnog broja z kompleksnim brojem ¢iji je moduo jednak
jedinici (broj oblika e¥?), geometrijski predstavlja rotaciju oko koordi-
natnog pocetka za ugao .

e Za stepenovanje kompleksnih brojeva koristimo binomnu formulu
" /n
2= (r+yi)" = " (yi)*,
(z + yi) g:o (k> (i)

a za kompleksan broj zapisan u trigonometrijskom ili eksponencijalnom
obliku Moavrovu (Moivre) formulu:

2" =1r"(cosnp + isinng) = re?.
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e Neka je n € N. Broj w je n-ti koren kompleksnog broja z ako je w™ = z.
Tada je w = {/z. Na osnovu Moavrove formule vazi

n

2k 2k ot2kn
w={z= Q/?j(cos('p—i— T 4 jsin £ 20T ﬂ-) = et
n
k=01, .n—1,

§to znac¢i da n-ti koren kompleksnog broja z (z # 0) ima n razlicitih
vrednosti. Geometrijski, predstavljeni u kompleksnoj ravni, n vrednosti n-
tog korena kompleksnog broja z, obrazuju temena pravilnog n-tougla koji
je upisan u kruznicu sa centrom u koordinatnom pocetku, poluprecnika

Zadaci

1 3
1. Ako je 21 =244, 20=3—27 i 23 = —3 + 7@', izracunati

a) |3z1 — 4zo]. b) 23 — 322 + 42, — 8.

22’2+Zl—5—i2

= \4
©) ()" d) 2% — 23 +3—1

Resenge:

a)
1321 — dzo| = [3(2+4) — 4(3 — 20)| = |6 + 3i — 12 + 8i| =

= | =6+ 11i| = /(—6)2 + (11)2 = V157.

b)
22 322 44 —8=(2+0) -32+0)°+4(2+i) -8 =

=2343.(2)%+3-2%+4> -3(4+4i+i®)+8+4i—8=
=8+412i—6—i—12—12i +3+8+4i — 8 = —7 + 3i.

I AN AN
(-9

2 2
INRVER V3.
=|—z+—= =—-——14
2 2 2

2

AN
AN

N =

po L V3,
37 2

W=
B~ w
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d)

229+ 21 — 5 —i 2

2Z1 — 20+ 3—14

|23 —2i)+(241i) —5—i
C202-d)—-(3-2i)+3—i

2
‘ 4—i

2_’3—41'

C3-4i? (VP H(-92)? 25

I SN (Ve G E T

2. Predstaviti u trigonometrijskom i eksponencijalnom obliku kom-
pleksne brojeve

2 =14+V3i, 20=-2+42i, z23=-1-vV3i, z4=+3-1,

25 =2, z2g=-—-3, zy=2, z28=—1i,

. . - . . . . 21 eps
a zatim izracunati z; + 25 i 23 — 29. Brojeve z; - 2z, i — predstaviti
z

u trigonometrijskom i eksponencijalnom obliku.

Resenge:

Kako je 71 = |21| = /12 + (v/3)2 = V4 = 2, imamo

<

143

=2(cosp1 +isine) tj.

coscplzl, Sin%:@, 8
2 2 50°

znaci 1 X

Y1 =

ga
paje z; = 2(cos § +isin§) = 2e51,

3

Moduo kompleksnog broja zo = —2 4 2i je 1o = |z2| = /(—2)2 +22 =
2+/2. Kako je
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COS g = ———=, SNy =—¢= y

37T =2+42i
sledi @9 = R tj.

3 3 N
Zo = 2V/2 <COSI —&—isinz) =

=2V2 e%i.

Analogno rezonujuéi i vodeéi racuna da se glavni argument arg(z) kom-

pleksnog broja nalazi u intervalu (—, 7], dobijamo

= —1—-+/3i= 2(cos(—%”) + iSiﬂ(—%ﬁ)) =2e

™

2= V3—i=2(cos(—F)+isin(—F))=2e 5",
25 = 2=2(cos0+isin0) =2 e,

26 = —3=23(cosm+isinT)=3e"™,
7= 2i=2(cosf +ising)=2e2",
zg = —i=cos(—%)+isin(—3)) = e 2.

Zbir i razlika kompleksnih brojeva z; i 25 dati su sa

A z=1+V3i)+(—2+2)=(1-2)+2+V3)i=—-1+(2+V3)i,

2 — 2= (1+V3i) = (=2+2i) = (142)+ (V3 —2)i =3+ (V3 —2)i.

Proizvod i koliénik kompleksnih brojeva z; i zo su dati sa

2oz = (1+V30)- (=24 2i) = =2 — 2V/3+ (2 — 2/3)i,

22y = 2- Zﬁ(cos(g + %f) +isin(g + %)) =
= 4\/§(cos%7T + 4 sin 113—2“) =

= 4v2(cos(—LF) +isin(—L)) = 4v2 e

2 1+4VBi —2-2i 1
~ = Soysi a5 2+2v3+(-2V3
1
= ;(V3-1-(V3+1)),
Zl s s N us T
Pl 22—2(008(3 — 3 +isin(f - 28)) =

1ix;
12 7'7

2)i) =
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21+ 22 . . 1+
ako je z1 =11 25 =

1+ 2120 \/i '

3. Izracunati vrednost izraza

Resenge:

Zamenjujudi 21 1 2o 1 primenjujudi pravila za mnozenje i deljenje komplek-
snih brojeva, dobijamo

Atz Tt 1+ (V2H1)i

1+4
1+ 2129 1+z’-17+§ V2—1+4i

_LA(VeH )i V2-l-d o 2v2 V2 242 g
V214 V2-1—i 4-2V2 2-V2 242 '

4. Odrediti kompleksan broj z koji se nalazi u prvom kvadrantu i
zadovoljava uslove |z| =5 i Im(z) = Re(z) — 1.

Resenje:

Neka je trazeni kompleksni broj z oblika z = x + yi. Iz uslova zadatka
dobijamo dve jednacine

Vrz+y2 =5 y=z-1

Kvadriranjem prve jednacine i zamenom y iz druge jednacine, dobijamo
kvadratnu jednacinu

2+ (x — 1) = 25,

Cija su reSenja x = 4 i x = —3. Po uslovu zadatka, trazeni broj se nalazi u
prvom kvadrantu, tako da je x =4, tj. z =4+ 3i.

5. Odrediti kompleksan broj z iz uslova

( s 41 2
(2+i)3+2R6<Z; >um(1+’?)+z5+5z’.

Resenje:
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Neka je z = x + yi. Tada sledi

z+1 z—yi+1 z+1
R = R =
() = ()
Im 2+z. — Im 2+a:—&—.yi _ Im 2+z+yi)(1+1i) _
1—1 1—1 2
2+ x+y
= —5
(2+1i)3 = 2343-2%4+3-2i?+43 =2+ 11i.

Kada ove vrednosti zamenimo u uslov zadatka, dobijamo

z+1 24+z+y

2+ 1175+ 2
+ 112 + 5 ) 5

+x—1iy=>5+ 51,

tj.
z+ 3y

3+2x+<10— >i:5+5i.

Izjednacavanjem realnog dela kompleksnog broja na levoj strani jednakosti
sa realnim delom kompleksnog broja na desnoj strani jednakosti, i iz-
jednacavanjem njihovih imaginarnih delova dobijaju se jednacine

3+2zx =5, z+3y=10,

¢ijim resavanjem dobijamo x =11 y = 3. Dakle,

z=1+4 3i.

. U skupu kompleksnih brojeva resiti jednacinu

zRe(z—l)—QIm(ili) = —1.

Resenge:

Neka je z = x + yi. Onda je njemu konjugovano kompleksni broj dat sa
Z=x—yiivaz

z—1 = z—-1+uyi,
z—1  z—-1 1—i z—zi—1+i
144 144 1—i 2

r—yi—(z—yi)i—1+1 x—y—1+1—x—y.
i
2 2 2




Zbirka resenih zadataka iz Matematike 1 71

Tako smo dobili da je Re(z —1) =z —1 i Im(

Kada to zamenimo u datu jedna¢inu, imamo

2—1)_1—33—y
1+i/ 2
(x+yi)(z—-1)—1—z—y)=—1i, ¢t

4y — 14 (zy —y)i = —i.

Izjednacavajuéi odgovarajuce realne delove i odgovarajuce imaginarne de-
love dobijamo jednacine

2 4+y—1=0, zy —y = —1.

Iz druge jednacine sledi

1
-1)=-1 tj. =—— 1).
y(z —1) jooy=-———p @#1
Zamenom u prvu jednac¢inu dobijamo
2’ — —— —1=0, odnosno xz(z?—z—1)=0.

rz—1

Resenja ove jednacine su

1+V5 1-v5

2 , L3 =

1 =0, 29 =

Odatle je
-1-5 —-1+V5
9 Ys = 9

i tako smo dobili da polazna jednacina ima tri reSenja

_1+V5 . 1-+5

y1:17 Y2 =

21 =1, 29 5 (1—1), B=— (1—14)
7. U polju kompleksnih brojeva resiti jednaéinu
25— 33
|zf5i+1|+i~1m(¥> =9 8.
i

Resenge:

Predstavimo kompleksan broj z u obliku z = z 4 yi. Tada sledi

|z =5i+ 1| = |z 4+ 14 (y —5)i| = /(= + 1)+ (y — 5)2.
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1
Kako je — = —i, vazi
i

Im(iz(zg_igz)) - Im( - ¢72(_2x+4yi>) - Im(%@y—i—xi)) - %x,

3

pa se polazna jednacina moze napisati u obliku

4
\/(m+1)2+(y—5)2+§m':9—8i.

Na osnovu jednakosti kompleksnih brojeva imamo

Ve +1)2+(y—5)2=9, %m:—&

Resavajuci ovaj sistem jednacina dobijamo
x = —6, y1 =5+ 2V 14, Y2 =5 — 2V 14.
Dakle, resenja polazne jednacine su kompleksni brojevi

21=—6+(B+2V14)i i zp=—64 (5—2V14)i.

. Naéi sve kompleksne brojeve z koji zadovoljavaju uslov

z=2%

Resenje:

Kada kompleksan broj z predstavimo u obliku z =  + yi, uslov Z = 23

glasi
tj.
x—yi = 2 + 32?yi — 3zy® — yPi.
Na osnovu jednakosti kompleksnih brojeva dobijamo sistem jednacina
z(z? = 3y> —1) =0, y(y? — 322 —1) =0,
¢ijim resavanjem dobijamo trazene kompleksne brojeve
z2=0, z=1, z=-1, z=1, z=—i.
Zadatak se moze resiti i na drugi nacin.
Kako je |z| = |z|, iz uslova zadatka imamo |z| = |23, iz cega sledi |z| =
|23, paje |2 = 01ili |2 = 1. Iz |2] = 0 sledi 2 = 0, a iz |2|] = 1, na
osnovu Moavrove formule imamo da vazi z = z~!. Sada uslov zadatka
glasi — = 23, tj. z = V/1 i odatle dobijamo ostala Cetiri reenja.
z
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9. a) Odrediti brojeve z; i 25 iz uslova
_ . . 22 .
z1 + Zo = 6 + 31, 1z1+— =11 —44.
)

b) Na pravoj koju odreduju brojevi z; i z; naéi tacku z3 koja se
nalazi sa one strane tacke z; sa koje je z9, tako da rastojanje
tacke z3 od z; bude 15.

Resenge:

1

a) Nekaje z1 =x1 +y1i 1 22 = x2 + yo2i. Kako je - = —i, uslovi
i

postavljeni u zadatku imaju oblik:

1+ Y19+ T2 — yoi = 6 + 34, i(x1 — y1i) —i(xg + yoi) = 11 — 44,
tj.
1+ 22 + (Y1 — y2)i = 6 + 34, Y1 +y2 + (21 —x2)i = 11 — 4.
Odatle sledi
1+ x2 = 6, Y1 — Y2 = 3, Y1 +y2 =11, Ty — T2 = —4.
Resavanjem ovog sistema jednacina dobijamo trazene kompleksne brojeve:

2=14T7i, 2z =>5+4i.

b) Kako je zo — 23 = 4 — 34, sledi

‘ZQ - Zl‘ = 5. y
Da bi se dobila tacka z3 koja se R
nalazi na rastojanju od tacke z; 2
koje je 3 puta duze od rastojanja
tacaka z; i zo, potrebno je prvo
translirati duz z1zo za vektor 2
51‘6 tako da se tacka z; slika u 2%
koordinatni pocetak. Komplek-
san broj koji smo na taj na¢in do-
bili je 2z — z7. Tacku 25, za koju
treba da vazi |24| = 15, éemo do-
biti na sledeéi nag¢in:

23] = 3 |22 — 2.

Iz toga sledi
2h =3(20 — 21) = 12 — 9i.
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Trazenu tacku zs dobijamo translirajuéi duz Oﬁz3 za vektor O—zl> , 1.

23 =24 + 21 = 13 — 2i.

10. Kompleksan broj z, z # 0 zadovoljava jednaéinu

z  Zz 1 1
Z+lta(C4+z)=2
z z z

a) Nadéi vezu koja postoji izmedu realnog i imaginarnog dela
kompleksnog broja z.

b) Naéi kompleksne brojeve z; i 22 koji ispunjavaju uslov pod
a) i Re(z) =2.
c) Za z; i z; odredjene pod b) naéi kompleksan broj z; takav da

trougao 212223 bude jednakokraki sa osnovicom z; 2o, povrsine
8 i Re(z3) > 0.

Resenje:

a) Neka je z = + yi. Tada imamo

rTH+yi x—yYi ( 1 1 ) . .
4 =2 /- (x—
x—yi+:c+yi+ m+yi+a:—yi /e =yi)(z+yi)
tj.
(x+yi)? + (x — yi)* + 4(x — yi + = + yi) = 2(2? + y?).

Iz prethodne jednakosti sledi veza realnog i imaginarnog dela kompleksnog
broja z:
y? =2z

b) Kada je Re(z) = z = 2, na osnovu zadatka pod a) imamo y? = 4.
Tako dobijamo dva reSenja: y; = 2, yo = —2, tj.

21:24—227 2’2:2—27:.

¢) Duzina osnovice z129 je

h
a = 4. Posto je P = % =8, 2t
sledi h = 4, pa je ]\Z\s
M
2

2’3:6.
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— /24 2000
11. Odrediti (M) .
2—2
Resenje:
Oznac¢imo sa z1 i zo kompleksne brojeve z; = V6 —V2 i 29 =2—2i.
Tada je
21\ 2000 Z%OOO
(@)™

29 Z%OOO .

Izra¢unaéemo prvo 22000 i 22900 Moduo i argument kompleksnog broja z;

su dati sa
r =\ (V6)? + (V2)? = VB,
Ve o -2 m
s T T T
tj-
21:\/§<cos(—%> +isin(—g)>
Tada je

22000 (\/@)2000(00S ( _ 20%07r> 1 isin ( _ 20%077)) _

- 81000(005,(— 333%”) +isin(7333%’“)) _
- 81000(cos (%’T)+isin(%’r)) :81000<—

Moduo i argument kompleksnog broja zs su dati sa

r= VPP =R,

N[
+
s
.
—

2 —2 ™
COS(,OQ—ﬁ, Slns@gzﬁ = @2_—1,
pa sledi
™ ..
=8 (s T o)
Tada je

23000 — (\/g)zooo(cos ( - %) + isin ( — %)) =
- 81000<cos(—5007r) + isin(—5007r)> -

81000 ( cos 0 + isin O) = 81000,
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Konaé¢no dobijamo
1, V3,
23000 81000(—54—72) 1 V3
22000 Q1000 =5t 5
12. Koristeéi trigonometrijski oblik kompleksnog broja, izraziti cos 4x

preko cosz, tgdxr preko tgr i pomoéu dobijenih veza izrac¢unati
b by

COS E 1 S1In E

Resenge:
Da bismo izrazili cos4x preko cosx, koristicemo Moavrovu formulu za

stepenovanje kompleksnog broja u trigonometrijskom obliku:

4

(cosx +isinx)* = cosdx + isindx.

Stepenujudéi levu stranu jednakosti pomoéu binomne formule, dobijamo

3 2 4

cos* & + 4i cos® zsin z + 642 cos® z sin® z + 44> cos xsin® z + it sint x =

= cos4x + isin4x. (3.1)
Kada izjedna¢imo realne delove u (3.1)), dobijamo

cos? z — 6 cos? zsin? z + sin? & = cos 4z, (3.2)

tj.

4

cos 4x = cos® x—6 cos? (1 —cos? x) + (1 —cos® 2)? = 8cos* x —8cos® 4 1.

Za drugi deo zadatka, potrebno je izjednaciti i imaginarne delove u (3.1)):

sin4x = 4 cos® rsinz — 4 cos zsin® z. (3.3)
Iz (3.2)) i (3.3)) sledi
sin4dx 4cosd rsinz — 4coszsin®
tgdar = = I

cosdr  cos*x —6cos?xsin®x +sintx’

Kada imenilac i brojilac prethodnog izraza podelimo sa cos* z dobijamo
dtgr — dtgix

1 —6tg2x + tg*z’

. . . ™ Sy
Za izracunavanje cos 2 koristi¢emo l}

tgdr =

0 s s
cos (4~ ﬁ) = 800545 7800525 +1,
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dok sa druge strane imamo

(455) = o3
cos (4 —) =cos- =—.
12 "3 7 2
Izjednacavanjem ova dva izraza dobijamo

4 T 2 7 1
- - ].7 .
8 cos 13 8 cos Tl 3

2

T
Uvodenjem smene cos 3= t, prethodna bikvadratna jednacina se svodi

na kvadratnu jednacinu:

1
82 —8t+ = = 0.
*3

2+V3
" T\[ Kako je 0<;T2<
3 i funkcija cosz opadajuéa za x € [0,7/3], imamo cos0 > cos — >

12
23

cosg, odnosno 1 > cos% > 3 Kako je — <

Resenja ove kvadratne jednacine su y,, =

—

, sledi

DN =

T 24++/3
COS— = —.
12 2

0
Koristedi ¢injenicu da je sin P > 0 i osnovnu trigonometrijsku vezu, do-
bijamo

T 23

in— =,/1—cos? — =
ST 12 2

13. Dokazati identitete

3

3 1 1 1 3
a) sin®z = —sinz — Zsin&a@7 b) cosz = §cos4x—|— —cos2z + —.

4 2 8

Resenge:

Za dokazivanje datih identiteta koristicemo Ojlerove veze.

a)
i _—wi\ 3 i —xi\3
sin®x = L 2(67.6)2
843

_ _7.(63@1 o 362wze—:u + 36126—2:m o 6—3xz) _

_ 75(63wi o 3e:ri +3671i o ef?mi) _
1
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3 ea:i _ ef:m‘ 1 eSzi _ 673:ri 3 1 . 5
=|——]——=|————— | = =8sInxr — —sinox
4 2 4 23 4 4 ’

. (exi+e—:ci>4 (eari+e—xi)4

16

_ 1i6(€49m' +4€3xi67mi + 662951'67212’ + 46:131'673:::2’ + 674:51’) —

16( 4u +462Ll +6+46—211 _’_6—411) _

1 e4wi +e—4xi 1 eQ;Ei +e—2xi 3
= — _— + — - + J—
8 2 2 2 8

1
= §c054az—|— 5005233—!— 3

14. Izracunati /2 ako se zna da je

3(2(2 i)+ 3—‘2/3) = —3(1 +2V/3 + 2i).

7

Resenge:
1
Neka je z =x 4+ yi. Znajuéi da je — = —i, imamo
i
3
—22(2x+y—xz—|—2yz+i) —3(1 + 2V/3 + 2i),
tj.

—22 + 4y — (4z + 2y + 3V/3)i = —6V/3 — 3 — 6i.
Na osnovu jednakosti kompleksnih brojeva dobijamo sistem jednacina
20 — 4y =6V3+3, 4dx+2y=6—3V3,
3xf

Cije je resenje x = 3 Y=o . Dakle,
i 3{
22

Eksponencijalni oblik broja z je 3e~35%, tako da je kvadratni koren kom-
pleksnog broja z :

VE=VBeFi= VBT = (BB L — 0,1,



Zbirka resenih zadataka iz Matematike 1 79

Prema tome, trazena reSenja su

Zoz\/g _%i: —?Z, 21:\/§€5li 3 ?

| W

15. a) Odrediti kompleksan broj z; iz uslova

Z1 1 Z1
0o -1 2 |=2-8.
1 2+¢ 1

b) Kompleksan broj z; odredjen pod a) napisati u eksponenci-
jalnom i trigonometrijsko obliku, a zatim odrediti /2.

c) Ako je z; reSenje jednacine

29 + 21

(1+i)3(3—z’)+ilm( )—1—22:—2—1—122',

predstaviti u kompleksnoj ravni skup tacaka z koji zadovo-
ljava nejednakost

21l < 2 = V21l < |zal.

Resenje:

a) Neka je z; = z + yi. Tada (videti poglavlje 5)

21 1 1
0 -1 2 :—Zli+2+21—221(2+i)=
1 2417 1

=2—3z+ 3y — (3z + 5y)i.

Kako je po uslovu zadatka ova determinanta jednaka sa 2—8i, izjednacavanjem
realnih i imaginarnih delova dobija se sistem jednacina

2-3zx+3y=2, —3x — by = 8§,
Cije je reSenje x =1, y = 1. Dakle, trazeni broj z; je

b) Da bismo broj z; mogli zapisati u eksponencijalnom i trigonometri-
jskom obliku, potreban nam je njegov moduo i argument:

|21 = V12 + 12 = V2,
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1 V2 L V2 ™

cosp=—==—, sinp= =— = = —.

2 20 V22 L

Kompleksan broj z1, zapisan u trigonometrijskom obliku, dat je sa

21 = |z1](cos @ + ising) = V2 (cos% —|—isin%),

a u eksponencijalnom
A .
21 = |z| €9 = V2T

Oznacimo sa w = &/z1. Tada je

‘ T {okm
w= Ve = W3 j=0,1,2,3,4.

Za k = 0,1,2,3,4 dobijamo pet reSenja petog korena kompleksnog broja
A

k=0 = wy= V2e%',

k=1 = w = 1026%§2ﬂi: IOZe%i,

k=2 = w= Vo o= Vo
k=3 = ws= 1\756%:&(1.: V2 e 0l
k=4 = wy= 1026%:8ﬂi: 1%e*%i.

¢) Kako je

9
(1+i)3(3—i)+i~lm<z2+ Z) + 20 =

xo + (Y2 + 2)i

:(1+3i—3—i)(3—i)+i-lm( ;

)+x2+y2i:

‘ ‘ +2. ;
= (—2+22)(3—2)+y2Tz+x2+y21,

na osovu uslova datog u zadatku imamo

3
—4+x2+(9+§y2)i:—2+12z’.

Odatle sledi 5
—4+ 2y =-2, 9+§y2:12.
Resavanjem ovog sistema dobijamo zo = 2 i yo = 2, dakle
29 =24 21. (3.5)
Na osnovu i sledi

21l < |2 = V21| < |z,
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V12412 < /22 + (y — V2)2 < /22 + 22,
2< a2’ +(y—V2)? <8

Dakle, skup tacaka u kompleksnoj ravni koji zadovoljava polaznu nejed-
nakost je koncentri¢ni kruzni prsten predstavljen na sledecoj slici.

16. Nadi kompleksne brojeve z za koje vazi

2
Jm(’;+ ) =11 Re(z*+1) =1,

—1

a zatim za reSenje z; koje se nalazi u drugom kvadrantu naéi

e

Resenge:

Kada kompleksni broj z predstavimo u obliku z = x + yi, imamo

z+2 r+yi+2 2414 2:Efy+4+:c+2y+2_
= . = 1

2—1 2—1 241 ) 5 ’

241 = (e+y)?+1=a?+2oyi—y> +1, tj.

Re(z* +1)=2% —¢y* + 1.

z+2 T+ 2y+2
m(51?)-
2—1 )

Uslovi zadatka se svode na jednacine

T+ 2y+2 _1

2 2
- 1=1
5 ) X er )

koje su, redom, ekvivalentne jedna¢inama

T+ 2y =3, z?2 —y? =0.
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Iz druge jednacine sledi * = —y ili * = y. Zamenom u prvu jednacinu
dobijamo x = —y = =3 ili z = y = 1, tako da su trazeni kompleksni
brojevi

z217=—-34+3 1 2z29=1+41.

Kompleksni broj z; je u drugom, a 25 u prvom kvadrantu. Za izracunavanje
/21, potrebno je predstaviti z; u trigonometrijskom obliku. Kako je

|z1] = | = 34 3i| = \/(=3)2 + 32 = 3V/2,

B V23 V2
3\/5_ 27 ¢_3\/§_27

cosp =
sledi 3 3 3

= Zﬂ, tj. =z = 3\/§(COS% +isin£>.
Neka je w = ¢z;. Tada vazi

2k 3T 4 92k
—{/3 (ms g F+mmijéls,k:QL2

Prvo resenje dobijamo za k = 0

\/3\7(0057—&%51114) \/3\7(£+ £) ?(14—@').

Kako tri reSenja treceg korena kompleksnog broja z; Cine temena jed-
nakostraniénog trougla koji je upisan u kruznicu poluprecnika v/3v/2 sa
centrom u koordinatnom pocetku, onda wi i we mozemo dobiti rotacijom

wp oko koordinatnog pocetka za ugao od 5 tj. 7% redom
y
w1 = wo el =
(o)
V12 IERVE]
P Je i) - n
y (=5 +i5 o 3 4
13/12 m Gz x
4u+f+m—ﬁm 3
_2m;
Wo = wWqg € 3 = o,

zg?u+o(—%—1§) V2 B+ vE).
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17.

18.

U kompleksnoj ravni date su tacke z; = 2+i i 23 = —24-3i¢. Odrediti
preostala temena kvadrata z;202324 ako su mu z; i z3 naspramna
temena.

Resenge:

Teme z; se moze dobiti rotacijom temena z; oko sredista duzi zizs, tj.

y z1+ 23
tacke zp =

. us . .
= 2i, za ugao 5 Ako oznacimo sa 2’ = 21 — 2o, tj.
transliramo zgz; tako da se zq slika u O, onda je Oz’ paralelno sa zpz; i
|2’| je jednak duzini zgz;.

, Cel. . . .. .. ™ .
Sa z” éemo oznaciti tacku koja se dobija rotacijom Oz’ za ugao 5 tj.

sy . . . wo
2" = Z'e2". Tada je Oz" paralelno sa zgzq, a |2”’| je jednak duzini zgzs.

Odavde sledi da z9 dobijamo translacijom:

"
2o =29+ 27,

tj.

20 =20+ (21 — zo)e%i =

=24 (2+i—2i)i =14 4.

Teme z4 se moze dobiti npr. rotacijom temena z; oko tacke zy za ugao
s

5 -
z=z20+ (21— 20)e” 7 =2+ (2+1i — 2i) - (—i) = —1,
ili koriste¢i ¢injenicu da je zg sredina duzi zo24:

ZOZL—;ZLL = 24:220—22:4i—(1+4i):—1.

Kompleksni brojevi koji zadovoljavaju uslov

Re((l + z;zi—;—f - 22’) _ Im((l + z;zi—;—f - 22’) _

¢ine dva temena jednakostrani¢nog trougla. Odrediti trece teme
koje se nalazi u ¢etvrtom kvadrantu.

Resenje:
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Iz uslova zadatka imamo i realni i imaginarni deo kompleksnog broja
(1414)z+2—2i

tj.
3+2i "
14+4)224+2—2i
(1+1)z +‘ P14
3+ 2
Iz ove veze izrazimo 2?2 :
—14+7
2o 2 g
141

pa dobijamo z = /3 + 4¢. Kvadratni koren kompleksnog broja se moze
izracunati i na sledeé¢i na¢in. Predstavimo kompleksan broj z u obliku:

V3+4i=x+ yi.
Kvadrirajuéi levu i desnu stranu ove jednakosti dobijamo
34 4i = 22 + 2xyi — 3>,

Odatle sledi
2?2 —y? =3, 2zy=4.

Kada iz druge jednacine izrazimo jednu od nepoznatih, npr. y = —, i
x

uvrstimo u prvu, dobijamo bikvadratnu jednacinu
zt =322 —4=0,
koja se resava uvodenjem smene 22 =t :
t? —3t—4=0.
Kako je £ € R, sledi t = 22 > 0, tj. jedino resenje ove jednagine je

2% = 4, odakle dobijamo z; =2, 2z = —2. Na osnovu y = — sledi
x

y1 = 1, gy = —1. Tako smo izracunali dva reSenja kvadratnog korena
kompleksnog broja 3 + 44 :

2’1:2+Z i 22:7272

Treée teme jednakostranitnog trougla zjzszs, koje se nalazi u ¢etvrtom
. - .. T
kvadrantu, moze se dobiti rotacijom temena z; oko temena z; za ugao 3 :

™ 1
23:zlJr(fozl)e?Z:2+i+(—2—i727i)(§+§i)

= V31— 20).
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19.

a) Naéi preostala temena jednakostrani¢nog trougla z12023 u
kompleksnoj ravni ako se zna da je z; = 3+ 4¢ i da je tacka

24 = 5~ 52 srediste duzi z523.

b) Odrediti kompleksne brojeve z; i a tako da z1,22 i 23 budu
reSenja jednaéine (z — z)® = a.

Resenje:
a) Predstaviéemo nepoznate kompleksne brojeve u obliku:
Zy = To + Yo2i, 23 = T3+ Y3l

Kako je na osnovu uslova zadatka z, srediste duzi z2z3, imamo

T2t+23 _ 3 Yy2tys _ 1
2 2 2 2
tj.
To + 3 =3, Y2 +ys = —1. (36)

Jos dve jednacine koje su nam potrebne da bismo mogli izra¢unati nepoz-

nate x1,xs,y; i Y2 dobi¢emo na osnovu ¢injenice da 21, 25 i 23 ¢ine temena

jednakostrani¢nog trougla. Tako se npr. teme z3 moze dobiti rotacijom
T

temena zo oko z7 za ugao 3 :

23 =21+ (22 — 21)6%i7

tj.
: . ) 1 V3
903+ysl=3+4l+(3§2+y21—3—4z)(§+7\2[2)_

1z ove veze, na osnovu jednakosti kompleksnih brojeva, dobijamo jednacine
1 1
$3:§(3+l‘2—\/§y2)+2\/§, y3=2+§(y2+\/§$2—3\/§). (37)

ReSavanjem sistema jednacina (3.6)), (3.7]) dobijamo trazena temena trougla:

n=20-VB+ (VB Di, m=o1+VE)

5 (V3 +1)i.

1
2
Temena z i z3 smo mogli dobiti i na drugi nac¢in, koristeéi ¢injenicu da

av'3
u jednakostrani¢énom trouglu vazi h = — gde je h visina, a a stranica

trougla. Dakle, zadatak smo mogli resavati primenom translacije, ho-
motetije, rotacije i ponovo translacije:

e
R

2 e
\/g 9

23 =21+ (24 — 21)
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+( ) e
Z9 = Z1 Z4 —21) —=€

V3
b) Jednagina (z — z)® = a, za zp,a € C, ima 3 resenja koja geometri-
jski predstavljaju temena jednakostrani¢nog trougla upisanog u kruznicu
polupreénika {/|a| sa centrom u zy . Dakle, zy kao centar kruznice
opisane oko jednakostrani¢nog trougla zj2923 deli duz z1z4 u odnosu 2 : 1.

Da bismo mogli da odredimo zg, prvo ¢emo translirati duz z4z; za radijus
vektor broja z4 (m) tako da se z4 slika u koordinatni pocetak. Dobijamo

—

radijus vektor nekog kompleksnog broja z’, Oz'. Zatim dobijeni komplek-
. ., . . L =

sani broj 2z’ treba pomnoziti sa = i ponovo translirati za Oz; na pravu

odredjenu tackama z; i z4. Vrh tog vektora se slika u trazenu tacku zy.
Dakle,

1 .
20224—1—5(,21—34):2—1—2.

3 =a, tj.

Kompleksni broj a ¢emo dobiti iz jednac¢ine (z1 — 2p)
(21— 20)° = (3+4i —2—4)3 = (14 3i)> = —26 — 184,

znaci

a = —26 — 18i.

Z.adaci za samostalni rad

. Izracunati vrednost izraza

— 3 5 i1
a) 1z+zzg ako je z=2+1. b)% ako je z:%.

4—i
17

Rezultat: a) % b)

. Odrediti kompleksan broj z iz uslova

Z+3iy 3 F43i\ 7
= -, I ( T ) = —.
]%<2+i) 5 "™M3¥i) 75

Rezultat: z=1— 2i.

. U skupu kompleksnih brojeva resiti jednacinu

2(z —32)

|Z—M+H+ilm<
3

):9—&.

Rezultat: z = —6+ (5+2V14) i, 20 = —6 + (5 — 2/14) i.
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4. Odrediti kompleksan broj z iz uslova

i-Re(2+2> +Im(222+2

)+z:1+3i,
1472

a zatim naéi 2190,

Rezultat: z =2+ 2i, 2199 = -850,
i 2
5. Odrediti kompleksne brojeve z za koje vazi (f + 1) = —24 — 10s.
z

1 5— 21
R lt t: = ——1 =
ezutta z 5 1z . 29

(uputstvo: posmatrati L +1=+v-24—-10:).
z

6. a) Odrediti realan broj a tako da vazi Im(z) = 3, ako je kompleksan

i 2 a
broj z zadat pomocu slede¢e determinante: z = | —2 4i 3¢
-1 —i -3

b) Naéi v/—4+ z.
Rezultat:

a) z=(6a—9)i, a=2, z

b) w=+v—-443i, w; =

31.

;e

(14 3i), wy = —?(1 + 30).

1474

7. a) Naéi kompleksan broj z iz uslova z — |z| + 2 = 1

141i\n
b) Odrediti realni i imaginarni deo kompleksnog broja (1—“> gde je
—1

n prirodan broj.

Rezultat:

Re(i**) =1, Im(i**) = 0;  Re(i***1) =0, Im(i***1) = 1;

Re(i**+2) = —1, Im(i***2) = 0;  Re(i***3) = 0, Im(i*+3) = —1.
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10.

11.

Naéi kompleksan broj z ako je Re(;ﬁ_?).z) _ g, Im(z + 3-z>
i
zatim naéi <z + 3i.

Rezultat: z =1 — 2i. Ako oznatimo w = /2 + 3i onda je

1
5’

(1+V3+(V3-1)i), wy=

wy = (=1+1),

5%

2xf
—=(1—V3— (V3+1)i).

a) Odrediti |z1] 1 /z1 ako je
= (14+2)*(2414) + (2 —4)(4 + 2i) + 13 + 19i.
b) Odrediti kompleksne brojeve 29 i z3 tako da je trougao z12923 jed-
nakokraki sa osnovicom zizs povrsine 20 i
Re(z2) = Re(z1), Im(z2) = —Im(z1), Re(z3) <DO0.

Rezultat:

a) 21 =344, |z1| =5 w=/z1, w1 =2+1, wy = -2 —i.

b) ) :3—427 zZ3 = —2.
Neka je z; = 1 teme kvadrata. Ako je centar kruznice opisane oko kvadrata

reSenje jednacine
2(3414) + 2(1 +4) + (2i + 1)i = 6 + 64,

nadéi ostala temena kvadrata.

Rezultat: Centar kruznice: z = 2 + 1.
Temena kvadrata: zo =3, 23 =3+ 2¢, 24 = 1 + 24.

U krugu ¢iji je centar zp = —3 + 4¢ upisan je pravilni Sestougao. Jedno
teme je u tacki z; = —3 + 5i. Odrediti ostala temena.

3 9 3

Rezultat: 22:—3—§+§. 23 = —3 — v3
V3 T, f 9.
25—_34—7"—527 26—_3 7 5

7. .
- +§z, z4 = —3 + 31,



Zbirka resenih zadataka iz Matematike 1 89

12.  a) Odrediti kompleksan broj z, ako je

Re(M) = —11, Im(M) — _18.
141 141

b) Odrediti kompleksne brojeve z; i zo tako da je z; pozitivan realan
broj, zo pripada tre¢em kvadrantu, a trougao zzj 2o je jednakostrani-
¢an stranice 5.

Rezultat:
a) z=—1+ 4i,
1
b) z1=2, 2z =5(1- 43 + (4 — 3V/30).

13. a) Odrediti kompleksan broj z; koji zadovoljava uslove

47

zl+3i—1) 5 (14+1i)z —5 1
SRR (U
Re( 2+ 2i mn 1—4 2

b) Za tako nadeno z; odrediti preostala temena kvadrata zj222324 u
prvom kvadrantu kompleksne ravni ako se zna da je Re(z2) = 6 i
Re(zq) = 1.

Rezultat: z1 =241, 20 =6+ 2¢, 23 =5+ 67, 24 = 1 + 5i.

14. Jedno resenje jednacine (z — v/3 +14)% = a je 21 = V/3 + i. Odrediti @ i
ostala reSenja ove jednacine.

Rezultat: a = —64, z9=2V3, 20 =0, 23 = —2i, z4 = /3 — 3i,
25 = 2\/5 — 24.

15. Data su dva suprotna temena kvadrata zo = 21 24 = 1 4+ 3i. Nadi os-
tala temena. Odrediti kompleksne brojeve a i b tako da temena kvadrata
predstavljaju reenja jednacine (2 — a)* = b.

Rezultat: Temena kvadrata: z; =14, 23 = 3 + 2.
_ z2tz 3 3. )
a=2z = 5 —2+2z, b—4—|—62.
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4

Polinomi 1 racionalne
funkcije

Polinomi

e Funkcija P : C — C, nad poljem kompleksnih brojeva, oblika
P(z) = apz" + an_12"" '+ ...+ a1z +ag, n € NU{0}, ao,...,a, € C,
je polinom (polinomna funkcija) nad poljem kompleksnih brojeva C,

a ag,...,a, su koeficijenti tog polinoma.

Ako je a, # 0 broj n se naziva stepen polinoma P, u oznaci st(P) = n,
sabirak a,z" se zove vodedéi, a ag slobodan ¢lan polinoma P.

Ako je koeficijent u vodeéem ¢lanu polinoma P jednak jedinici, polinom
P se naziva normiran.

Polinom P ¢iji su svi koeficijenti jednaki nuli naziva se nula polinom,
oznaka P = 0. Stepen nula polinoma se ne definise.

Polinom P ¢iji su svi koeficijenti realni brojevi naziva se polinom sa

realnim koeficijentima ili realan polinom.

e Dva polinoma su jednaka ako su istog stepena i ako su im odgovarajuci
koeficijenti (koeficijenti uz iste stepene promenljive) jednaki.

e Za svaka dva polinoma P i @, (Q # 0) postoje jedinstveni polinomi S i R
takvi da je

P Q-S+R, tj.
P R
_ — S+i
Q Q

i vazi da je ili R = 0 ili st(R) < st(Q).

91
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Kaze se da je S koliénik a R ostatak pri deljenju polinoma P polinomom
Q. Ako je R = 0, kazemo da je polinom P deljiv polinomom @ ili da
polinom @ deli polinom P i tada je P = @ - S. Polinom @ je delilac ili
faktor polinoma P.

Najveéi zajednicki delilac polinoma P i @, u oznaci NZD(P,Q), je
polinom najveéeg stepena koji deli i polinom P i polinom (. Za svaka dva
ne nula polinoma P i () postoji jedinstven normiran polinom T takav da
jeT =NZD(P,Q).

Euklidov algoritam Neka su P i @ polinomi za koje vazi st(P) > st(Q).
Postupak eksplicitnog odredivanja NZD(P, Q) daje niz jednakosti

P = Q-Qi+Rii(R =0ilist(Ry) < st(Q))

Q = R -Q:+Rsi (R2 =0 ili St(RQ) < st(Ry))

Ry, = Ry - Q3+ Rs3i (Rg =0ili St(Rg) < St(Rg))
Rip—2 = Rp1-Qp+Ryi(Ry=0ilist(Ry) < st(Rg—1))
Ri-1 = Rip-Qri1

NZD(P,Q) = Ry,
koji se zove Euklidov algoritam za polinome P i Q.

Bezuova teorema
Ostatak pri deljenju polinoma P polinomom z — 2y jednak je vrednosti
polinoma P u tacki zg.

Polinom P je deljiv polinomom z — zy ako i samo ako je P(z) = 0.

Hornerova Sema
Pri deljenju polinoma P polinomom 2z — zy dobija se koli¢nik

Q = bn,lzn_l + bn,QZn_Q + ...+ b()

i ostatak
R = zbg + ao,
gde je bn—l = Qn, bn—2 = ZObn—l +an—1,... 7b0 = ZObl +ai. To se zapisuje
u obliku tablice
20 ‘ Gnp ap—1 ay ag
Ay, 20bp—1 +ap—1 ... zobi +a1 zobg + ag
| [ . | |
bn—1 bp_2 cee bo R

koja se naziva Hornerova Sema. Znaci,

P(2) = (2 — 20)(bp_12""  + bp_02" "%+ ...+ bg) + R.
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e Koren (nula) polinoma P je kompleksan(realan) broj z za koji je
P(z)=0.
Ako je P deljiv sa (2 — 29)™, a nije deljiv sa (z — 29)™ T, kazemo da je
zo koren viSestrukosti m (nula reda m) polinoma P.

e Svaki polinom stepena n (n > 1) nad poljem kompleksnih brojeva ima bar
jedan, a najvise n razli¢itih korena.

e Svaki polinom stepena n se na jedinstven na¢in moze faktorisati u obliku
P(z) =an(z — zl)kl(z — 22)k2 (2= zs)ks,

gdesu z, 23,...,2s po parovima razli¢iti koreni polinoma, a k1, ko, ..., ks
redom njihove visestrukosti (k1 + k2 + ... + ks je stepen polinoma P).

e Vijetove formule

Ako su 21,29, ...,2z, koreni polinoma P stepena n, vazi
Ap—1
21+z2+...+2, = — ,
a’TL
Up—2
2122 + 2123+ ...+ 2p—12n, = R
An,
ap
n
2122...2n, = (=1)"—
Qp,

e Neka je P polinom nad poljem kompleksnih brojeva sa realnim koeficijen-
tima. Tada:
Ako je z koren polinoma P, onda je i Z koren polinoma P.
Polinom P se na jedinstven na¢in moze faktorisati u obliku proizvoda svog
vodeceg koeficijenta i realnih polinoma oblika (z — z) i (22 +px +q), gde
je p? —4q < 0.

e Neka je P(2) = ap2" + an_12"" ' + ...+ a1z +ap, anag # 0, polinom sa
celobrojnim koeficijentima. Ako je % racionalan koren polinoma P tada

plagiq|an.
Racionalne funkcije

P(x) .
——=, gdesu PiQ #
Q(z)

0 polinomi nad poljem realnih brojeva naziva se racionalna funkcija.
Prava racionalna funkcija je racionalna funkcija kod koje je st(P) <

St(Q).

e Funkcija R : R — R definisana sa R(z) =
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e Parcijalni razlomak je funkcija oblika

A i Bz +C

— ili e k=1,2,..
—af " @rprar
gde su A, B,C,a,p,q realni brojevi i p> — 4¢q < 0.

Svaka (prava) racionalna funkcija moze se predstaviti u obliku zbira par-
cijalnih razlomaka.

P(z) _ 4 + A +...+L+
(z—a)k(z2+pr+q z—a (z-—a)? (x —a)k
Bix+C4 Box + Cs B,z + C,
I Lt L
2 +pr+q (2% +pr+q)? (@ +pr+q"
Zadaci

. Odrediti koli¢nik i ostatak pri deljenju polinoma

a) P(z)=(z+1)(z—2)(z+3) sa Q(z)=2%+2.
b) P(z)=2°-5z*—2+5 sa Q(z)=z+1.

Resenje:
a) P(x) = (z+1)(z —2)(z+3) =2+ 222 — 52— 6

(23 +222 =5z —6): (2 +2) =2 +2

—3 — 2z
22 —Tr —6
— 222 —4
—T7x —10

Koli¢nik pri deljenju ova dva polinoma je x + 2 a ostatak je —7z — 10.
Dakle, polinom P moze se napisati u obliku

P(z)=(z+2) - Q(z) — Tz — 10,

odnosno

P(x) o4 —7x—10

il Sl b

Q(z) Q)
b) U ovom slu¢aju mozemo koristiti Hornerovu semu, jer delimo polinom
P polinomom oblika (z — xo).

-1|1 -5 0 0 -1 5
1T -6 6 6 5 0
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Znagéi, koliénik je 2* — 62> + 622 — 62 + 5, a ostatak je 0, pa se polinom
P moze napisati kao

P(z) = Q(z) - (2* — 62° 4 62% — 62 + 5).
(Napomena: Ostatak pri deljenju ova dva polinoma se takode moze odredi-

ti koris¢enjem Bezuovog stava. Kako je Q(z) = x — (—1), znaci da je
ostatak P(—1) = (=1)> = 5(=1)* — (=1) +5=0.)

2. Nacéi racionalne korene polinoma
a) P(x) = 32" +52° + 2% + 52 — 2.
b) P(z) = 2* — 223 + 222 — 22 + 1.

i faktorisati polinome nad poljem realnih i nad poljem komplek-
snih brojeva.

Resenge:

a) Pretpostavimo da polinom P ima bar jedan racionalan koren i obelezimo
ga sa 2. Tada p deli slobodan ¢lan, a ¢ deli vodedi koeficijent polinoma
P. Dakle,
q|3 = qe{1,-1,3,-3}.

1 12 2
€ 1771727723737777777 .
3733 3

Hornerovom Semom ¢emo proveriti koji od elemenata datog skupa su

koreni polinoma P (ostatak pri deljenju sa (z — %) mora biti nula).

Odavde sledi

ESH ]

Dakle,
Pz)=(z+2) (32 —2*+3z—1) = (x+2)(m— %)(3:}524—3)7

odnosno
P(z) = (z +2)(3z — 1) (2 + 1).
Ovo je faktorizacija polinoma P nad poljem realnih brojeva, s obzirom
da polinom (22 + 1) nema realnih korena. Nad poljem kompleksnih
brojeva je
P(x)=(x+2)3z — 1)(z — i)(x +19).



96

4. POLINOMI I RACIONALNE FUNKCIJE

b) Moguéi racionalni koreni su 1. Iz Hornerove Seme

-1)1 -2 2 -2 1
111 -3 5 -7 8
171 -1 1 -1 O

1 0 1 O

je faktorizacija nad poljem realnih brojeva data sa
P(x) = (z —1)*(z* + 1)

(x = 1 je dvostruki koren polinoma P). Faktorizacija nad poljem
kompleksnih brojeva je

P(z) = (x — 1)*(x —4)(x +1).

3. Odrediti realni polinom najmanjeg stepena tako da broj —1 bude
dvostruki, a brojevi 2 i (1 — i) jednostruki koreni tog polinoma.

Resenge:

Ako je —1 dvostruki, a 2 jednostruki koren polinoma P, onda su (z + 1)?
i (x — 2) faktori polinoma P. Kako je (1 — i) koren polinoma P, to je i
(1 + %) koren tog polinoma. Znaci da je

Piz) = (+1D*@-0—-i)(lz—1+i)(z—-2) =

= @42+ -2+2)(z—-2) =

= 2°— 2% — 2% + 42% — 22 — 4.

4. Koristeé¢i Hornerovu Semu, napisati polinom
P(x) =2° +2° +22* — 122+ 8
po stepenima od x + 1.

Resenge:

Pomoé¢u Hornerove §eme éemo deliti polinom P polinomom (x + 1)5.

-1 1 0 1 2 —12 8
-1/ 1 -1 2 0 -12
-1 1 -2 4 -4 [8]

-1l 1 -3 7 [1

-1 1 -4

1] 1
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Na osnovu ovoga je
P(z) = (z+1)(a* — 2 +22% = 12) + 20 =

:(x+1)((a:+1)(x3—2x2+4x—4)—8)+20:
:(x+1)((1:+1)((x—|—1)(1:2—3x—|—7)—11)—8)+20:

- (ac+1)<(x+1)((x+1)((x+1)(x4)+11) 711) 8) +20 =

= (z+1) (m+1)<(x+1)((w+1)((m+1) —5)+11)) - 11) —8) +20.
Dakle,

P(z)=(z+1)° =5(z+D* + 11(z + 1)® — 11(z + 1)* — 8(x + 1) + 20.

(Napomena: Treba uociti da se koeficijenti polinoma po stepenima od
(z + 1) mogu procitati direktno iz Hornerove Seme.)

5. Odrediti realne brojeve a i b tako da polinom
P(x) = 225 + az® — 4o — 52 — bx® + 42 + 3

bude deljiv sa (z—1) i (z+3), a zatim za tako odredene parametre
faktorisati P nad poljem realnih brojeva.

Resenje:
Ostatak pri deljenju P sa (z — 1) treba da bude jednak 0 (koristimo

Hornerovu §emu):

1|2 a —4 -5 —b 4 3
‘2 2+a -24a —-7+a —-T74+a—-b —-3+a—-b a—0»

Takode i ostatak pri deljenju P sa (z 4 3) treba da bude jednak nuli:

-3[2 a —4 -5 —b
|2 —6+a 14-3a —47+9a 141-27a—b '~

4 3
" =419+ 8la+3b 1260 — 243a — 9b

Nepoznate parametre dobijamo resavajudi sistem jednacina

a — b =0
243a + 9b = 1260,

odakle je a =b =05, paje

P(z) = 22% + 52° — 42 — 52> — 52 + 4z + 3.
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Racionalni koreni polinoma P, ako postoje, su elementi skupa
{ +1, £3, :I:%, :I:%} Da bi smo faktorisali polinom P, takode koristimo

Hornerovu Semu.

1]25 -4 -5 =5 4 3
112 7 3 -2 -7 -3 0
-3/12 9 12 10 3 0
-2123 3 1 o0
2 2 2 0
Tada je
1
P(z) = (iC—1)2($+3)(£U+§)(2x2+2$+2) =

= (x—-1)*x+3)2x+1) (2> +2+1)

faktorizacija polinoma P nad poljem realnih brojeva, jer polinom
2% 4+ 2 + 1 nema realnih korena.

. Ostatak pri deljenju polinoma P polinomom (z — 1) je 3, a poli-

nomom (z + 2) je —3. Nadéi ostatak pri deljenju polinoma P poli-
nomom Q(z) = 22 +x — 2.

Resenje:

Ako sa S ozna¢imo koli¢nik, a sa R ostatak pri deljenju polinoma P sa @,
onda polinom P mozemo zapisati u sledeéem obliku:

Pr) = Qz)-S(x)+R(z) =
= (2*4+2—-2)-S(z)+ R(x).

Kako je polinom Q = 22 +x — 2 = (z — 1)(x +2) drugog stepena, to znaci
da ée stepen ostatka biti najvise jedan, odakle je R(z) = ax + b, tako da
imamo

Pz)=(x—-1)(z+2) - S(x)+azx+0.

Na osnovu Bezuovog stava je P(1) = 31 P(—2) = —3. Zamenom ovih
vrednosti u poslednju jednac¢inu, dobijamo sistem jednacina

3
—3.

a + b
—2a + b

Cije reSenje je a = 2 i b = 1, tako da je ostatak pri deljenju polinoma P
polinomom @, polinom
R(x) =2z + 1.
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7. Odrediti sve vrednosti realnog parametra a za koje jednacina
2® — 52 + a = 0 ima dvostruke korene.

Resenje:
Obelezimo sa a koren jednaéine x° — 5z + a = 0. Da bi a bio dvostruki

koren date jednacine, polinom x® — 52 + a mora biti deljiv sa (z — a)?. Iz
Hornerove Seme dobijamo

1 0 0 0 -5 a
1 a o o? =5 o —5a+a
1 2o 30 4a® 5a* -5

a|
o

Kako ostatak pri deljenju sa (z — «) u oba slucaja mora biti nula, dobijaju
se dve jednacine:

a®—5a+a=0, 5a*—5=0.

Iz druge jednacine je a* =1 tj. o® = +1.
Dalje, na osnovu prve jednacine je

a(a* —5) = —a, odnosno 4a = a.

Iz uslova da je a realan broj sledi da je a? = 1, odnosno o = +1.
Iz prve jednacine se za a = 1 dobija a = 4, a za a = —1 se dobija a = —4.

8. Odrediti p tako da jedan koren jednaéine z> — 72 + p = 0 bude
jednak dvostrukom drugom korenu te jednacine.

Resenge:

Ako obelezimo korene polinoma treéeg stepena P(x) = x3 — 7z + p sa
T1,Z2 1 3, na osnovu Vijetovih formula dobijamo

1+ 29 +23 = 0,
T1X92 + T1T3 + Toxz = -7 i
1Ty = —PpP.

Na osnovu uslova zadatka vazi x1 = 2x4. Tada je

3ro+23 = 0
2%% + 3%2%3 = -7
222r3 = —p.

Iz prve jednacine je x3 = —3x3, tako da dobijamo jednacine
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10.

—6r5=-—p i —Tzi=-T.
ReSenje druge jednacine je zo =1 ili o9 = —1. Za x9 = 1 vrednost

parametra p je 6 (r1 = 2, x3 = —3), a za T3 = —1 vrednost parametra
pje —6 (r1 = -2, x3 = 3).

Nacéi normiran polinom cetvrtog stepena ako se zna da je zbir
njegovih korena 2, proizvod 1 i vazi P(2) =51 P(—1) =8.

Resenge:

Neka su x1,x2, x3 1 x4 koreni normiranog polinoma cetvrtog stepena

P(z) = 2* + ax® + ba® + cx + d.

Na osnovu uslova zadatka i Vijetovih formula
r1+axo+ax3+rs=—a 1 2x1T27374 =d,

sledia=—-2id=1.1Iz uslova P(2) =51 P(—1) = 8 sledi

P2 = 2*-2.2240-22+2c+1 = 5,
P(-1) = (-D*=2-(=1)3+b-(-1)2+c-(-1)+1 = 8,

odnosno
2b+ ¢ =2, b—c=4.

Resavanjem ovog sistema dobija se b =2 i ¢ = —2. Dakle,

P(z) = a* — 223 + 22% — 2z + 1.

Odrediti realne koeficijente a, b i ¢ polinoma
P(x) = 2° 4+ ax* + br® — 62% + 52 + ¢

tako da je P(—1) = —24 i da zajednicki koren polinoma S(z)=
22 — 323+ 222 —5x+4 i R(z) = 2? — 42+ 3 bude dvostruki koren
polinoma P.

Resenje:

Odredi¢emo, prvo, zajednicki koren polinoma R i S. Koreni polinoma
R(z) =22 —4x +3suz =11z = 3. Kako je S(1) = 0, zaklju¢ujemo
da je z = 1 koren polinoma S, a kako S(3) # 0, zakljuujemo da x = 3
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11.

nije koren polinoma S. Odavde sledi da je x = 1 jedini zajednicki koren
polinoma S i R.

Da bi x = 1 bio dvostruki koren polinoma P, polinom P mora biti deljiv
sa (z — 1)2. Hornerovom $emom dobijamo

11 a b —6 5 c
111 a+1 a+b+1 at+b-—>5 a+b at+b+ec
1 a+2 2a+b+3 3a+2b—2 4da+3b—2

Kako poslednji elemenat u svakoj vrsti predstavlja ostatak pri deljenju sa
x — 1, a taj ostatak mora biti jednak nuli, dobijaju se jednac¢ine

a+b+c=0, 4a+3b—2=0.

Iz uslova zadatka da je P(—1) = —1+a—b—6— 5+ ¢ = —24, dobija se
treca jednacina
a—b+c+12=0.

Resavanjem ovog sistema dobija se a = —4, b = 6 i ¢ = —2. Znaci da je
trazeni polinom

P(z) = 2° — 42 + 6% — 62% + 52 — 2.
Nacéi najveéi zajednicki delilac za polinome

a) P(z) =25+ 32% — 112* — 2723 + 1022 + 24z i

(z)
b) P(z)=z(x2-1) i Qx)=a2*+22+2+1.
(z)

Resenje:

a) Da bismo nasli najveéi zajednicki delilac dva polinoma, koristi¢emo
Euklidov algoritam.
204325 — 1124 272341022 +242 : 23222 — 2 +2 = 23 + 522 — 24
—284225 42t —223
52° —102*—29254+1022+24x
—5254+10z* +523—1022
— 2423 +24x
+2423 4822 —242+48
—48x2 +48
Zatim delimo polinom Q(x) ostatkom —48(x? — 1), odnosno sa 22 — 1, s
obzirom da je najveéi zajednicki delilac jedinstven do na multiplikativnu
konstantu.

(3 —222 -2 +2): (22 -1)=2-2

—a3 +x
— 212 +2
+ 222 -2

0
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Dakle,
NZD(P,Q) = x> — 1.

b) P(x) = z(z? — 1) = z(z — 1)(z + 1).
Kako je Q0) = 1 # 0, Q(1) =4 #0 iQ(-1)

Bezuovog stava sledi da polinomi z, (z —1) i (z+1
Q).

Dakle, polinomi P i @ nemaju zajednickih korena, tako da je

2 # 0, na osnovu
) ne dele polinom

NZD(P,Q) = 1.
c¢) Faktorisimo polinome P i Q.
Q(z) = 2% — 923 + 422 + 122 = z(2? — 922 + 4z + 12).

Ako polinom z* —9z2 + 42412 ima racionalnih korena, onda oni pripadaju
skupu {1,-1,2,-2,3,-3,4, —4,6, —6,12, —12}. Iz Hornerove Seme

—1‘1 0 -9 4 12

-3/1 -1 -8 12 0

2|1 -4 4 0

2|11 =2 0

1 0
sledi
Q(z) = z(z +1)(z + 3)(z — 2)*

Dalje je

P(z) = 2% — 225 + 22* — 423 + 2% — 22 = x(2® — 22* + 22 — 42 + 2 - 2).

Medu moguéim korenima polinoma z° — 2z* + 223 — 422 + z — 2, koji
su iz skupa {1, —1,2, —2}, jedini koji su istovremeno i koreni polinoma Q

suz =21z = —1. Hornerovom Semom
-1]1 -2 2 -4 1 =2
211 -3 5 -9 10 —-12
2|1 0 2 0 1 0
1 2 6 12 25
utvrdujemo da je x = —2 jednostruka nula polinoma P i da je

P(x) = z(x — 2)(z* + 22 + 1).

Dakle, NZD(P,Q) = z(z — 2).
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12.

13.

Da li postoje realni brojevi a i b, takvi da je nad skupom realnih
brojeva najveéi zajednicki delilac polinoma

Plz)=a2%—az®+2bx®> +4 i Qz)=2+223—2 -2

polinom R(z) =22 +x2—-27

Resenje:

Faktorizacije polinoma @Q(z) i R(z) nad skupom realnih brojeva su:

Q(z) = (@®+a+1)(z-1)(z+2),
R(z) = (z-1)(xz+2).

Posto je polinom R delilac polinoma @, sledi da ¢e polinom R biti najveéi
zajednicki delilac za P i Q ukoliko (z—1)(z+2) deli polinom P, a 2% +x+1
nije delilac polinoma P.

Da bi (x — 1) i (z 4+ 2) bili delioci polinoma P, mora biti P(1) = 0 i
P(—2) =0, sto znaci da a i b zadovoljavaju sistem jednacina

a — 2b
2a + 2b

5
7.

Resavanjem ovog sistema dobijase dajea=41ib= —%. Zamenjujuci do-
bijene vrednosti za a i b u polinom P, a zatim delec¢i polinom P polinomom
R, dobijamo

Plx)=R(x)(2® -2 -2 -2)=(x - 1)(z +2)(2® — 22 — 2 — 2).

Deleé¢i 22 — 22 — 2 — 2 sa 22 + x4 1, dobijamo koli¢nik = — 2 i ostatak nula,
odnosno dobijamo da je

P(z) = (z—1)(z+2)(x — 2)(2* + 2 + 1).

Polinom R, znaci, nije najveéi zajednicki delilac polinoma P i @, ve¢ je to
polinom R(x)-(z%+x+1). Dakle, ne postoje brojevi a i b koji zadovoljavaju
trazene uslove.

Rastaviti na zbir parcijalnih razlomaka racionalnu funkciju
2% — 22+ —4
(x —(x—2)(x2+ 1)

2t — 23 — 11z — 2
b) R(z) = )
) B(2) 4+ 223 + 202 422+ 1

a) R(z) =

Resenje:
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a) R = R(z) je prava racionalna funkcija.

Rix) = 203 —a*+x -4 A N B +Cm+D
(-1 -2)(22+1) -1 -2 2241

Mnozenjem ove jednakosti sa (z — 1)(x — 2)(z? + 1), dobijamo

203 — 22+ —4=

= A(x —2)(z*+ 1)+ B(x — 1)(2® + 1) + (Cz + D)(z — 1)(z — 2), odnosno
213 — 22+ —4=
=(A+B+C)2*+(-2A—-B—-3C+ D)2+ (A+ B+2C —3D)x —
—2A—-B+2D.

Izjednacavanjem koeficijenata uz odgovarajuce stepene od x dobija se
slededi sistem:

A+ B + C = 2
24 - B - 3C + D = -1

A+ B + 2C¢ - 3D = 1
—-2A - B + 2D = -4

Resavanjem ovog sistema dobijase A=1, B=2, C=-1, D=0, pa je

1 2 x
R(x)_m—1+m—2_x2+1'

b) R je neprava racionalna funkcija, pa je prvo potrebno predstaviti je u
obliku zbira polinoma i prave racionalne funkcije. (U opstem slucaju to
postizemo deljenjem brojioca imeniocem).

204 — 2% — 11l — 2
R(z) = — 3 2 =
x* + 220 4+ 22 + 20 + 1
2(z* +22° + 222 + 22 + 1) — 5a® —4a? — 152 —4
4+ 223 + 2202+ 22+ 1
—5z% — 422 — 150 — 4
— 24 —
@+ 2@+ 1)
_ 9. A n B JrC’x—i—D B
B r+1 (z+1)2 2241
Az +1)(z? +1)+ B(z?* + 1) + (Cx + D)(z + 1)?

(z+1)2(z2 +1)

Analognim postupkom kao u zadatku pod a) dobijamo

—5a® — 4% — 15x —4 =
=(A+0C)x3+ (A+B+2C + D)2+ (A+C+2D)x+ A+ B+ D.
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Na osnovu uslova jednakosti dva polinoma dobijamo sledeéi sistem:

A + c = -5
A+ B + 20 + D = —4
A + C + 2D = -15
A + B + D = —4,

Cije reSenje je A= -5, B=6,C=0i D = —5.
Zamenom ovih koeficijenata u polazni izraz dobijamo
5 6 5
— + — .
r+1 (x+4+1)2 2241

R(x) =2

14. Neka je dat polinom
P(x) = 2° + ax* + 32° + ba? + cx.
a) Odrediti realne koeficijente a,b,c polinoma P tako da bude
deljivsa 2?2 +11iz—1.
b) Odrediti najveéi zajedniéki delilac polinoma P i Q, ako je
Q(x) = 23 — 3z — 2.
c) Napisati u obliku zbira parcijalnih razlomaka racionalnu funkciju

R(z) = 3.

Resenje:

a) Polinom P je deljiv sa 2 + 1 = (z — i)(x + 1), §to znadci da je deljiv sa
(x —4) i (z +i). Na osnovu Bezuove teoreme imamo P(i) = P(—i) = 0.
Kako je

P(i) =4 ai* +3 +bi*+ci=i+a—3i—b+ci=a—b+i(c—2),
dobijamo jednacine a —b=01ic—2 =0, odakle je c=21ia =>5. Sada je
P(z) = 2° + ax* + 32° + ax® + 2.

Na osnovu uslova zadatka je P(1) = 0, odnosno 6 + 2a = 0, odakle je
a = —3. Kako je a = b, sledi b = —3. Konag¢no,

P(x) = 2° — 32" + 32° — 322 + 2.

b) Neka je fll racionalan koren polinoma @. Tada p|(—2) 1 q|1, odakle

sledi da p € {1,-1,2,—2}, ¢ € {1,—1}, te su moguéi racionalni koreni
polinoma @ iz skupa

{1,-1,2,-2}.
Hornerovom Semom
2 ‘ 1 0 -3 =2
—-1]1 2 1 0
1 1 0



106 4. POLINOMI I RACIONALNE FUNKCIJE

dobijamo
Qz)=(r—2)2?+22+1)=(x-2)(z+D(x+1) = (z - 2)(z+ 1%
Faktorizacija polinoma P :

P(x) = 2° — 32" + 32 — 327 + 22 = x(2* — 323 + 32% — 32 +2).

Moguéi racionalni koreni polinoma P su takodje {1, —1,2, —2}. Iz Hornerove

Seme je
‘1 -3 3 3 2
111 -2 1 -2 0
1 0 1 0
tako da je

o)
—
&

I

z(z* —32° + 322 —3r +2) =
(x—1)(2% - 22 +2-2) =
= z(z—1)(z —2)(z® +1).

Vidimo da je x — 2 jedini zajednicki faktor, za polinome P i Q, §to znadi
da je
NZD(P,Q)=x —2.

Q(r) 23 — 3z — 2 _é_’_ B n C +Dx+E
Pz) zz—-1(z—-2)(x2+1) 2 2-1 2-2 22+1°

dakle treba da vazi
23 -3r—-2=2*(A+B+C+D)+23(-34—-2B—-C—-3D+E)+2*(3A+
B+C+2D—-3E)+x(-34A—-2B— C+2FE) + 2A.

Izjednacavanjem koeficijenata uz odgovarajuce stepene od x sa leve i desne
strane jednakosti, dobija se sistem jednacina

A+ B + C + D = 0

-34 - 2B - C - 3D 4+ FE = 1

34+ B + C + 2D - 3E = 0
-34 - 2B - C + 2F = -3
2A = -2

Cije resenje je
A=-1,B=2,C=0, D=-1, E= -1,

odakle je
Qu)_ 1, 2  a+l
P(x) x x—1 2241
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6.

Z.adaci za samostalni rad

. Odrediti koli¢nik i ostatak pri deljenju polinoma

a) P(x)=(z+1)(x+3)(x+4) sa Qz)=a>+1.
b) P(x) = 2% +22* — 423 — 42 — 62 — 4 sa Q(z) =z —2.
Rezultat:

a) Koli¢nik: = + 8, ostatak: 18z + 4.
b) Koli¢nik: x* + 423 4 422 + 42 + 2, ostatak: 0.

. Faktorisati nad poljem realnih i nad poljem kompleksnih brojeva polinom

P(r)=2x* -2+ 2% —2 - 1.

Rezultat:
P@)=(x—1)2z+1)(22+1) = (x — 1)(2z + 1)(z — i) (z +9).

. Koristeéi Hornerovu §emu napisati polinom P(z) = (2% + 1)(z + 1) po

stepenima od x + 2.

Rezultat:

P(z) = (z+2)* — 6(x +2)3 + 14(x + 2)? — 14(x + 2) + 5.

Nagéi najveéi zajednicki delilac za polinome
a) P(x) =2%+ a2t — 723 — 22 + 62 i Q(z) = 2® + 422 — Tz — 10.
b) P(z)=(z—1)(z+2)(z —3)i Q(z) = 2% + 2% + 1.

Rezultat:

a) NZD(P(z),Q(z)) = 22 —x — 2.
b) NZD(P(z),Q(x)) = 1.

. Rastaviti na zbir parcijalnih razlomaka racionalnu funkciju

22+
W B = oy
x4+ 3
D ey
Rezultat: 1 1 5 54+ 4
) B@) =5+ o W RO =505 sz oy

a) Odrediti normiran realan polinom P najmanjeg stepena, ako su 2i i
—2 jednostruki, a 1 je dvostruki koren polinoma P.
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b) Odrediti NZD(P,Q) ako je P polinom dobijen pod a), a Q(z) =
3+ 222 —x — 2.
¢) Polinom P dobijen pod a) napisati po stepenima od x + 1.

Rezultat:

a) P(z) =25 + 23+ 222 — 120 + 8 = (22 + 4)(z + 2)(z — 1)2.

b) NZD(P(z),Q(z)) = (z + 2)(z — 1).

¢) P(z) = (x +1)° = 5(x + 1)* + 11(z + 1)® — 11(z + 1)2 — 8(z + 1) + 20.

a) Odrediti realne koeficijente a,b i ¢ polinoma
P(z) = 2° + ax* — 22% — 622 + br + ¢

ako je P(—2) =9, proizvod korena polinoma P je —3, a zbir je —3.
b) Polinom P dobijen pod a) napisati po stepenima od x + 2.

Rezultat:
a) P(z) = 2%+ 32* — 223 — 622 + z + 3;
b) P(x) = (z+2)5—7(z+2)* +14(z —2)3 - 2(z+2)2 = 15(z+2) +9(z +2).
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Matrice 1 determinante

Definicija matrice i operacije sa matricama

e Neka su a;; elementi polja F' ineka i € {1,...,m}, j € {1,...,n},
m,n € N. Pravougaona Sema oblika

a1 ai12 . A1n
a921 as9 . a9n

)
am1 QAm2 cee Qmn

je matrica formata (tipa) m x n .
Vrednosti a;;, ¢ € {1,2,...,m}, j€{1,2,...,n} suelementi matrice.

Takvu matricu oznacavamo sa A = [ @ij | sn -

Posmatracemo matrice ¢iji su elementi kompleksni brojevi (drugim re¢ima,
posmatramo slucaj kada je F' = C). Elementi a;1,a;2,...,a;, ¢ine i-tu
vrstu matrice A, a elementi aij, asj, ..., am; Cine njenu j-tu kolonu.
Matrice A = [ aij ]mxn
in = q1ia; = by, odnosno ako su istog tipa i ako su im odgovarajuci
elementi jednaki.

i B=/]by }qu su jednake ako je m = p

e Neke specijalne matrice

1. Matrica ¢iji su svi elementi jednaki nuli zove se nula-matrica.

2. Matrica u kojoj je broj vrsta jednak broju kolona naziva se kvadrat-
na matrica. Red kvadratne matrice jednak je broju njenih vrsta,
odnosno kolona. Elementi a1, ass, - .., an, Cine glavnu dijagonalu
matrice A = [ag], .-

3. Kvadratna matrica I (ili E') ¢iji su svi elementi van glavne dijagonale
jednaki nuli, a svi elementi na glavnoj dijagonali jednaki jedinici,

zove se jedini¢na matrica.

109
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4. Matrica AT (ili A") tipa n x m dobijena od matrice A tipa m x n
tako sto se i-ta vrsta (i € {1,2,...,m}) matrice A stavlja na mesto

i-te kolone matrice AT, naziva se transponovana matrica matrice
A.

e Operacije sa matricama
NekajeA:[aij} IB:[b”}

mxn pXq’

1. Akoje m=p i n=gq, tadajeA—l—B:[aij—Fb,-j]

mxn’

2. Ako je « proizvoljan realan broj, onda je a A = [ a ag; ]mxn.

3. Ako je n = p, onda postoji AB = C; tada je C = [ Cij ]

n
Cij= E aikbkj.
k=1

Napomena: Mnozenje matrica je asocijativno, ali nije komutativno.

mxq

Determinante
e Permutacija p skupa S = {1,...,n} je bijektivno preslikavanje skupa
S na samog sebe. Skup svih permutacija skupa {1,...,n} ozna¢i¢emo sa

Sp. Ako je i < j1p(i) > p(j) kaze se da su elementi p(¢) i p(j) u inverziji.
Broj inverzija u permutaciji p oznac¢i¢emo sa Inv(p).

Determinanta reda n je preslikavanje D : M — F' definisano sa

D(A) = Z (=1)™Pay 0y a9p@) - - Gnp(n)s (5.1)
PESn

gde je M skup svih kvadratnih matrica reda n, F' je polje nad kojim su
definisane te matrice (npr. polje realnih ili polje kompleksnih brojeva), a
aj; zal <i<nil<j<nsuelementi matrice A.

Cesto se za determinantu matrice A reda n koristi oznaka

ail ai12 . A1n
a21 as2 e a9n
an1 Ap2 ... QAnp

o Neke osobine determinanti:

1. Ako se u matrici zamene uloge vrsta i kolona, ne menjajuéi njihov
poredak, vrednost determinante dobijene matrice jednaka je vred-
nosti determinante polazne matrice.
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2. Ako u matrici dve vrste (kolone) zamene mesta, vrednost determi-
nante dobijene matrice jednaka je negativnoj vrednosti determinante
polazne matrice.

3. Ako se u matrici svi elementi jedne vrste (kolone) pomnoze nekim
brojem, vrednost determinante dobijene matrice jednaka je vrednosti
determinante polazne matrice pomnozenoj tim brojem.

4. Ako su u matrici svi elementi jedne vrste (kolone) proporcionalni
odgovarajuéim elementima druge vrste (kolone), vrednost njene de-
terminante je jednaka nuli.

5. Ako se u matrici elementima jedne vrste (kolone) dodaju odgovaraju-
¢éi elementi druge vrste (kolone), pomnozeni nekim brojem, vrednost
determinante dobijene matrice jednaka je vrednosti determinante po-
lazne matrice.

6. Vrednost determinante matrice u kojoj su svi elementi jedne vrste
(kolone) jednaki nuli je jednaka nuli.

7. Ako su svi elementi ispod (iznad) glavne dijagonale matrice jed-
naki nuli, vrednost determinante je jednaka proizvodu elemenata na
glavnoj dijagonali.

8. Ako su svi elementi ispod (iznad) sporedne dijagonale matrice jed-
naki nuli, vrednost determinante je jednaka proizvodu elemenata na
sporednoj dijagonali pomnozenom sa (—1)%71)

e Za proizvoljan element a;;, 1 < i,j < n, (kvadratne) matrice reda n,
minor M;; tog elementa je determinanta matrice reda n — 1 dobijene
izostavljanjem i-te vrste i j-te kolone polazne matrice. Kofaktor A;; tog
elementa je

Ayj = (1) M.

Razvoj determinante po elementima j-te kolone je
n
D(A) = alelj + azszQj + ...+ a’njAnj = Zaiinj .
i=1

Razvoj determinante po elementima i-te vrsteje

D(A) = apnAin +aipAiz + ... + ainAin = Zaiinj .
j=1
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Inverzna matrica, rang matrice

Neka je A kvadratna matrica reda n i I jedini¢na matrica reda n.
Matrica A~! za koju vazi A- A1 = A=!. A = I je inverzna matrica
matrice A.

Kofaktor-matrica matrice A dobija se kada se u matrici A svaki
element zameni odgovarajué¢im kofaktorom.

Adjungovana matrica adj(A) (ili A*) matrice A je transponovana
kofaktor-matrica matrice A.

Ako je D(A) =0, kazemo da je A singularna matrica. Matrica A za
koju je D(A) # 0 zove se regularna matrica. Matrica A ima inverznu
matricu ako je regularna. Tada je

1
Al = D) ~adj(A).

Neka je A kvadratna matrica reda n, I jediniéna matrica reda n, a A neki
kompleksan broj.

Matrica AI — A je karakteristiGna matrica matrice A.

Polinom D(A — A) (po A) je karakteristi¢ni polinom matrice A.

Jednacina D(A — A) =0 je karakteristi¢na jednaéina matrice A.

Karakteristiéna vrednost (koren) matrice A je kompleksan broj Ag
koji zadovoljava karakteristiénu jednacinu matrice A.

Karakteristi¢ni vektor matrice A je svaki ne-nula vektor x € C™ koji
zadovoljava uslov Ax = Ax (A je karakteristi¢na vrednost matrice A).

Kejli - Hamiltonova teorema (Cayley-Hamilton): Ako je a,\" +
Ap—1 A"t 4+ ... 4+ a1\ + ag = 0 karakteristi¢na jednac¢ina matrice A, vazi:

an A" + an 1 AV 4+ 4 a A+ apl = 0.
(Za kvadratnu matricu Aizan>2je A"=A""1.A=A4.4""1).

Rang matrice

Podmatrica tipa k x k matrice A tipa m x n dobija se od matrice A
izostavljanjem m — k vrstai n —k kolona.

Determinanta podmatrice tipa k& x k matrice A tipa m X n naziva se
minor reda k matrice A. (Ovo je uopStenje pojma minora reda n — 1
koji je definisan kao minor elementa determinante)

Rang matrice A tipa m X n oznacava se sa rang(A) i definiSe na
slede¢i nacin:

rang(A) =0 ako je A nula-matrica.

rang(A) = r ako postoji minor reda r matrice A koji je razlicit od
nule, a svi minori reda r + 1, ukoliko ih ima, su jednaki nuli.
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e Elementarne transformacije matrice A su:

a) medusobna zamena mesta dve vrste (kolone);

b) mnozenje elemenata vrste (kolone) skalarom razlic¢itim od nule;

c¢) dodavanje elemenata jedne vrste (kolone), prethodno pomnozenih
nekim skalarom razli¢itim od nule, odgovaraju¢im elementima neke druge
vrste (kolone).

Ako je matrica B dobijena primenom konac¢nog broja elementarnih trans-
formacija na matricu A, kazemo da su matrice A i B ekvivalentne i to
zapisujemo A ~ B. Ekvivalentne matrice imaju isti rang.

Matrica B ima stepenastu formu ako je oblika

[ b11 blg - blr e bln i
0 b22 - bgr e bgn
B = 0 0 ... by ... b |,
o o ... 0 ... O
Lo 0 ... 0 ... 0
pri ¢emu je b11-boa-...-by # 0. Za ovakvu matricu vazi da je rang(B) = 7.

Za svaku matricu A postoji matrica B koja ima stepenastu formu, a za
koju vazi da je A ~ B. (Uocimo da je tada i rang(A) = rang(B), kao i
da se matrica B dobija primenom konac¢nog broja elementarnih transfor-
macija na matricu A).

Ako je A = [ a;j ]nxn regularna (kvadratna) matrica reda n, onda je
rang(A) = n.
Zadaci
Determinante

1. Izracunati vrednost determinante

ail; a2

a) D1 = |CL11| . b) D2 = a1 aog

Resenje:
Prema (5.1) je
a) D1 = daiy.
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b) Dy = a11a22 — a12a91.
¢) D3 = a11a22a33 — A11023032 — 412021033
+a12a23a31 + 13021032 — G13022031-

2. Izracunati vrednost determinante

2 3

cosa sina
sinf8  cosf

Resenge:
a) Dj=2-5—-4-3=-2.

b) Do =cosa-cosf —sinf - sina = cos(a + ).

3. Razvijajuéi po elementima jedne vrste, izracunati vrednost de-

terminante
1 2 4 1 cos g sin %
a) D=3 1 6 |. b) D, =| ctgg 0 sing
8 4 1 tgg cosg -3
Resenje:

a) Ako se determinanta razvije po elementima prve vrste, onda je

16 36 N
41 81‘+4(_1) 8 4

= (1 —24) — 2(3 — 48) + 4(12 — 8) = 83.

D1 — (_1)1+1

’ + 2(_1)1+2

b) Koristedi razvoj po elementima druge vrste, dobija se

1 1 1
2 2
Dy=|v3 0 £ |=
N
V3 3 % % V3 5 1 %
=3(-1) V3 +0+ %2 (-1) V3| =
4 - |TrEC e 4
= V3= =) - P - = 4

4. Koristedi razvoj po elementima jedne kolone, izracunati vrednost

determinante
A
a) D1: 6 5 4 b) D2=
3 9 1 c 1 0 1
d 1 1 1
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Resenje:
a) Ako se determinanta razvije po elementima prve kolone, onda je

5 4 8§ 7 7
4

2 1 2 1 ‘+3(_1)4
— 9(5—8) — 6(8 — 14) + 3(32 — 35) = 0.

8
Dy = 9(-1)° 5

‘ +6(—1)3

b) Razvijanjem po elementima prve kolone dobijamo da je polazna deter-
minanta jednaka

1 1 0 0 1 1 0 1 1 0 1 1
Dy = all 0 1|-=bl1 0 1 |4+¢|1 1 0|—=d|1 1 O
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1

= —a—b—c+2d.

5. Koristeéi osobine determinanti, izracunati vrednost determinan-

te
1 5 1 1 2 3 a b c
ayDi=| 4 0 -2|.b)Dy=|2 3 4|.¢c)D3=|b ¢ a
-3 4 2 3 4 6 c a b
Resenje:

a) Ako se elementi treée kolone pomnoze sa 2 i dodaju elementima prve
kolone, onda je

3 5 1
Di=|0 0 -2
1 4 2
Razvijanjem po elementima druge vrste dobija se
Dy = (=2)-(-1)*" i’ i ‘ =2-(12-5) = 14.

b) Ako se elementi prve vrste pomoze sa (—2), odnosno (—3), i dodaju
elementima druge, odnosno trece, vrste, onda je

1 2 3
Dy=|0 -1 -2
0 -2 -3

Mnozenjem elemenata druge vrste sa (—2) i dodavanjem elementima trece
vrste dobija se

Dy=|0 -1 -2
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Kako su svi elementi ispod glavne dijagonale jednaki nuli, to je vrednost
determinante jednaka proizvodu elemenata na glavnoj dijagonali, tj.

Dy = —1.

¢) Dodavanjem elemenata druge i treée kolone elementima prve kolone,
dobija se

a+b+c b c

Ds=|a+b+c ¢ a

a+b+c a b

Kako je a + b + c zajednicki ¢inilac za sve elemente u prvoj koloni, to je

1 b ¢
Ds=(a+b+c)|1 ¢ a
1 a b

Ako se prva vrsta pomnozi sa (—1) i doda drugoj i trecoj vrsti, onda je

1 b c
Ds=(a+b+¢)|0 ¢c—b a—c
0 a—b b—-c

Razvijanjem po elementima prve kolone i izracunavanjem vrednosti deter-
minante reda 2, dobija se

c—b a—c
a—b b—c

- (a+b+c)((c—b)(b—c)—(a—b)(a—c)) -
= (a+b+c)ab+ac+be—a® —b* —c?) =

w<(afb)2+(afc)2+(b—c)2).

D3

(a+b+c)

Izracunati vrednost determinante

1 1 1 a 1 a & o 1 a o d

1 1 a 1 1 b ¥ v a a® a® 1
a) 1 a 1 1 b) 1 ¢ & & ©) a2 & 1 a

a 1 1 1 1 d &% & a 1 a a2
Resenje:

a) Kako je zbir elemenata u svakoj vrsti jednak a + 3, dodavanjem ele-
menata druge, treée i Cetvrte kolone elementima prve kolone, dobija se

determinanta ¢iji je svaki element u prvoj koloni jednak a + 3.

1 1 1 a a+3 1 1 a 1 1 1 a
1 1 a 1 a+3 1 a 1 1 1 a 1
Di=1 01 1|7 a3 a1 1|7@t3I] 1 4 11
e 1 1 1 a+3 1 1 1 111 1
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Ako se elementi prve kolone pomnoze sa (—1) i dodaju elementima druge,
trece i cetvrte kolone, dobija se

1 0 0 a-—1
1 0 a—1 0

Dyo= (@+3)) 1 1 o |7
10 0 0

1 0 0
2 1 a 1 3
= —(a+3)(a—1) 1 0 ‘z(a—i—?))(a—l)
b)
1 a a® a® 1 a a? a®
Do — 1 b b B |0 b—-a b2 —a® b —a® _
2701 e 2 A 7|0 c—a 2—-a®> SA-ad |
1 d 4% & 0 d—a d*—a? &P -ad°
b—a (b—a)b+a) (b—a)b®+ab+ a?)
=|c—a (c—a)(ict+a) (c—a)(c*+ac+a?) |=
d—a (d—a)(d+a) (d—a)(d®+ ad+ a?)

1 b+a b*+ab+a?
=(b—-a)(c—a)(d—a)| 1 c+a E+ac+a® |=
1 d+a d*>+ad+a?®

1 b+a  b*+ab+d?
=0b-a)c—a)d—a)| 0 c—b 2—-b+ac—ab |=
0 d—b d*>—b*>+ad—ab

1 b+a b? + ab + a?
=0b—-a)c—a){d—a)| 0 c—=b (c—b)(c+b)+alc—0)
0 d—b (d—b)(d+b)+a(d—0)

=(0b-a)(c—a)({d—a) c-b (cb)(c+b+a)’

d—b (d—b)(d+b+a)

1 ¢c+b+a
1 d+b+a

=(b-a)(c—a)(d—a)(c—0b)(d—1D) ‘

=(b—-a)(c—a)(d—a)(c—0b)(d—0b)(d-rc).
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w
w

Q
Q

1
a

ISERS)
w N
SIS
ISERS]
w N
Q

D3 = =(1+a+a®+a?)

w N
[ V)
[ V)

a

a2

a3
1

Q =
— ===
S|
_ W N
ISEE

a
a

IS

1

0
=(1+a+a®+a?) 0 o

0

0 0 -1—-a—a®*-ad?
=(a+1)%(a—-13@*+1)] 0 —-1-a? —a—a’ | =
-1 —a —a?

=(a+1)3(a—-13@®*+1)2=(a®>-1)3a®+1)3 =
= (a* —1)% = a'? — 3a® + 3a* — 1.

Matrice

1. Ako je f(z)=-2—-5x+322 i A= [ :1,) ? ], izraGunati f(A).
Resenje:
Ako je I jedini¢na matrica reda 2, onda je

f(A) = —2I—-5A+3A2
10 1 2] 1 9 1 9
= 210 1] 7% 3 1_*3{3 1}'[3 1]

S I S +3[

1-1+2-3 1-242-1
3-1+1-3 3-2+1-1

(1.0 [ ] 7 4
= 2o V]-s)s Tles e 7]

. -2-1 =2-0| |51 5-2 " 3:-7 3-4
- 2.0 -2-1 5-3 5-1 3:6 3.7
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[ —2-5+21 0-10+12] [14 2
T | 0-15418 —2-5+21 | '

2. Date su matrice

3 4 1 2
a=V 3] e=|5 3] =] o).

[ 2 3 2
Izraéunati A-B, B-A, C-D, D-

Resenge:
1B - |34 1 2] [3-14+4-3 3-2+4-4]
T 1 273 4T | 1142:3 1-242-4 |
_[15 22
B 7 10
B.oA - |12 3 4] [1-3+2-1 1-442-2]
13 4 1 2| | 3:3+4-1 3-444-2|
_ 5 8
13 20 |
[ -1 11 -1-2 —1-3
C-D = 0|-[1 2 3]=| 01 02 0:3]=
L1 1.1 1-2 1-3
[ -1 -2 -3
= 0 0 0].
| 1 2 3
—1
D-C = [1 2 3] 0 :[1-(_1)+2.0+3.1]:[2]
1
E-F = [2]-[3]=[23]=[6].
F-E = [3]-[2]=[32]=[6].

Prethodnim je ilustrovana ¢injenica da mnozenje matrica u opstem slucaju
nije komutativno. lako je F - F = F - E, komutativnost ne vazi u slucaju
mnoZenja matrica A i B, odnosno C' i D.

Takode treba uociti da u nekim sluc¢ajevima matrice ne mogu da se pom-
noze u oba poretka. Tako, na primer, mozemo izra¢unati proizvod C - E,
ali proizvod E - C nije definisan (matrice nisu odgovarajuéeg formata).
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3. Da li postoje takvi brojevi z,y, z,t za koje je proizvod

1 2] 2z 0} |0 y] |01
-1 t 1 2 1 0 z 0
jednak jedini¢noj matrici?

Resenge:
Izracunavajuéi dati proizvod, dobijamo da je

BRI IR ERIb
- [l ][]

- [a B [0 )= 4]

Jednakost
yz(x+2) 4| [ 1 0
yz(t—x) 2t | [0 1

se svodi na sistem jednacina

yz(x +2) = 1
4 =0
yz(t—x) = 0
2t = 1

)

koji, oc¢igledno, nema resenje, pa zaklju¢ujemo da trazene vrednosti za
r,y,z,t ne postoje.

Odrediti sve kvadratne matrice drugog reda ¢iji je kvadrat nula-
matrica.
Resenje:

Ako su a,b,c,d proizvoljni (kompleksni) brojevi, trazena matrica treba
da zadovoljava uslov

el leal=l )

Loty Eiw] =10 0]

odnosno
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odakle sledi da a, b, ¢, d treba da zadovoljavaju sistem

a’ +bc =
bla+d) =
cla+d) =

d% + be

o o o o

Iz prve i cetvrte jednacine sledi da je a? = d?. U slucaju kada je a = d,
iz druge i tre¢e jednacine sledi da je b=c=0,atadajeia=d=0.
Ako je a = —d, onda b i ¢ uzimaju proizvoljne vrednosti, uz uslov da je
a? +bc=0.

Zakljucujemo da svaka matrica oblika

a b

c —a |’
pri éemu je a? + bc = 0, zadovoljava uslov da joj je kvadrat jednak
nula-matrici.

Uocimo da je ovim obuhvaé¢ena i nula-matrica, koja takode ispunjava
trazeni uslov, ali da to nije jedina matrica sa takvom osobinom.

5. Izracunati A3 ako je

1 1 3
A= 5 2 6
-2 -1 -3
Resenje:
11 37°
A3 = 5 2 6| =
| -2 -1 -3
1 1 377 1 1 3
— 5 2 6 5 2 6| =
| -2 -1 -3 -2 -1 -3
0 0 0] 1 1 3 00 0
= 3 3 9 5 2 6|=10 00
| -1 -1 -3 -2 -1 -3 00 0

Uocavamo da matrica A ima osobinu da je A% # 0, a da je A% = 0.
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6. Izracunati {1 1] , meN
0 1
Resenge:
Zan=2je
1 1] [1 1] [t 1] [t 2
0 1 101 0O 1| |0 1]
Zan=3je

— W

117 11121 1] [1 2 117 [1
0 1 101 01| |01 0 1] |0
Koriste¢i matematicku indukciju, pokaza¢emo da je

o) =[o 1)

k - -
1 1 1 k
{01}: 01_,keN.

J.

Pretpostavimo da je

Tada je

R e IS RS
0 1 ~ o1
!

Dakle, tvrdenje ocigledno vazi za n = 1 a, na osnovu indukcijske pret-
postavke da vazi za neki prirodan broj k, dobijamo da vazi i za sledbenika
k + 1 tog prirodnog broja. Konac¢no zaklju¢ujemo da je tvrdenje zadovo-
ljeno za svaki prirodan broj n.

7. Odrediti inverznu matricu za

1 2 cosa —sina
a) A:{Q 5] b) B:{sina cosa}
o S
c) C=| -1 4 0 d) D=
1 1 1 1 1 1 -1
1 0 -2 -6

Resenge:
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a) Kako je D(A) =5 —4 =1 # 0, inverzna matrica matrice A postoji.
Da bismo je odredili, izra¢unacemo prvo adjungovanu matricu adj(A)
matrice A kao transponovanu kofaktor-matricu matrice A. Kofaktori
A;j, 1,5 € {1,2} elemenata a;; matrice A su

A = (—1)1+1 5=5, A;p= (—1)1+2 2=-2
Agy = (1) 2= -2 Ay =(-1)>*T.1=1,
tako da je

st 3 4T £ 1)

b) Determinanta matrice B je  D(B) = cos® a+sin®a = 1 # 0. Prema
tome, inverzna matrica matrice B postoji i vazi:

Bl (=1)%cosa (—1)’sina ]T _ { cosa  sina }

(=1)%(=sina) (=1)*cosa —sina  cosa

¢) Determinanta matrice C je

1 -1 1
DIC)=| -1 4 0 |=-8,
11 -1

§to znaci da inverzna matrica postoji i

Rl R N I S BN GO I
1 _ ( _
C*l — _g (71)2+1 } 7} ’ (71)2+2 } 7} ’ (71)2+3 } } ’
R B R Gl I R Gl B
Dakle
e 2 N I R (R
C‘lz—g 0 =2 =2 =—2 | -1 -2 -1
-4 -1 3 -5 -2 3
d) Kako je
12 3 4 1 1 2 5
23 1 2 2 1 -1 4
by =17 1 1 4|=|1 0 o0 of"
1 0 -2 —6 1 -1 -3 -5
1 2 5
= (=1 1 -1 4| =-1,
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inverzna matrica matrice D postoji i

r 3 1 2 2 3 4 2 3 4 2 3 4
1 1 -1 -1 1 -1 3 1 2 -3 1 2
0 -2 -6 0 -2 -6 0 -2 -6 1 1 -1
2 1 2 1 3 4 1 3 4 1 3 4
—l1 1 -1 1 1 -1 —| 2 1 2 2 1 2
1 -2 -6 1 -2 -6 1 -2 -6 1 1 -1
D t=—
2 3 2 1 2 4 1 2 4 1 2 4
11 -1 —l1 1 -1 2 3 2 —l2 3 2
1 0 -6 1 0 -6 1 0 -6 11 -1
2 3 1 1 2 3 1 2 3 1 2 3
—11 1 1 11 1 -1 2 3 1 2 3 1
L 1 0 -2 1 0 -2 1 0 -2 11 1
odnosno

22 -6 —26 17
—17 5 20 —-13
-1 0 2 -1
4 -1 =5 3

8. Resiti matri¢nu jednac¢inu A-X - B =C, ako je
3 -1 5 6 14 16
a=3 5] om=0 8] el n)

Resenje:

Nepoznatu matricu X izra¢unacemo tako $to ¢emo jednacinu pomnoziti
sa leve strane matricom A~!, a sa desne strane matricom B~!, ukoliko
navedene inverzne matrice postoje. Koristeédi da je A™'-A =T i
B-B~! =1, dobijamo resenje matri¢ne jednacine

X=A"1.C B

3 -1
5 —2

=-1(#£0) i D(B):‘ . g‘=—2(#0),

Sto implicira egzistenciju matrica A~! i B~!, dobijamo da je

v 3 117" [14 16] [5 6] _
T |5 -2 9 10 78]
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-2 1] 14 16 _ 1 _ 8 —6 |
-5 3 9 10 (—2) -7 5
19 22 ) 8§ —6 |
43 50 -7 5

i I

(Napomena: S obzirom da mnozenje matrica nije komutativno, rezultat
mnozenja matriécne jednac¢ine nekom matricom sa leve strane u opstem
slucaju nije jednak rezultatu mnozenja te matri¢ne jednacine istom matri-
com sa desne strane. Drugim re¢ima, u navedenom primeru se nepoznata
matrica X izra¢unava kao proizvod tri matrice A~ - C - B~!, pomnozene
u navedenom, a ne proizvoljnom poretku.)

Il
N = —

DN | =

9. Resiti matriénu jednacinu ABX =4X —2C, ako je

10 3 o B
B—[l ) 1}, A= BT, c=10

Resenje:

Za datu matricnu jednacinu vazi

ABX =4X —-2C & 4X - ABX =20 < (41— AB)X =2C.

(Napomena: S obzirom da mnozenje matrica nije komutativno, poslednja
jednacina je dobijena izdvajanjem matrice X kao zajednickog faktora sa
desne strane, i nije ekvivalentna jednacini X (41 — AB) = 2C.)

Kako je
(4 0 07 (1 1

AT — AB = 04 0|-=1]0 “gﬂz
00 4] |31
(4 0 07 [2 2 4 2 —2 —4
= |04 0|-|24 2|=]|-2 0 —2],
|00 4] |4 2 10 -4 -2 -6
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i D(4I — AB) = —16 # 0, zakljuéujemo da postoji (41 — AB)™!, i vazi

r 0 -2 | -2 —4 -2 —4 |7
-2 —6 -2 —6 0 -2
o 1 -2 -2 2 —4 2 —4
(41 — AB) = 16 | -4 —¢ -4 -6 -2 -2
-2 0] | 2 -2 2 -2
i -4 -2 -4 =2 -2 0| ]
1 [ —4 -4 4 ) 1 1 -1
= -1 -4 -28 12 | = 1 r 7 =3].
| 4 12 —4 -1 -3 1

Resenje date matri¢ne jednacine je

1 11 -1 1 0
X:Q(41ﬂ4f,?)*1-c7:5 1 7 =3|-{0]|=] -1
-1 -3 1 1

10. a) Resiti matri¢nu jednaé¢inu AX + B = AC, ako je

-1 2 0 1 -3 9
A= 1 3 -2 |,B= 10 0 1

0 —4 3 —13 1 -8

b) Za dobijenu matricu X odrediti sve matrice M za koje vazi
XM =MX.

Resenge:

a) Imamo da je
AX=AC-B & X=AYAC-B) & X=C-A'B,

ukoliko A~! postoji. Ovaj uslov je ispunjen, jer je

-1 2 0
DA)=| 1 3 —2|=-7%0.
0 -4 3

) ) 1 -6 —4
At = cadj(A)=—-= | =3 -3 -2 |,
D(4) T -4 —4 -5
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odakle je

X =

3 2] [ 1 -6 —4
1 0 o | 3 -3 -2
-3 -1 1 | | -4 -4 -5
3 21 [ [-7 -7 3
1 0 o | T 7 -1
-3 -1 1 | 21 7 0
3 -2 -1 -1 5
10 4 |+| -1 1 -2
-3 -1 1 31 0
1 2 3
01 2
00 1

-3 9
0 1| =
1 -8

b) Format matrice M mora biti 3 x 3, da bi se ona mogla pomnoziti i sa
leve i sa desne strane matricom X, formata 3 x 3.

Napig&imo M u obliku

S N

a b
M=1|d e
g h

Tada se matri¢na jednakost XM = M X svodi na

1 2 3 a b ¢
01 2| |d e f| =
0 0 1 g h 1

d+2g e+ 2h f+2i =

[ a+2d+3g b+2e+3h c+2f+3i ]

g h T

Q@ Qe

2a+b
2d + e
29+ h

} |

S = N
=N W

1
0
0

23]

3d+2e+ f

3a+2b+c
39+ 2h+1

Odavde se dobija sistem devet linearnih jednacina sa devet nepoznatih:

a+2d+ 3g
d+2g
g

2d + 3g

= a, b+2ee+3h = 2a+0b,
= d, e+2h = 2d+e,
= 9 h = 29 + h:
= 0, 2¢ +3h = 2a,

= 0, h = d,

c+2f+3i

f+2i
i

2f + 3i
2i
0

3a + 2b + ¢,
3d + 2e + f,
39 + 2h + 1,

3a + 2b,
3d + 2e,
3g + 2h.

Lako se utvrduje da nepoznate a,b,c,d, e, f,g,h,i zadovoljavaju uslove

a=e=1i, b=f d=g=h=0,
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11.

odakle sledi da je opsti oblik trazene matrice

b
M = a za a,b,c € R.
0

o o e
ISEI~ e

1
Resiti matriénu jednacéinu (X +2I)"! = 3 A, ako je

4 7 3
A=12 3 1
3 5 =2

Resenge:

Nakon mnozenja date jednacine sa desne strane sa X + 21, dobijamo

1 1

ool =

a odatle, nakon mnozenja sa leve strane sa A~! (ako postoji), imamo

1
A*I—ZI:§X PR X=8A"1-21I

Kako je D(A) = 8 # 0, zakljuéujemo da matrica A~! postoji i da se
data matri¢na jednacina moze resiti na prethodno navedeni nacin.

S obzirom da je

r 31| |7 3 7 3
5 —2 5 —2 3 1
a1 Ll ]2 1 4 3] |4 3 _
AT =Dy A= ’3 -2 ’3 -2 2 1] |7
2 3 a7 4 7
i 3 5 3 5 2 3| |
L [-1ro29 2
== 7To-17 2|,
1 1 -2
dobijamo da je
—11 29 -2 2 00 —-13 29 -2
X = 7 —17 2| —-]l0 2 0|= 7 —-19 2
1 1 =2 | 0 0 2 1 1 —4

2 1
12. Date su matrice A=1|1 0 0 i B=|0 1
p 1



Zbirka resenih zadataka iz Matematike 1 129

Resiti matriénu jednacinu A-X =B za
a) p=-2. b) p=2.
Resenge:

Odmah mozemo utvrditi da je D(A) = 0, tako da matrica A~! ne postoji.
To znaci da ne mozemo primeniti postupak kojim smo reSavali matri¢ne
jednacine u prethodnim zadacima (8.-11.).

Matricu X, koja zadovoljava matri¢nu jedna¢inu AX = B, odredi¢emo
polazedi od toga da ona mora biti formata 3 x 2 da bi se mogla pomnoziti sa
leve strane matricom Asys, i da bi rezultujuéa matrica mogla biti matrica
Bsyo. Napomenimo da u ovom sluéaju, kada A~!' ne postoji, matri¢na
jedna¢ina AX = B ne moze imati jedinstveno resenje (ima beskona¢no
mnogo resenja, ili ih uopste nema).

a b
a) Stavljajuéidaje X = | ¢ d |, zap = —2 dobijamo da se ma-
e f
tricna jednacina
1 1 -1 b 2 1
1 0 0 c d| = 0 1
1 -1 1 e f -2 1
svodi na sistem jednacina
at+c—e = 2, b+d—f = 1,
a = 0, b = 1,
a—c+e = =2 b—d+f = 1,

koji mozemo posmatrati kao dva nezavisna neodredena sistema po
a,c, e, odnosno b, d, f, za Cija reSenja vazi:

a =0, c=2+e, b=1, d=f.

Zakljucujemo da je, za «, 8 € R, opste reSenje date matri¢ne jedna-

Cine
0 1
X=|a+2 p
a B
b) U ovom sluc¢aju, matri¢na jednacina
1 1 -1 a b 2 1
1 0 O0|-]ec d|=|01
1 -1 1 e f 2 1
se svodi na sistem jednacina
at+c—e = 2, b+d—f = 1,
a = 0, b = 1,
a—c+e = 2 b—d+f = 1,
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za koji se lako mozZe uociti da nema resenje (za podsistem jednacina

po a,c,e vazi da je a = 0, a tada su prva i tre¢a jednacina,
c—e=2 1 c—e=-2

medusobno protivreéne). U ovom slu¢aju, dakle, data matri¢na jed-

nac¢ina nema resenje.

13. Matriénim racunom resiti sistem linearnih jednacina

2z — 3y + =z = -1
T + Yy + =z = 6
3 + y — 2z = -1

Resenge:

Dati sistem treba zameniti odgovaraju¢om matricnom jednacinom. Ma-
tricna jednacina AX = B je ekvivalentna datom sistemu ako je A matrica
sistema, matrica X sadrzi kolonu promenljivih, a matricu B ¢ini kolona
slobodnih ¢lanova sistema:

2 -3 1 T -1
1 1 1]-|yl=] 6
3 1 -2 z ~1

Ocigledno, sistem linearnih jednacina ima smisla resavati matri¢nim racu-
nom samo kada je matrica sistema regularna, tj. kada postoji A~!. Kako
je

2 -3 1
1 1 1|=-23+£0,
301 -2

postoji A~ ivazi daje X = A!B. S obzirom da je

-3 -5 -4
-2 —11 )
sledi da je
1 -3 -5 —4 -1 1 —23 1
-2 -11 5 -1 —69 3

odakle zaklju¢ujemo da je resenje datog sistema jednacina
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14. Odrediti karakteristiéne korene i vektore matrice

2 -1 0
A= -1 0 0
3 0 0

Resenge:
Karakteristicna matrica matrice A je
A—2

A - A= 1
-3

S >
> O O

Karakteristicni polinom matrice A je

A-2 1 0
p(\) = DX —-A)=| 1 X 0 :A‘AIQ i’:
-3 0 A

= AN =22-1) = A —1—-V2)A—1+2).

Karakteristi¢ni koreni matrice A su koreni njenog karakteristicnog poli-
noma, tj.
M=0 d=14vV2 i N=1-+V2.

Za svaki karakteristicni koren odreduju se karakteristi¢ni vektori kao re-
Senja matri¢ne jednacine

Ax=Xxx & (AMI—-A)x=0.

Za A =0 odgovaraju¢a matri¢na jednacina je

2 1 0 x 0
100 y| =101,
-3 0 0 z 0

a ona je ekvivalentna sistemu linearnih jednacina
-2z +y = 0
T = 0
—3x = 0
Skup karakteristi¢nih vektora (reSenje sistema) je u ovom slucaju

0
R = { 0 ] aGR\{O}}.

(%
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Za X\ =1+ /2 matri¢na jednacina je data sa

—1++2 1 0 T 0
1 1+v2 0 y | =101,
-3 0 1++v2 z 0
a odgovarajuéi ekvivalentan sistem je
(-14+V2)z + Y =0
r + (1+V2)y =0
—3x + (1+v2)z = 0,

odakle sledi da skup karakteristi¢nih vektora ima oblik

o
R = { (1-V2)a aER\{O}}.
3(V2 - 1)a
Za A=1-—+/2 imamo
—-1-2 1 0 T 0
1 1-+2 ol-ly | =101,
-3 0 1-—+2 z 0
odakle je
(-1-V2)z + Y =0
r + (1-v2)y =0
—3z + (1-v2)z = 0,
a tada je skup karakteristi¢cnih vektora
(V2 - )a
R:{ @ |aER\{O}}.
—3a
a b 0
15. Data je matrica A=| 0 a 0 |, a,beR, a#0.
0 0 a

a) Odrediti karakteristiéne korene matrice A.

b) Odrediti karakteristiéne vektore matrice A u zavisnosti od
vrednosti realnog parametra b.

Resenje:
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a) Karakteristi¢ni koreni matrice A su koreni njenog karakteristicnog

polinoma. Kako je

a— A\

PO = D(A = AT) =

0
0

-b
a— A

0

(a—MN3=0 za \=a,

zakljutujemo da je A = a karakteristi¢ni koren date matrice.

b) Karakteristiéni vektori koji odgovaraju karakteristicnom korenu A
matrice A su reSenja matricne jedna¢ine Ax = Ax. Za X\ = a
navedena matri¢na jednacina je

a b 0
0 a O
0 0 a

z

i ekvivalentna je sistemu linearnih jednacina

odnosno

ar -+

Odatle zaklju¢ujemo:

by
ay

az

axr

ay ,
az

Za b+#0 je y =0, sto znaci da je skup karakteristi¢nih vektora

Za b =0 je skup karakteristicnih vektora

o
0

(07

| a,8€R\{0}

B || aByeR\{0}

v

16. Koristeéi Kejli-Hamiltonovu teoremu odrediti inverznu matricu

matrice

2
A=1]1
1

1
2
-1

-1
-1
2
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Resenje:

Pre svega, treba proveriti da li inverzna matrica matrice A postoji. Kako
je

2 1 -1
DA =|1 2 —1|=6#0,
1 -1 2

matrica A je regularna. To znaci da se A~' moze odrediti uz pomoé
Kejli-Hamiltonove teoreme.

Karakteristi¢ni polinom p(A) = D(A — A) matrice A je

A-2 -1 1 A-2 -1 1
p(A) = ~1 A—=2 1 |=|Ax-2 rx-2 1 |[=
-1 1 A-2 A—-2 1 A-2
1 -1 1 1 -1 1
= A=2) |1 A=2 1 |=A=2]0 A=1 0 |=
11 A-2 0 2 A-3
A—-1 0
- (>\—2)' ) A%])‘7@—2)@—1)@—3)7

= M _6)2+110—6.

Na osnovu Kejli-Hamiltonove teoreme je p(A) = 0 (matrica zadovoljava
svoju karakteristiénu jednacinu), odakle je

A® —6A% +11A — 61 = 0.

Nakon mnozenja sa A~!, prethodna jednaéina postaje
A —6A+ 111 — 647" =0,

odakle dobijamo da je trazena inverzna matrica matrice A data sa
Al = é(/ﬁ — 64+ 111).

S obzirom da je

2 1 -1 2 1 -1 4 5 =5
A2=|1 2 -1 1 2 -1 | =13 6 -5/|,
1 -1 2 1 -1 2 3 -3 4

sledi .
Al = 5 (A2 —6A+111) =
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1 4 5 =5 2 1 -1 1 00
:6<36—5—612—1+11010>:
3 -3 4 1 -1 2 0 0 1
1 4 5 =5 12 6 —6 [11 0 0
:6<3 6 —5 | — 6126+0110>:
3 -3 4 6 —6 12 | 0 0 1
1 [ 4—-12+11 5—6 —-5+6
= 3 3—-6 6—12+11 —-5+6 =
| 3—6 -34+6 4—-12+11 |
3 -1 1
= é -3 5 1
| -3 3 3
17. Primenom Kejli-Hamiltonove teoreme izracunati
2 0 -1
a) f(A) = A*—3A3-3A%24+8A+5I, akoje A=| -1 -1 0
0 0 3
1 1 1
b) f(B) = B*—-2B3+ B?>+2B+2I, akoje B= 0 2 3
-1 -1 -2

Resenje:

a) Odredi¢emo prvo karakteristi¢ni polinom p(A) matrice A.

A—2 0 1
p(\) = DO\ —A) = 1 A+1 0=
0 0 A—3

A=3)A=2)A+1) = A> —4X2 + X +6.
Na osnovu Kejli-Hamiltonove teoreme vazi da je p(A) = 0, odnosno
AP —4A% + A+ 61 =0.
Poslednju jednakost iskoristi¢emo pri izra¢unavanju vrednosti f(A):
f(A) = A*—3A3 342 4+ 8A+51 =
= A(A®—4A? + A+ 6I) + A% —4A% 4+ 2A+ 5] =
= A®—4A? 424451 =
= (A —4A2+A+6D)+A-T=

A—T=
1 0 -1
= | -1 =2 o0
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b) Karakteristi¢ni polinom p(A) matrice B je

A-1 -1 -1
p(\) = D\ — B) = 0 A—2 =3 |=XN-XN+2
1 1 A+2

Ako sa g(M\) ozna¢imo koli¢nik pri deljenju polinoma
FOO =2 =223 + A2 42X +2
polinomom
p(A) = A3 — A2 42,
a sa () ostatak pri tom deljenju, onda je
f) = p)-q(N) +r(N)
A= X2 42)-(A—1)+4.

Na osnovu Kejli - Hamiltonove teoreme je p(B) = 0, odakle sledi

f(B) =p(B)-q(B) +r(B) =r(B) =4I,

odnosno

4 0 0

f(By=10 4 0

0 0 4

18. Odrediti rang matrice
4 3 -5 2 3
11 11 8 6 =7 4 2
a) A=12 3 -1 1 b) B=|4 3 -8 2 7
3 4 0 2 4 3 2 2 -5
8 6 -1 4 —6
Resenje:

a) Rang date matrice odredié¢emo kao rang njoj slicne matrice koja ima
stepenastu formu. Primenom elementarnih transformacija na datu
matricu dobijamo

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
A=|12 3 -1 1|~|0 1 -3 -1 |~|0 1 -3 —-1].
3 4 0 2 01 -3 -1 0 0 0 0

Na prvoj matrici izvrsene su sledeée elementarne transformacije:
elementi prve vrste pomnozeni su sa (-2), odnosno sa (-3), i sabrani
sa odgovarajuéim elementima druge, odnosno trece, vrste.
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Na drugoj matrici izvrSena je sledec¢a elementarna transformacija:
elementi druge vrste pomnozeni su sa (-1) i sabrani sa odgovarajuéim
elementima trece vrste.

Treéa matrica C' = [¢;;]3x4 ima stepenastu formu. Kako je ¢11-co2 =
1#£0, acyy - co - cgz3 =0, rang matrice C jednak je 2, a tada je i

rang(A) = 2.

Ilustrujmo i postupak odredivanja ranga matrice uz pomo¢ minora.
Odredi¢emo minor date matrice koji je razli¢it od nule, a da su pri
tome svi minori veéeg reda jednaki nuli. Tada je rang matrice A
jednak redu uoc¢enog ne-nula minora.

Matrica A je tipa 3 X 4, pa njen maksimalni minor moze biti reda
3 (uo¢imo da je to i maksimalni moguéi rang date matrice). Minor
reda 3 date matrice je determinanta podmatrice matrice A, dobijene
izostavljanjem jedne kolone. Izracunavajuéi ove minore, dobijamo:

11 1 11 1
2 3 —1|=0, |2 3 1]|=0,
34 0 3 4 2
1 11 1 11
2 -1 1|=0, |3 -1 1]|=0,
3.0 2 4 0 2

odakle zakljuéujemo da je rang(A) < 3, s obzirom da su svi njeni
minori reda tri jednaki nuli.

Posmatrajuéi, dalje, minore reda dva, koje izracunavamo kao deter-
minante podmatrica matrice A dobijenih izostavljanjem jedne vrste
i dve kolone, dobijamo da je

11

odnosno da postoji minor reda dva razli¢it od nule, odakle zakljucu-
jemo da je rang(A) = 2.

Elementarnim transformacijama sveséemo datu matricu na stepe-
nastu formu:
4 3 -5 2 3 4 3 -5 2 3
8 6 =7 4 2 00 30 -4
B = 4 3 -8 2 7T|~]10 0 =3 0 4 | ~
4 3 2 2 -5 0 0 7 0 -8
8 6 -1 4 —6 00 9 0 -12
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43 -5 2 3 43 -5 2 3
00 30 —4 00 00 —4
~ 00 00 O|~[00 00 0|~
00 10 0 00 10 0
(00 00 0 00 00 0
(4 -5 3 2 3]
0 1 00 0
~ [0 0 -4 00
0 0 00 0
0 0 00 0

Kako je rang poslednje matrice jednak 3, sledi da i za rang njoj
ekvivalentne matrice B vazi rang(B) = 3.

(U postupku odredivanja ranga matrice B primenjene su, redom, sledeée
elementarne transformacije: prva vrsta je pomnozZena sa (-2), (-1), (-1),
(-2) i dodata drugoj, tre¢oj, Getvrtoj i petoj; druga vrsta je pomnozena sa
1, (-2), (-3), i dodata trecoj, cetvrtoj i petoj; cetvrta vrsta je pomnozena
sa (-3) i dodata drugoj; cetvrta i druga vrsta su zamenile mesta; ¢etvrta
i treca vrsta su zamenile mesta; druga i tre¢a kolona su zamenile mesta;
trec¢a i peta kolona su zamenile mesta. Dobijena je stepenasta forma sa
tri ne-nula elementa na glavnoj dijagonali.)

19. U zavisnosti od realnog parametra a diskutovati rang matrice

[ a+1 a?>+1 a
a) A= | 3a—1 3a¢*—-1 a®>+3a
| a—1 a?—1 a
[ 3a+1 a 4a — 1
b) B = —a’+1 a—-1 —a’+a
_a2+a+2 a a?® + 2a

Resenge:

a) Matrica A je kvadratna, pa ¢emo prvo izracunati njenu determi-

nantu:
a+1 a®+1 a a+1 a?+1 1
DA) = |3a—1 3¢*~1 a*+3a |=a|3a—-1 3¢*~1 a+3
a—1 a®—1 a a—1 a? -1 1
2 2 0 2 2 0
= a 2 2 a| =a 0 0

Il
|
[\
S
w
—
2
I
—
=
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Zakljuéujemo da jeza a #0 1 a # 1 D(A) razlicita od nule, sto
znaci da je rang date matrice maksimalan, odnosno rang(A) = 3.

Za a=0je
1 1 0 1 10
A= -1 1 0| ~ |0 0 0],
-1 -1 0 0 0 O

odakle sledi da je u ovom sluc¢aju rang(A) = 1.

Za a=1je

2 2 1 2 2 1 2 1 2 2
A=1(2 2 4|(~]0 0 3| ~|0 3 0|~]0
0 0 1 0 0 1 0 1 0 0

Sto znaéi da je, u ovom slucaju, rang(A) = 2.

S W =

o O N
—_

b) Elementarnim transformacijama sve§¢emo datu matricu na stepe-
nastu formu:

3a+1 a 4a — 1 3a+1 a a—2
—a?+1 a—-1 —-a’+a ~ —a?+1 a—1 a-1 ~
_a2+a+2 a a’® + 2a a?+a+2 a a—2

I 3a+1 a a—2 3a+1 a —2

~ —a*+1 a-1 a-1 |~ —a*+1 a—-1 0 |~

| a®—2a+1 0 0 a®>—2a+1 0 0

~ 0 a—-1 —a?+1
0 0  (a—1)

—2 a 3a+1 ]

Do ovog oblika se dolazi primenom slede¢ih transformacija: prva
kolona je pomnozena sa (-1) i sabrana sa treom; prva vrsta je
pomnozena sa (-1) i sabrana sa tre¢om; druga kolona je pomnozena
sa (-1) i sabrana sa tre¢om; tre¢oj i prvoj koloni su razmenjena mesta.

Zakljucujemo da poslednja matrica za a # 1 ima tri ne-nula elementa
na glavnoj dijagonali, odnosno

za a#1 je rang(B)=3.

za a=1 je

B ~

S O N
o O =
S O =

§to znaci da je tada rang(B) = 1.
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20. Diskutovati rang matrice

31 1 4
a 4 10 1
A= 1 7 17 3
2 2 4 3

u zavisnosti od realnog parametra a. Da li matrica A ima inverznu
matricu?

Resenje:

Primenjujudéi elementarne transformacije na matricu A, dobijamo njoj ek-
vivalentne matrice:

1 3 1 4 1 3 1 4
s 4 a 10 1 |0 a-12 6 15| _
7 1 17 3 0 —20 10 —25
2 2 4 3 0 -4 2 -5
1 5 1 4 1 51 4
0 a 6 —15 0 a 6 —7
“ 1o o0 10 -2 | ~ 0 0 2 -5
00 2 -5 000 0

(Redom su primenjene sledeée elementarne transformacije: zamenjena su
mesta prvoj i drugoj koloni; elementi prve vrste pomnozeni su, redom, sa
(-4), (-7), (-2) i sabrani, redom, sa elementima druge, trece, Cetvrte vrste;
elementi tre¢e kolone su pomnozeni sa 2 i sabrani sa odgovarajuéim ele-
mentima druge kolone; zamenjena su mesta trece i cetvrte vrste; elementi
trede vrste su pomnozeni sa (-5) i sabrani sa odgovarajuéim elementima
Cetvrte vrste.)

Poslednja matrica ima stepenastu formu, na osnovu koje zaklju¢ujemo:

Za a #0, rang(A) =3
Za a=0
1 5 1 4 11 4 5
A 006 -7 |02 =50
00 2 =5 00 8 0]’
000 O 00 00O

odakle zaklju¢ujemo da je i u ovom slucaju rang(A) = 3.

S obzirom da je rang(A) < 4 (koliki je red ove kvadratne matrice), sledi
da je D(A) = 0, sto znaéi da matrica A nema inverznu matricu.
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21. U zavisnosti od realnog parametra a diskutovati rang matrice

a a 2 0
A= 2a a a—1 1
—3a —-3a —-3—a 1l—a

Resenge:

Kako data matrica nije kvadratna, u postupku odredivanja njenog ranga
ne mozemo koristiti njenu determinantu. Primenjujuéi elementarne trans-
formacije, sveséemo matricu A na stepenastu formu:

a a 2 0 a a 2 0
A= 2a a a—1 1 ~10 —a a-—5 1
—3a —3a —-3—a 1l—a 0 0 3—a 1-—a

Uocavamo da je za a # 0 rang(A) =3, jer u tom slu¢aju za poslednju
matricu vazi:

a # 3, odakle je a- (—a)-(a—3) #0, ili
a = 3, §to znadi da je a # 1, odakle se nakon zamene mesta treée i
cetvrte kolone u poslednjoj matrici ponovo dobija da je a-(—a)-(a—3) # 0.

Za a=0 vazi

[0 0 2 0 00 1 0
A~ |00 5 1|~l00 -5 1|~
(00 3 1 00 8
[0 0 10 1000
~ 000 1|~]010 0],
(0000 000 0

odakle sledi da je u ovom sluc¢aju rang(A) = 2.

Z.adaci za samostalni rad

1. Izracunati vrednost determinante

21 ;82
;143 ;224

cosa  Sina
sina  cosa

a)
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Rezultat:
a) cos 2a. b) 0.

1 a d?
2. Izra¢unati vrednost determinante | 1 b b2
1 2
Rezultat:
(b—a)(c—a)(c—0D).
z 1
3. Izracunati z ako je Re{z} >0 i | 0 -1 Z |=—-8+2i.
1 2 0
Rezultat:
z=2—1.
a b ¢ d
. . . b a d c
4. Izra¢unati vrednost determinante
c d a b
d ¢ b a

Rezultat:
(a+b+c+d)(a+b—c—d)(a—b+c—d)(a—b—c+d).

1 1 1
a

5. a) Izracunati vrednost determinante D =

— e

a
a
b) Izracunati vrednost determinante D za a = 1.

Rezultat:
a) D =a*(a—1)3a?—-1)%(a®—-1) =a*(a—1)%@a+1)%(a® + a+1).
b) Ako je a = i, vrednost determinante D je —16i.

6. Akoje f(z)=22—5c+3 i A= [ g _é } izracunati f(A).

Rezultat:

7. IzraCunati
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3 1 2
a)[gé”- 2 1 b) L-[1 2 3].
1 0 3
1 3
3 2 1
c) [ } 2 d | 1]-[2]
01 2 3 1
Rezultat:
2 4 6 6
a)[fog]. by |12 3] . @[180}. Q) | 2
3 6 9 2
8. Da li se parametri a i b mogu izabrati tako da matrice
1 2 -1 b b 5
0 1 3 1 9 a a
a 2 4 a 8 a
budu komutativne?
Rezultat:
Da. (a=3,b=-6.)
9. Odrediti inverznu matricu za
1 9 3 —4 5
a) A= RE b) B=|2 -3 1
3 -5 -1
1 1 1 1
01 1 1
DC=19 01 1
0 00 1
Rezultat:
9 1 -8 29 -11
a) Al_{ 3 _1]. b) B7'=| -5 18 -7
2 2 1 -3 1
1 -1 0 0
_1 0 -1 0
DCT=10 o 1 -
0 0 0 1
10. Resiti matriénu jednac¢inu
2 -3 1 9 7 6 2 0 -2
4 -5 2 |- X-|1 1 2 |=|18 12 9
5 -7 3 1 1 1 23 15 11
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Rezultat:
1 1 1
X=11 2 3
2 31

11. Resiti matri¢nu jednacinu

a) (A+1)- X+ B=4C, gde je

1 1 1 0 1
A=|1 0 1|, B=|1]|, C=1]1
1 2 0 0 1
b) A-X —B=X, ako je
5 2 2 10 4 2
A=|(2 1 1|, B= 5 2 0
4 0 3 8 3 0
Rezultat:
1
a) X=1|1
1

b) Nema reSenja.

12. Odrediti karakteristi¢ne korene i vektore matrice

5 0 1
A=]10 -1 0
1 0 5
Rezultat:
Karakteristicni koreni su A1 = —1, Ay =4 i A3 =6.

Za A1 = —1 skup karakteristi¢nih vektora je

0
R—{ « aeR\{O}};
0

Za My =4 skup karakteristi¢nih vektora je

«

R—{ _QO |oz€R\{0}};

Za A3 =6 skup karakteristi¢cnih vektora je

(%

R:{ 0 aeR\{O}}.
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13. Data je matrica
1 0 0
A= -1 1 2
1 0 2

a) Nadi karakteristicne korene i vektore matrice A.

b) Primenom Kejli-Hamiltonove teoreme izra¢unati
A* —4A3 + 542 - A-E.
Rezultat:

a) Karakteristi¢ni koreni matrice A su A=A =1, A3 =2.

0
Za A =1 karakteristi¢ni vektori su oblika a |, aeR\{0}
0
0
Za X\ = 2 karakteristi¢ni vektor je | 2a |, « € R\ {0}.
et
0 0 0
b) A(A® —4A2+5A-2E)+A-E=A-E=| -1 0 2
1 0 1

14. U zavisnosti od realnog parametra a diskutovati rang matrice

a 2 3a
a) A=| 3a a+4 10a
2a2 6a—4 T7a®+3a

202 +3a+5 2 a®>+3a+2

b) B = a+2 1 a+1
i 2a + 3 0 2a+ 3
[ a?2—1 a-—1 2 1
a> -1 2a-2 2 a+1
) = a2—1 a—-1 a*+a+3 2
_a271 a—1 2 2
Rezultat:

a) Zaa=0je rang(A) =1; zaa=—11ili a =2 je rang(A) = 2; za
ostale vrednosti parametra a je rang(A) = 3.

b) Zaa=—3 je rang(B) = 2; za ostale vrednosti je rang(B) = 3.

c) Zaa=1je rang(C) = 2; za a = —1 je rang(C) = 3; za ostale
vrednosti parametra a je rang(C) = 4.
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6

Sistemi linearnih jednacina

e Sistem m linearnih jednacina sa n nepoznatih nad poljem realnih

(kompleksnih) brojeva je konjukcija jedna¢ina

a11T1 + a2 + ...+ a1pnTy = b
911 + 222 + ...+ A2 Ty = bQ (6 1)
am1%1 + AmaZ2 + ... + ApTn = bma

gde su n,m € N, a;; i b; realni (kompleksni) brojevi za 1 < i < m i
1<j<n.

Elementi a;; za 1 <7 < mia < j < nsenazivaju koeficijenti, a elementi
b; za 1 < i < m slobodni ¢lanovi.

Ako je by = by = ... = by, = 0, onda se kaze da je sistem homogen.
U suprotnom, ako postoji i € {1,...,m} za koje je b; # 0, sistem je
nehomogen.

Resenje sistema linearnih jedna¢ina (6.1) za n-torku nepoznatih

(1,... ,x,) je svaka uredena n-torka (ci,...,¢,) realnih (kompleksnih)
brojeva koja identicki zadovoljava sve jednacine sistema (kada promenljive
T1,...,T, redom uzmu vrednosti cy, ..., ¢, identiteti vaze u polju realnih

(kompleksnih) brojeva).
Skup resenja sistema (6.1) za n-torku nepoznatih (z1, ..., x,) je skup svih
uredenih n-torki (cq, ..., ¢,) koje su reSenje sistema za tu n-torku.
Dva sistema linearnih jednacina sa n nepoznatih su ekvivalentna ako su
jednaki njihovi skupovi reenja za (z1,...,Ty).
Priroda sistema:

saglasan (mogu¢) - ima resenje

* odreden - ima tac¢no jedno resenje

* neodreden - ima vise od jednog resenja (beskona¢no mnogo re-
Senja)

147
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nemogué¢ (kontradiktoran ili protivrecan) - nema resenja
Homogen sistem je uvek saglasan (uvek ima bar trivijalno resenje:(0,...,0)).
¢ Elementarne transformacije sistema linearnih jednacina su:

1. Zamena mesta jednac¢inama.
2. Mnozenje neke jednacine brojem razli¢itim od nule.

3. Dodavanje neke jednacine pomnozene brojem razli¢itim od nule nekoj
drugoj jednacini.

Ove transformacije ne menjaju skup resenja sistema linearnih jednacina,
tj. njihovom primenom se dobijaju sistemi linearnih jednacina koji su
ekvivalentni polaznom sistemu.

e Gausov algoritam:

Sistem linearnih jednacina (6.1)) se moze elementarnim transformacijama
svesti na "trapezni” (”trougaoni”) oblik

cuyi ey + ... Fcigyr ez + . ey = dy
€Yo + ...+ GorYr +e2121 + ... Feyz = do
CrkYrk +eriz1 + .. Fezm = dg,

0 = f

0 = 0

0 = 0

gdejek+l=mn,k,l € NU{O},CIlCQQ...Ckk #£01i (yl,...,yk,zl,...,zl) =
(Tp(1), - -+ Tp(n)), gde je p neka permutacija skupa {1,...,n}. (Ako je k =
n, postoji samo prvih k jednacina.)

- Ako je k=01 f =0, sistem je neodreden.

- Ako je k> 01 f # 0, sistem je nemoguc.

- Akojek > 01 f = 0, sistem je saglasan. U tom slucaju za [ = 0 sistem
je odreden, a za [ # 0 sistem je neodreden i stepen neodredenosti mu
je l.

e Matrica sistema linearnih jednacina (6.1]) je matrica

a1 ai2 e A1n
a21 a2 ... QG2p

A:

Am1 Am2 oo Qmn
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Prosirena matrica sistema A dobija se dopisivanjem kolone koja sadrzi,
redom, slobodne ¢lanove by, b, . . ., b, sistema na mesto (n+ 1)-ve kolone
u matrici A.

Kroneker-Kapelijeva teorema: Da bi sistem linearnih jednacina bio
saglasan, potrebno je i dovoljno da je rang matrice sistema jednak rangu
proSirene matrice sistema.

e Za n = m sistem (6.1) se naziva kvadratni sistem. Tom kvadratnom
sistemu pridruzujemo determinantu matrice sistema

aip ... Q133—1) Q15 A13641) --- Qin
D= a1 ... QG2(;—1) Q2 A2(i4+1) --- Q2n
an1 -+ Qp(i—1) Oni Qn(i+1)  --- Onn

Kramerovo pravilo: Ako je determinanta D kvadratnog sistema razli-
¢ita od nule onda je sistem odreden i ima jedinstveno resenje

(z1, Ty) = Duy Diy Da,

1, 27 ey n 5 D g ey D P

gde je
ai;p ... A13i-1) b1 ai(i+1) --- Qin

D, =| @ o G by aziy1y --- a2  i=1.2...n
An1 -+ Qp(i-1) by An(i+1) -+ Onn

U tom slu¢aju, homogen sistem ima samo trivijalno resenje (0,...,0).

(U suprotnom, ako je D =01 D,, = D,, =... =D, =0 onda je sistem

ili nemogu¢ ili neodreden, a ako je D = 0 i postoji ¢ € {1,...,n} tako

da je D,, # 0 onda je nemogué¢. Homogen kvadratni sistem je za D = 0
neodreden. )

Zadaci

1. Gausovim algoritmom resiti sistem

a) v — y =7 b) 3 + 8& — z = 2
2 + 3y = 4 r — y + z
2c + 3y — 2z = 0

Il
N
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Resenje:

a) Ako se prva jedna¢ina pomnozi sa (—2) i doda drugoj jednacini, onda
je
T - y =7 o r - y = 7 .
2c + 3y = 4 5y = —10
= —2, i uvrstavanjem te vrednosti
2)="7,tj. x=5.

Iz druge jednacine sledi da je y = —

10
5
za y u prvu jednac¢inu dobija se x — (—

ResSenje sistema je
(z,y) = (5,-2).

b) Ako prva i druga jednacina medusobno zamene mesta, bi¢e

3r + 8y — =z = 2 r — y + z = 2
r — y + z =2 & 3r + 8 - z = 2.
2¢c + 3y — 2z = 0 2 + 3y — 2z = 0

Ako se prva jedna¢ina pomnozi sa (—3) i doda drugoj, i pomnozi sa (—2)
i doda trecoj, onda je prethodni sistem ekvivalentan sa

r - y + z = 2
11y — 4z = —4.
oy — 4z = —4

Promenom mesta sabiraka u jednac¢inama dobija se ekvivalentan sistem

zr + z - y = 2
— 4z + 11y = —4.
- 4z + by = —4

Mnozenjem druge jednacine sa (—1) i dodavanjem treéoj dobija se sistem

zr + z - y = 2
- 4z + 11y = —-4.
- 6y = 0

Iz treée jednacine je y = 0. UvrStavanjem u drugu jednacinu, dobija se
z= =4y — 1 Akose dobijene vrednosti za y i z uvrste u prvu jednacinu,
ondajex =24+y—z=1

Dakle, resenje sistema je

(xvya Z) - (1707 1)

2. Primenom Kramerovog pravila resiti sistem
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a) 3t — 4y = -6 b) 2z + y - =z = 2
2 + Sy = 19 r + 3y — 2z = =3
3. — 2y + 2z = 9

Resenge:

a) Determinanta sistema je

D:‘s —4

5 s ‘:3-5—2-(—4):23.

Kako je D # 0, to je sistem odreden. Iz

-6 —4 3 —6
DI‘ 19 5‘3O+7646, Dy‘Q 19'57+1269,
prema Kramerovom pravilu, sledi
D 46 D 69
=2 _ " _9 j -2y _ 22 _3
YD "3 Py=p =33
Sistem ima jedinstveno reSenje
(z,y) = (2,3).
b) Sistem je odreden jer je
2 1 -1
D = |1 3 —2|=240.
3 -2 1
2 1 -1
D, = | -3 3 —2|=4,
9 -2 1
2 2 -1
D, = 1 -3 -2 |=-2 i
3 9 1
2 1 2
D, = |1 3 -3|=2
3 -2 9
Daklencz%z%z& y:%y :_72:—1, z = % zgzlireéenje

sistema je
(.13, Y, Z) = (27 _L 1)

3. Ispitati prirodu sistema i, ako je sistem saglasan, resiti ga
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a) z 4+ y + =z =1 b) -z + y - 2z = =2
2c + y + 2z = 1 20 + y 4+ z = 1
3. + 2y — 2z = 3
6 + 2y = 20
c) x — y — 2z =-3 d) x + 2y + z = 4
—2x + 2y + 4z =6 2 - y - z = 0
3. — 3y — 6z =-9 -2z + y — 3z = -4
5¢ + by + 6z = 16
Resenje:

a) Ne mozemo da primenimo Kramerovo pravilo, jer ovo nije kvadratni
sistem. Primenjujemo Gausov algoritam. Ako se prva jedna¢ina pomnozi
sa (—2) i doda drugoj jednacini, onda je

r + y + =z =1 o Z + ¥y + z = 1
2 + y + 2z =1 -y = -1
Iz druge jednacine je y = 1, a uvrStavanje u prvu daje x = —z. Znadi,

sistem je jednostruko neodreden i skup resenja sitema za(zx,y, z) je

R ={(—a,1,a) a € R}.

b) Koriste¢i Gausov algoritam imamo

-r + Yy - z =
2 + vy z =
3r 4+ 2y — 2z =
6z + 2y =
—xr — z + y =
- z + 3y =
- 9z + dy =
- 6z + 8y =
- — z + y = —
-z + 3y = -
— by =
0 =

Sistem je nemoguc.

2

2
3
6
7

-2

1
3
0

-2
-3
-3

8

—X

+

y — z = =2
3y — =z = -3
5y — 52 = -3
8y — 6z = 8
z + y = —2
z + 3y = -3
— oy = 12 7
- 10y = 26

c¢) Ako se prva jednacina pomnozi sa 2 i doda drugoj jednaéini, a zatim
sa (—3) i doda trecoj jednacini, onda je dati sistem ekvivalentan sistemu

T

Y

2z

-3
0
0.
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Sistem je dvostruko neodreden i skup reSenja sistema za uredenu trojku
R={(-34+8+2a,8,a)| a,8 € R}.

d) Primenom Gausovog algoritma dobija se

r + 2y 4+ z = 4 xr + 2y + z = 4
2c - y — 2z = 0 N - 9y — 3z = -8 PN
2z + y — 3z = —4 5y — oz = 4
5r + bS5y + 6z = 16 - %y + z = -4
zr + 2y + z = 4 r + 2y + z = 4
- 9y — 3z = =8 N - %y - 3z = =8 o
— 4z = —4 z = 1
z=1, yz%ﬁf’z, r=4—-2y—z
Sistem je odreden i reSenje sistema je
(x7y7z):(17171)'
4. Resiti homogen sistem
a) 2x - y + z =0 b) -z + y — z =0
3r + y — =z =0 2t + y + =z = 0
—4xr — 3y + 2z = 0. -z + 4y - 2z = 0.
c)2r — y + z =0 d) = + y — 2z =0
3. + y — z =0 2x + y + =z =0
—-r — 2y — 5z = 0
r 4+ 2y = 0.
Resenge:
2 -1 1
a) Determinanta sistema je D = 3 1 -1 |=-5.
-4 -3 2

Kako je determinanta datog homogenog sistema razlic¢ita od nule, sistem
je odreden i ima samo trivijalno resenje

(x,y,2) = (0,0,0).

-1 1 -1
b)D=| 2 1 1]|=0
~1 4 -2

Sistem je neodreden i moze se resiti primenom Gausovog algoritma.
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-z + y - z =0 - + y - z =0
2x + y + z = 0 & 3y — z = 0 &
-z 4+ 4y — 2z = 0 3y — z = 0
-z + y — z =0
3y — z =0
0 =0

Skup reSenja sistema za (x,y, z) je
R ={(—20,,3a)| « € R}.

¢) Kako je broj jedna¢ina manji od broja nepoznatih u datom homogenom
sistemu, sistem je neodreden i reSava se primenom Gausovog algoritma:

2z — y + z =0 o 2x — y + z = 0 o
3. + y — z = 0 5% = 0
=0, y=2x+ 2.
Skup resenja sistema za (z,y, ) je
R={(0,0,0)] « € R}.
d) Primenom Gausovog algoritma, dobija se
-z + y - z =0 - + y - z = 0
2r + y 4+ =z = 0 - 3y — z =0
-r — 2y — bz = 0 - 3y — 4z = 0
r + 2y = 0 3y — 2z =0
- 4+ y - z =0
Jy — 2z = 0 . _ oz o
~ 5 = 0 <z=0,y=%, z=y—=z
0 = 0

Sistem je odreden i ima samo trivijalno resenje

(z,9,2) = (0,0,0).

5. U zavisnosti od realnog parametra \ diskutovati sistem jednacina

1+Nz + y + z =1
zr + (1+Ny + z = A
r + y + (1+XNz = A\

Resenge:
Determinanta sistema je

1+ 1 1 3+A 3+XA 3+
D = 1 1+ 1|= 1 1+A 1
1 1 14+ 1 1 14X
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1 1 1 111

= B+N|[1 1+ 1[=@+XN|0 A 0
1 1 1+ 00 A

_ A0 o

- (3+>\)‘ ) A‘_A(?HLA)

(Napomena: Najpre smo dodali sve vrste prvoj da bismo mogli da izdvo-
jimo (A4 3) ispred determinante. Zatim smo prvu vrstu pomnozili sa —1 i
dodali drugoj i tre¢oj vrsti i na kraju razvili determinantu po elementima
prve kolone.)

i)
i)

iii)

b)

Za A # 01 A # —3 sistem je odreden.

Za \ = 0 sistem je

r + y + z =1
r + y + z = 0.
r + y + z =0

o

Oduzimanjem druge jednacine od prve dobija se jednacina 0 = 1, te
je sistem nemoguc.
( U ovom slucaju je D =D, = D, =D, =0.)

Za \ = —3 sistem je

-2z + y + z = 1 - 3y + 3z = -5
r — 2y + z = -3 & z— 2y + z = =3
r 4+ y — 2z = 9 Jy — 3z = 12.

Ekvivalentan sistem smo dobili mnozenjem druge jednacine sa 2 i
dodavanjem prvoj i mnozenjem druge jednacine sa —1 i dodavanjem
tre¢oj jednacini.

Ako saberemo prvu i treéu jednacinu dobijamo

0=71,

§to znaci da je i u ovom slu¢aju sistem nemoguc.

U zavisnosti od realnog parametra g diskutovati sistem jed-
nacina
gz + qy + (@+1)z = ¢
g + qy + (@—1z = ¢
g+ + qy + (2¢+3)z = 1

Resiti sistem za svaku vrednost parametra q.

Resenje:
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a) Determinanta sistema je

q q gq+1 q q q+1
D = q g q—1]|=10 0 -2
g+1 q 2¢+3 1 0 g+2
o 1\243(_ a q | _ _
= | T =

i) Ako je ¢ # 0 onda je sistem odreden.
ii) Ako je g = 0 sistem je

z 0
-z =0
r+3z = 1.

Iz prve dve jednacine je z = 0. Kada ovu vrednost zamenimo u
tre¢u jednacinu dobija se x = 1, a y se moze izabrati proizvoljno.
Dakle, sistem je jednostruko neodredjen i skup resenja sistema
za (x,y, z) je
R={(1,,0) a«€R}.
b) Resenje sistema u sluc¢aju kada je ¢ # 0 ¢emo odrediti Kramerovim
pravilom. Ve¢ smo izra¢unali da je determinanta sistema D = —2¢q i
potrebno je jos izracunati vrednosti determinanti D, Dy i D,.

q ¢ q+1 q q q+1
D, = |q¢q g q—1|=]00 -2
1 q 2943 1 q¢ 2¢+3
- <1fﬁ<2ﬂq qlsz—q»
1 gq
qg q gq+1 q q q+1
D, = qg ¢ q—1|=10 0 —2
g+1 1 2¢+3 1 1—q ¢+2
_ 243 q q _ 9.2
= | 0=
q q9 q
D, = qg q q|=0
qg+1 ¢q 1
Dakle,
D, 2q(q—1)
= 7:7:1—
x D oy q,
D, —2¢?
’y = —_— :,
D —2q
D, 0
z = _—=s— =
D —2q
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i reSenje sistema je
(il', Y, Z) = (1 - 4q,4q, O)

7. U zavisnosti od realnog parametra a diskutovati sistem

z + (a+2)y + 2z = 2
(@>+ 1)z + 2(a+2)y + 4z = 4a
x + 3y + (a+1)z = 2a.
Resenje:
Determinanta datog sistema jednacina je
1 a+2 2 1 a—+2 2
D = |a*+1 2a+2) 4 |=|a+1 2a+2) 4
1 3 a+1 0 1—a a—1
1 a+4 2
1 a+4
a?+1 2a+8 4 |=(a—1)| ,
0 0 a—1 a“+1 2a+8
— (a-Da+9)]| ot M@ ne+ne--1
a2+1 2

(a—1)(a+4)(1-a*)=—(a—1*(a+4)(a+1)
i) Akojea#1ia# —11a# —4, sistem je odreden.
ii) Ako je a =1, onda je

r + 3y + 2z = 2 r + 3y + 2z = 2
2z + 6y + 4z = 4 & 0 =0
r + 3y + 2z = 2 0 = 0.

Dakle, sistem je dvostruko neodreden i njegov skup reSenja za ure-
denu trojku (z,y, 2) je

R={(2-3a-25,0,0)| o, 8 € R}.

iii) Ako je a = —1, onda je sistem
T + Yy + 2z = 2
22 + 2y + 4z = —4
r + 3y = -2

(ako se prva jednacina pomnozi sa —2 i doda drugoj) ekvivalentan sa

r + y + 2z = 2
0 = -8
r + 3y = —2.

Sistem jednacina je nemoguc.
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iv) Ako je a = —4, slededi sistemi su ekvivalentni:
r — 2y + 2z2=2 x — 2y + 2z =2
17z — 4y + 42=-16 & 30y 30z =-50 &
r + 3y — 3z=-8 5y — 5z =-10
r — 2y + 2z =2 r — 2y + 2z = 2
y — z =-2 & y — z = =2
3y 3z =-5 0 = 1

Sistem jednacina je nemoguc.

8. U zavisnosti od realnih parametara p i ¢ diskutovati sistem

r + Py = 2
-z + -1y + 22 = ¢
20 — py + z = p.

U slucaju kada je sistem neodreden naéi reSenje za koje je y = 0.

Resenje:

Determinanta sistema je

1 P 0
D=| -1 p—1 2 |=8p—1.
2 —p 1

i) Zap# % sistem je odreden.

ii) Za p = % sistem se svodi na:

xr 4+ éy = 2 r —+ %y = 2
—x—§y+2z:q<:> —§y+2z—q+2
20 — gy + oz = 3 - 3y + z = 1-4
T —+ ly = 2
8Y = 8
0 = qg+ %.

Ako jep = % ig# —%, sistem je nemogué.
Ako je p = % iq= —%, sistem je jednostruko neodreden i skup

reSenja za (x,y, z) je

R = {(Q—éa,a,%a—%ﬁaeR}.
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Trazeno resenje, kod koga je y = 0, je
31
(.I‘,O,Z) = (2707_7)
8
9. U zavisnosti od realnih parametara a i b diskutovati sistem
2z + ¥y + az = 1
3z + 3y + (a+1l)z = .
r + 2ay + z =1
Resiti sistem u slué¢aju kada je neodreden.
Resenge:
Determinanta datog sistema jednacina je
2 1 a
D=3 3 a+1|=2d>-6a+4=2(a—1)(a—2).
1 2a 1
i) Ako je a # 11 a # 2, sistem je odreden.
il) Koristeéi Gausovog algoritam za a = 1 sledi
2 + y + 2z =1 r + 2y + z= 1
3r + 3y + 2z = b & 3z + 3y + 2z2= b &
r 4+ 2y + =z =1 2c + y 4+ z= 1
r 4+ 2y + z= 1 r 4+ 2y + z= 1
- 3y — z= b-3 & - 3y — z= b-3
- 3y - z= -1 0= 2-b.
— Ako je a =11 b # 2 onda je sistem nemogug.
— Ako je a = 11 b = 2 sistem je jednostruko neodreden i skup
resenja sistema za (z,y, 2) je
1 1
R= {(7(1 —a)77(1—a),a)| a€ R}.
3 3
iil) Za a = 2 sledi
2 + y + 2z =1 z + 4y + z =1
3r + 3y + 3z = b & 2z + y + 2z =1
z 4+ 4y + z =1 3r + 3y + 3z = b

z + 4y + z =1 z + 4y + =z =1
- Ty =-1 < Y =1
- 9y =b—-3 0 =b

— Akojea=21ib# 1—72 onda je sistem nemoguc.
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— Akojea=2ib= 1—72 sistem je jednostruko neodreden i skup

reSenja sistema za (z,y, z) je

R:{(%—a,;aﬁaeR}.

10. U zavisnosti od realnih parametara p i ¢ diskutovati sistem

3z + py — z = 2
-z + (1-2p)y + 2z = ¢
r - py = D

U sluéaju kada je sistem neodreden nadi reSenje za koje je y = z.

Resenje:
3xr + py — z = 2
-z + (1-2p)y + 22 = ¢ &
r - by = P
-z + 3z + py = 2
x - py = p <
2z — = + (1-2py = ¢
-z 4+ 3z + py = 2
x — py = p <
x + oy = q+4
-z + 3z + py = 2
T - by = p .
(Gp+1ly = qg+4-5p

i) Za 5p+1 # 0 odnosno za p # —é , determinanta sistema je razlicita
od nule i u tom slucaju sistem je odreden.

ii) Ako jep = —%, moguca su dva podslucaja:
-za —bp+q+4 # 0 odnosno g # —5, sistem je nemogué, - za
q = —5, sistem je jednostruko neodreden.
U slucaju neodredenosti, tj. za p = f% i ¢ = —b, zamenom y = z, dobija
se sistem
3z — %z = 2
T+ 5z = —3

¢ijim se reSavanjem dobija
4 13 13)

(m7y7z) = (%’_5’_ 9
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11. U zavisnosti od realnih parametara p i ¢ diskutovati sistem

pr - y — 2z = 2
2pr  — py + z =
dpr - (p+2)y + pz = ¢
Resenje:
Determinanta sistema je
D 1 -1 1 -1 -1
D = 2p —-p 1 |=p| 2 —p 1
3p —(p+2) »p 3 —(p+2) »p
1 0 0
2—p 3
= p|l2 2—-p 3 —p’ B ‘
3 1—p 3+p 1=p 3+p
= p(@-PB+p) - 3(1-p) = —p(p* ~ 2p - 3)
= —plp-3)p+1).
i) Zap#01ip#3ip# —1 sistem je odreden.
i) Za p =0, sistem glasi
-y —z =2 -y —z =2 z =q
2
z =q & Z=q2©y——% ,
2
~2y =7 y =-% 0 =24¢-%
gdeje ¢’ —2¢—4=0% (¢ (1+V5)(¢— (1 -+5))=0.

—Zaq#1++51q#1—+/5sistem je nemogué.
— Za q = 1+ /5 sistem je jednostruko neodreden, a skup resenja

R

{(0 -5 14 vB)jaer).

— Za q¢ = 1 — /5 sistem je jednostruko neodreden, sa skupom
resenja za (z,y, 2)

R:{(a,—%ﬂ—\@)mef{}.

iii) Za p = 3, sistem glasi:

3z
6x
9z

Yy
3y
oY

- z = 2
+ 3z = ¢q—14
+ 6z = ¢*>°—6
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3r — y — 2z = 2
& -y + 3z = g—4
0 = ¢*—6-2¢+38

Kako jednagina g% —2¢+2 = 0 nema reSenja u skupu realnih brojeva,
sistem je u ovom slu¢aju nemoguc.

iv) Za p = —1, sistem glasi
—-r — y —z =2 -r - Yy - z = 2
—2r 4+ y +z = & 3y + 3z = q—4
3z — y —z =¢° 2y + 22 = ¢>—6
& 3y + 3z = q—4

0 = ¢—6-2(g—4)
Poslednja jednacina sistema je ekvivalentna jednacini
3¢> —2¢—10=0.
— Ako je ¢ # 1*5/37 iq# 175/5, sistem je nemogué.
— Akojeq = H'T‘/?’T
za (z,y,2) je

, sistem je jednostruko neodreden i skup resenja

9 v3l—-11 V3l —-11

R ={( 9 ,—a+ 5 ,a)l o € R}.
— Akojeq = 1_§/3T, sistem je jednostruko neodreden i skup resenja
v3l+11 v3l+11
R={(=2+ 9+ —a— 9+ ,a)| @ € R}.

12. U zavisnosti od realnih parametara a i b diskutovati sistem jed-

nacina
r — 2y + u = -3
2z + ay — bz — u = 20
r + (2a+l)y — bz — 2u = 3b+1

Resiti sistem u slu¢aju kada je neodreden.

Resenje:

Elementarnim transformacijama se dobija sledeéi niz ekvivalentnih sis-
tema:

r - 2y + u = =3
2r  + ay — bz — u 2 &
z 4+ (2a+1l)y — bz — 2u 3b+1
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13.

—-u + 2z + ay — bz = 2b
—2u + = + (2a+1ly — bz = 3+1 &
v o+ o - 2y = =3
-u + 2z + ay — bz = 2b
- 3z + y + bz = -b+1 &
3z + (a—2)y — bz = 2b—3
—-u + 2z + ay — bz = 2b
- 3z + y + bz = —-b+1
(a—1)y = b—-2.

i) Ako je a # 1, sistem je jednostruko neodreden i skup resenja za(x,y, z)

1 b—2 b—2 —8a—ab+6b—2 b
“(-ca-p-2"2 0 R
R {< ( o a),a a, Sa—1) 3a)|a€ }

ii) Za a = 1 dati sistem je ekvivalentan sa

—-u + 2z 4+ y — bz = 2b
— 3z + y + bz = —-b+1.
0 = b-2

Akoje a=1 i b#2, sistem je nemogué.
Akoje a=1 i b= 2 sistem je dvostruko neodreden i skup resenja

R ={(a,—14+3a—28,5,5a0 — 48 — 5)| a, B € R}.

U zavisnosti od realnog parametra a diskutovati i resiti sistem
x + ay + a2z + aPu = 0
r + y + z + u = 0
r + 2y + 4z + 8u = 0
z + 3y + 92 4+ 27u = 0
Resenje:
Determinanta sistema je
1 a a®> d° 1 a—1 a>-1 a®>—-1
D — 11 1 1) |1 0 0 0
o 1 2 4 8| |1 1 3 7
13 9 27 1 2 8 26
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a—1 a2-1 a®*—-1

— 1 3 7
2 8 26
a—1 (a—1)(a+1) (a—1)(a®>+a+1)
— 1 3 7
2 8 26
1 a+1 a?+a+1
—@-1|1 3 7
2 8 26
1 a—2 a®>+a—6
—(a—1)| 1 0 0
2 2 12
a—2 a’+a—6
(a=1)| "y 12

(a—1)(12(a — 2) — 2(a* + a — 6))

2(a —1)(—a® + 5a — 6)
2(a—1)(a —2)(3 —a).

i) Zaa#1ia# 21ia+# 3, dati homogeni sistem je odreden i ima samo
trivijalno resenje

(CE,%Z,U) = (0a07050)

ii) Za a = 1 sistem glasi

T + y + z + u = 0
T + y + z + u = 0 N
r + 2y 4+ 4z 4+ 8u = 0
r + 3y + 92 + 27u = 0
r + vy + z + u = 0
y + 3z + Tu = 0 &
2y + 82 + 26u = 0
r + v + z + u = 0
y + 3z + Tu = 0.
2z + 12u = 0

U ovom slucaju, sistem je jednostruko neodreden i skup resenja za
(x7 y7 Z7 u) je

R = {(-6a,1la, —6a,a)| a € R}. (6.2)
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iil) Za a = 2, sistem glasi

r + 2y + 4z + 8u
r + Yy + zZ + U
r + 2y + 4z + 8u
z + 3y + 9 + 27u

Il
cococo

Sistem je jednostruko neodreden i ima skup resenja (6.2)).

iv) Ako je a = 3, sistem je

z + 3y + 9z + U
r + y + z + U
x + 2y + 4z + 8u
z + 3y + 9 + 27u

OO OO

Sistem je jednostruko neodreden i ima skup resenja (6.2)).

14. U zavisnosti od realnog parametra a diskutovati i resiti sistem

r + y + az = 1
r + ay -+ z = a
ar + y + 2z = a*°”
ar + ay + az = a®
Resenje:
Elementarnim transformacijama dobija se
r + y 4+ az = 1
r + ay -+ zZ = a
ar + Yy + z = a® <
ar + ay + az = a?
T + y + az = 1
(a—1y + (Q-a)z = a-—1 -
(l-ay + (1-ad*)z = a®>—a
(a—a®)z = a®>—a
r + Yy + az = 1
(a—1y + (1-a)z = a-1 N
(—a®> —a+2)z = a®—1
(a—a®)z = a®>—a
r + y o+ az = 1
(a—1y + (1—a)z = a—1
—(a—1)(a+2)z = (a—1)(a+1)
a(l—a)z = ala—1)(a+1).
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i) Za a # 01 a # 1 posmatrani sistem je ekvivalentan sa

T+ y + az = 1
(e—1ly + (Q-a)z = a—1
—(a+2)z = (a+1)
z = —(a+1),
odakle sledi da je za a = —2 sistem nemoguc.
Ako jea # 0ia # 11ia # —2 polazni sistem je ekvivalentan sa
sistemom
r + y o+ az = 1
(a—1)y + (1-a)z = a—1
z = —a-—-1 "7
0 = —(a+1)2
koji je za a # —1 nemoguc.
ii) Ako je a = —1, sistem
T + Yy - z = 1
-2y + 2z = =2
2z = 0
-2z = 0

je odreden i resenje sistema je (0,1,0).

iii) Ako je a = 0, sistem

r + Y = 1
-y + z = -1

2z = -1

0 = 0

je odreden i resenje sistema je (3,1, —1).

iv) Ako je a = 1, sistem

je dvostruko neodreden i skup reSenja sistema za uredenu trojku
(2,y,2) je
R={1-a-5,a,0) o, € R}
15. Koristeéi Kroneker-Kapelijevu teoremu, u zavisnosti od realnog
parametra a, diskutovati sistem

ax + y — =z =1
r + ay — 2z = 1
r — y — azx = 1L
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Resenje:

Matrica datog sistema je

a 1 -1
A=1]1 a —11,
1 -1 —a

a njegova proSirena matrica

a 1 -1 1
A= 1 a —1 1
1 -1 —-a | 1

Rang matrica A i A odrediéemo koristeé¢i determinantu matrice A. Kako

je
1 -1
DA)=|1 a -1 |=a(l-a)(l+a),
1 -1 —a
zakljucujemo:

za a0 N a#1 AN a# -1, rang(A) = rang(A) = 3,

§to znaci da je za te vrednosti parametra a sistem odreden.

U ostalim slucajevima dobijamo:

a=0
[0 1 =11 17 (1 -1 0] 1]
A ~ 1 0 =1 1]|~|1 0 =1 1]~
|1 -1 0] 1] |0 1 —1] 1]
1 -1 0| 1] 1 =1 0| 1]
~ 0 1 -1]10]~]0 1 =1|1/|~
0 1 —1] 1] |0 1 —1] 0|

~ 0 1 -1 1
0 0 0| -1

Kako je 2 = rang(A) # rang(A) = 3, zakljuéujemo da je za a = 0
sistem nemoguc.

a=1
1 1 -1 1 1 1 -1 1
A~ |1 1 -1 1| ~10 0 0] 0|,
1 -1 -1 1 0 -2 0] 0
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odakle sledi  rang(A) = 2 = rang(A) < 3. Dakle, rang obe matrice je
isti, §to znaci da je sistem saglasan. Posto je taj rang za jedan manji od
maksimalnog, sistem je jednostruko neodreden.

a=—1
-1 1 -1 1 -1 1 -1 1
A~ 1 -1 -1 1|~ 00 —=2| 2|,
1 -1 1 1 0 0 0] 2

odakle sledi da je 2 = rang(A) # rang(A) =3, &to znadi da je sistem
nemoguc.

Z.adaci za samostalni rad

2 — y 4+ z = =2
1. Resiti sistem 3z — y + 5z = -5 Kramerovim pravilom.
r + y + 4z = 0

Rezultat:
(Z‘, Y, Z) = (17 3a _1)

2. Dat je sistem

r1 + X2 +2x3 + 2x4 + x5 = 1
200 — o +x3 — 214 + B3 = 11
3x1 + a9 +x3 — 6x4 + 225 = 11 °

ry + xy —x3 + 3y — 3x5 = —T7

a) Gausovom eliminacijom dovesti sistem na trapezni oblik i odrediti
prirodu reSenja tog sistema.

b) Nadi resenje sistema za koje vazi da je x5 = 1.

Rezultat:
1 + x> +2x3 + 234 + x5 = 1
a) T2 +xz3 + 2z4 — w5 = 3
*3%3 - 81}4 — 31’5 = 2
924 — x5 = -—10

b) (x1,29,23,24,1) = (1,-1,1,-1,1).
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3. Resiti sistem

a) 2z + y — z = 4.
3. — 2y + 2z =1
S5 + y — 3z = 7
b) 2z — y — 3z = -2.
2z + y + z = 1
r — 2y — 2z = 1
3 + 2y + 2z = 19
¢ 2¢ — 3y + 2z + u + t =-1.
-r + y 4+ z — u — t =6
Rezultat:

a) (z,y,z)=(-1,1,-1).
b) Sistem je nemoguc.
¢) Sistem je trostruko neodreden i skup resenja sistema za (z,y, z, u, t) je

R:{(50[_25_2’7_117404_5_7_117a7577)| a7ﬂ7’yeR}'

4. U zavisnosti od realnog parametra a diskutovati sistem

2t + y 4+ z = —ax
a) r + 2y + =z = -—ay
r 4+ y + 2z = -—az.
Ba—1z + 2ay 4+ (Ba+1)z = 1
b) 20z + 20y + (Ba+1l)z = a
(a+Dx + (a+1ly + 2@+1)z = da*
Resiti sistem u slucajevima kada je saglasan.
Rezultat:
a)

e Ako je a # —4 i a # —1, sistem je odreden i ima trivijalno resenje
(z,9,2) = (0,0,0).

e Ako je a = —4, sistem je jednostruko neodreden i skup resenja sistema
je R ={(o,a,)|ae € R}.
e Ako je a = —1, sistem je dvostruko neodreden i skup reSenja sistema

za (z,y,2)je R={(1—a—-B,a,B)| a, 8 € R}.

e Akojea #11ia# —1, sistem je odreden i reSenje sistema je
—3a%2—-1+1 (2a+1)a)

a+1 7 a+1 7
e Ako je a = 1, sistem je dvostruko neodreden i skup resenja sistema

R = {(3(1~ 20— 48),0,§) o, S € R}.

(.’,E, yvz) = (717
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e Ako je a = —1, sistem je nemogué.

5. U zavisnosti od realnih parametara a i b diskutovati sistem

x + ay + 2z = 2
a) 22 + Yy + az = 4
ax + 2y + z = b+6.
r + ay + 2z = 1
b) 2bx + 2ay + 2z = 2
3br — y + 3z = 6.
Rezultat:

a)

e Ako je a # —3 sistem je odreden.

o Ako je a = —31b# —12, sistem je nemoguc.

e Ako je a=—-31b=—12, sistem je jednostruko neodreden.
b)

e Akojea# —%ib+#1 sistem je odreden.

3
e Ako jea = —% i b =1, sistem je nemoguc.
o Ako je a # f% i b =1, sistem je jednostruko neodreden.
e Ako jea = —% i b+ 1, sistem je nemoguc.

U zavisnosti od realnih parametara a,b i ¢ diskutovati sistem

x+ay+a222a3

x + by + bz = b
r + cy —+ 2z = .
Rezultat:

e Akojea#biazcib#csistem je odreden.
e Ako je a = b = ¢, sistem je dvostruko neodreden.

e Akoje (a#cia=b)ili(a#bia=c)ili (a#bib=c)sistem je
jednostruko neodreden.
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Vektorski prostori

e Neka je V neprazan skup cije elemente zovemo vektorima i oznacavamo
malim slovima latinice: z,y, z, ... i neka je (F, +,-,0, 1) polje ¢ije elemente
zovemo skalarima i oznacavamo malim grékim slovima: «, 3, 7, .. ..
Uredenu cetvorku (V,+,-, F'), gde je + operacija sabiranja vektora, a -
operacija mnozenja skalara vektorom, nazivamo vektorski prostor nad
poljem F',| ako je ispunjeno:

(V,+) je Abelova grupa;
a(z +y) = ar + ay;
(a+ Bz = ax + Bua;
a(fr) = (af)z;
l-z=x
zasver,y € V,svea,B€F i 1€F.
e Struktura (U, +, -, F) je potprostor vektorskog prostora (V,+, -, F) ako i

samo ako je U C V i pri tom je skup U zatvoren u odnosu na definisane
operacije sabiranja vektora i mnozenja vektora skalarom.

e Linearna kombinacija vektora a1, as, ..., a, prostora V je vektor oblika
aray + asas + ...+ anay,, gde su ag,as,...,q, elementi polja F.
Skup svih linearnih kombinacija vektora aq, as, ..., a, ¢ini vektorski pot-
prostor prostora V. Kazemo da skup {a1,as, ..., a,} generie taj vektorski
potprostor.

e Skup vektora {ay,as,...,a,} vektorskog prostora V je linearno zavisan
ako postoje skalari (elementi polja F') aq, aa, ..., a, od kojih je bar jedan

razli¢it od nule, takvi da je «aja1 + asas + ...+ ana, = 0.  Ukoliko
prethodna jednakost vazi samo ako su svi skalari u linearnoj kombinaciji
jednaki nuli, skup vektora je linearno nezavisan.

Skup vektora je linearno zavisan ako i samo ako se bar jedan od njih moze
izraziti kao linearna kombinacija ostalih.

171
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e Skup B vektora vektorskog prostora V je baza tog vektorskog prostora
ako i samo ako je linearno nezavisan i ako se svaki vektor iz V' moze izraziti
kao linearna kombinacija vektora iz B.

Broj vektora baze prostora V naziva se dimenzija prostora V.
e Primeri vektorskih prostora

1. Struktura (R™,+,-,R) je vektorski prostor nad poljem R ako su
elementi skupa R™ uredene n-torke realnih brojeva za koje vazi

(ar,a9,...,a,) = (b1,ba, ..., by) akko

CLl:bl i a2:b2 ... an:bn
(al,az,...,an)+(b1,b27...7bn):(a1+b1,a2+b2,...,an+bn)
alar,asz,...,a,) = (- a1, a-as,...,a-a,), za a€R.

Skup vektora {e1,ea,...,en}, gde je

e1 = (1,0,0,...,0), ey =1(0,1,0,...,0), ..., e, = (0,0,0,...,1)
je standardna baza vektorskog prostora R™.
Dimenzija prostora R™ jednaka je n.

2. Neka je
a1 aiz2 - Q1n
a1 Az -+ A2pn
A=
Gm1 Am2  *°° Gmn

realna matrica.

Vektori-kolone matrice A

ki = (a11,a21, am)7,
ky = (a12,a20,...,am2)",
kn = (alna A2py v v vy amn)T

generisu vektorski prostor (potprostor prostora R™) koji se naziva
prostor kolona matrice A.

Vektori-vrste matrice A

Ul = (a117a127~-~>a1n)7
vo = (a21,0a22,...,0a2,),
Un = (amlyam27~--;amn)

generisu vektorski prostor (potprostor prostora R™) koji se naziva
prostor vrsta matrice A.
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Dimenzija prostora kolona (maksimalan broj linearno nezavisnih ko-
lona matrice A) jednaka je dimenziji prostora vrsta (maksimalan broj
linearno nezavisnih vrsta matrice A). Ova vrednost jednaka je rangu
matrice A.

Zadaci

1. Dati su vektori

a) a1 = (4,4,3), a;=
b) a1 = (2,1,0), da3=(—
C) ai =(-1,3,4), a>=(1,-3,4), da3=1(2,-6,8) i

Odrediti )\ € R tako da se vektor b moze izraziti kao linearna
kombinacija vektora ai,a5 1 a3.

Resenge:

Uoc¢imo, odmah, da skup slobodnih vektora (orijentisanih duzi), u kom
su definisane operacije sabiranja vektora (pomoc¢u pravila paralelograma)
i mnozenja vektora realnim brojem (na uobic¢ajeni naé¢in), ima strukturu
vektorskog prostora nad poljem ralnih brojeva. Ovaj skup je model po
kom je apstraktna struktura koja ispunjava uvedene aksiome vektorskog
prostora i dobila ime. U tom vektorskom prostoru linearno zavisan skup
vektora je onaj koji sadrzi bar tri koplanarna, odnosno bar dva kolinearna
vektora.

Identifikovanjem slobodnog vektora trodimenzionalnog euklidskog pros-
tora sa uredenom trojkom realnih brojeva koja predstavlja njegove koor-
dinate, dolazimo do jo$ jednog primera vektorskog prostora: to je skup R?
svih uredenih trojki realnih brojeva, nad poljem R, pri ¢emu su operacije
definisane na uobi¢ajeni na¢in (dva vektora (uredene trojke) se sabiraju
tako §to im se saberu odgovarajuée koordinate, a vektor (uredena trojka)
se mnozi skalarom (realnim brojem) tako §to se sve koordinate vektora
pomnoze skalarom). U tom vektorskom prostoru se ispitivanje linearne
zavisnosti vektora moze svesti na izracunavanje determinante koja odgo-
vara njihovom mesovitom proizvodu (ispitivanje koplanarnosti tri vektora)
ili izra¢unavanje intenziteta njihovog vektorskog proizvoda (ispitivanje ko-
linearnosti dva vektora). (Videti poglavlje Slobodni vektori).

Daljim uopstavanjem dolazimo do novog primera vektorskog prostora -
skupa R"™ svih n-torki realnih brojeva, nad poljem R. Operacije su i u
ovom sluéaju definisane analogno kao u R?.
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U ovom i narednom zadatku naglasena je interpretacija (apstraktnog) vek-
tora - elementa (apstraktnog) nosac¢a V vektorskog prostora. Vektor je
posmatran kao slobodan vektor i oznacavan kao orijentisana duz: a, 5, R
istovremeno kao uredena trojka realnih brojeva-koordinata slobodnog vek-
tora, odnosno koeficijenata njegovog razlaganja u pravcima koordinatnih
osa. U daljim zadacima, gde je uglavnom posmatran vektorski prostor R,
vektori (uredene n-torke) oznacavani su malim slovima latinice: a,b, ...,
kao $to je navedeno u definiciji vektorskog prostora.

a) Kako je

ai - (s x a3) =

# 0,

ISR BTSN
=N
S = W

vektori a1, a3, a3 su nekoplanarni, odnosno linearno nezavisni. Skup
{a3, a5, a3} prema tome predstavlja bazu prostora R?, a tada se svaki
vektor iz R? moze izraziti kao njihova linearna kombinacija. To znaéi
da u ovom slucaju A moze biti bilo koji realan broj.

b) U ovom slucaju je

2 1 0
aj - (a3 xaz)=1| —3 2 1] =0,
5 —1 -1

Sto znaci da je dati skup vektora linearno zavisan, odnosno da su
vektori aj, as, a3 koplanarni. Lako je uociti da je svaki dvoclani pod-
skup ovog skupa linearno nezavisan, posto ni jedan par vektora nema
proporcionalne koordinate, odnosno nije kolinearan. To znaci da se
parametar A vektora b odreduje iz uslova da je b linearno zavisan sa
bilo kojim dvoclanim podskupom datog skupa vektora {ai,ad3,as}.
Dakle, imamo

2 1 0
-3 2 1

rang 5 1 -1 = 2,
8 A -2

odnosno svi minori reda tri ove matrice su jednaki nuli. Ako sada
izjedna¢imo sa nulom minor

2 1 0
-3 2 1| =-23+X)=0,
8 A -2
dobijamo da za A = —3 vektor b pripada ravni odredenoj vektorima

ai,asz, a3 i moze se izraziti kao njihova linearna kombinacija. Tako je

—

b=a1—-2a = —a1+2a3 = —ay+a3=2a] — 3 as — as.
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¢) Ocigledno, skup vektora {ai,d3,a3} je linearno zavisan, i to tako
da su sva tri vektora kolinearna (koordinate su im proporcionalne i
a1 = —day, a3 = —2a7 = 2a3). Vektor b se moze predstaviti kao
njihova linearna kombinacija ukoliko i on pripada istoj pravoj, tj.
ako su i koordinate vektora b proporcionalne koordinatama vektora
ai, as,az. To bi znacilo da postoji konstanta « takva da je, npr.
b=a ay, odnosno

O=—-a, A=3a, —-1=4da

Sto nije moguce. U ovom slucaju, dakle, zakljutujemo da ne pos-
toji vrednost parametra A za koju se b moze prikazati kao linearna
kombinacija vektora a7, as, a3.

2. Dati su vektori di = (3,1,1) =3i+j+k d5=(2,-1,0)=2i—
Joi d3=1(0,1,2) =7+ 2k

a) Dokazati da skup {dj,d3,d3} predstavlja bazu prostora R3.
b) Pomoéu ove baze predstaviti vektor b= (4,6,8) = 4i+ 6] +8k.

Resenje:

a) Dati skup vektora predstavlja bazu vektorskog prostora R3 ukoliko
je linearno nezavisan. Izjednacavajuéi linearnu kombinaciju datih
vektora sa nulom, dobijamo

aal + Bas +7a‘§:6,

odnosno a(3,1,1) + £ (2,—-1,0) + v(0,1,2) = (0,0,0).

Ovoj vektorskoj jednacini ekvivalentan je sistem linearnih jednacina

3a + 27 =0
a — 6 + v =0
o + 2y = 0

¢ija je determinanta

D= = 8.

— = W

2
—1
0

N = O

Kako je D # 0, posmatrani (homogeni) sistem je jednoznacno resiv,
§to znaci da je « = 8 = v = 0. Tada je dati skup vektora linearno
nezavisan i ¢ini bazu prostora R3.
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Treba uociti da je posmatrana determinanta jednaka meSovitom pro-
izvodu datih vektora (izmena uloga vrsta i kolona ne menja vrednost
determinante). Kako je taj mesSoviti proizvod razli¢it od nule, za-
kljuéujemo da su dati vektori nekoplanarni, a to znaci da ¢ine bazu
prostora R3.

b) Svaki vektor prostora R? moZe se predstaviti kao linearna kombi-

nacija vektora (bilo koje) baze tog prostora. Treba, dakle, odrediti
koeficijente o, 8,7 € R tako da vazi
b = ad + Bds + vds=
a(3,1,1)+ 5 (2,-1,0) ++(0,1,2) =
= (Ba+28)i+(a—B+7)j+(a+2y)Ek,

§to je ekvivalentno sistemu jednacina
3a+26=4, a—-p+v7=6, a+2y=8,

Cije je reSenje a =2, g =-1, v =3. Prema tome,

3. Ispitati linearnu zavisnost skupa vektora

{(131,2>1)7 (17717172)7 (73,1774775)7 (0a271771)}’

Resenge:

Linearna kombinacija datih vektora je

Q (1713251) + ﬂ (17717132) + Y (7371374775) + 4 (05271771)

Ispita¢emo za koje je vrednosti skalara «, 3, 7, § ova linearna kombi-
nacija jednaka nuli. Iz vektorske jednacine

1,1,2 1) + 6(17 _17 17 2) =+ 7(_37 la _47 —5) + 6(07 2? 15 _1) = (Oa 07070)

) 3 )

dobijamo homogeni sistem linearnih jednacina

a + B - 3y =0
a — B 4+ v + 20 =0 . (7.1)
20 + B - 4y + 6 =0
a + 28 — 5y — 4§ =0
Determinanta ovog sistema je
1 1 -3 0 1 1 -3 0
1 -1 1 2 0 -2 4 2
D= 2 1 —4 1 - 0 —1 2 1 = 0
1 2 -5 -1 0 1 -2 -1
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Homogeni sistem ¢ija je determinanta jednaka nuli je neodreden, tako da
osim trivijalnog ima i druga reSenja. To znaci da postoje vrednosti «, (3,
v, 9, od kojih je bar jedna razli¢ita od nule, a koje zadovoljavaju sistem
, odnosno za koje je linearna kombinacija datih vektora jednaka nuli.
Dati vektori su, dakle, linearno zavisni.

Gausovim algoritmom sistem ([7.1)) se svodi na

a + B8 - 3y = 0

a njegovo opste reSenje je
{(3ty — t1,t1,to, t1 — 2t3) | t1, 82 € R}
Tako za, npr. t; =0, ty =1 vazi
(a,8,7,6) = (3,0,1,-2),
§to znaci da je jedna od zavisnosti datih vektora
3(1,1,2,1)+(-3,1,-4,-5)—2(0,2,1,—1) = (0,0,0,0).
4. Odrediti vrednost realnog parametra a tako da skup vektora

{(a,a,a,a), (a,2,2,2), (a,2,a,a), (a,2,a,3)}

bude linearno nezavisan.

Resenge:

Izjednacavanjem linearne kombinacije datih vektora sa nulom, formiramo
homogeni sistem jednacina ¢ija je determinanta

a a a a a a a a
D — a 2 2 2| |0 2-a 2-a 2—-a
a 2 a a 0 2—a 0 0
a 2 a 3 0 2—a 0 3—a
1 1 1 1 1 1 1 1
_ . 0 2—a 2—a 2—a — a(2— a) 0 1 1 1
0 0 a—2 a-—2 0 0 a—2 a—2
0 0 a—2 1 0 0 0 3—a

= ala—2)*(a—3).

Za a#01ia#2ia#3 (homogeni) sistem jednacina ima determinantu
razli¢itu od nule, §to znaci da je jednoznacno reSiv, odnosno ima samo
trivijalno resenje. Tada je dati skup vektora linearno nezavisan.

Zadatak mozemo resiti i tako §to ¢emo odrediti parametar a iz uslova da
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je rang matrice Cije su vrste dati vektori maksimalan, $to u ovom sluc¢aju
znaci da je jednak cetiri. Kako je re¢ o kvadratnoj matrici, njen rang
je jednak njenom redu ukoliko je determinanta matrice razli¢ita od nule.
Prethodno izracunata determinanta je upravo determinanta te matrice,
tako da sledi ve¢ navedeni zakljucak.

Koje uslove treba da zadovoljavaju =zi,x2,x3,z4, da bi vektor
(21,72, 23,24) € R* pripadao vektorskom prostoru generisanom
skupom vektora {(1,-1,1,0), (1,1,0,1), (2,0,1,1)} ?

Resenge:

Odredi¢emo, prvo, jednu bazu vektorskog prostora generisanog datim vek-
torima. Ispitujuéi rang matrice ¢ije su vrste dati vektori, dobijamo

1 -1 1 0 1 -1 1 0 1 -1 1 0
1 1 01 ~ 0 2 -1 1 ~ 0 2 -1 11,
2 0 1 1 0 2 -1 1 0 0 0 0

(prva vrsta je pomnozena sa (-1), odnosno (-2), i dodata drugoj, odnosno
treéoj; druga vrsta je pomnozena sa (-1) i dodata trecoj)

odakle zakljucujemo da je dimenzija posmatranog potprostora jednaka 2.
Tada bilo koja dva od tri data vektora ¢ine njegovu bazu. (Oc¢igledno
je da su svaka dva vektora linearno nezavisna, posto im koordinate nisu
proporcionalne.)

Ako za bazu odaberemo vektore (1,—1,1,0) i (1,1,0,1), svaki vektor
(21,29, 23,24) koji pripada potprostoru moze se prikazati kao njihova
linearna kombinacija. Dakle, iz vektorske jednac¢ine

«@ (17 _15 170) + 6 (17 1a0a 1) = ($1,x2,$3,$4)

sledi sistem linearnih jednacina

a + B8 = x
—a + B = >
« = I3
B = x4

koji mora biti resiv, a takav je za
1 —x3—x4 =0, xo+x3—14=0,

Sto su uslovi koje moraju zadovoljavati koordinate proizvoljnog vektora iz
posmatranog potprostora.

(Jasno je da ovaj zadatak nema jedinstveno resenje, s obzirom da se dobi-
jeni uslovi mogu izraziti i bilo kojim ekvivalentnim sistemom jednacina.)
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6. Da li skupovi vektora
A ={(1,-1,2,-3), (1,1,2,0), (3,-1,6,—6)} i
Ap = {(170,170)3 (072a073)}

generisu isti potprostor vektorskog prostora R*?

Resenje:

Ispitacemo, prvo, da li oba skupa vektora generisu potprostore iste dimen-
zije.

Ocigledno je da su vektori iz skupa A, linearno nezavisni, s obzirom da im

koordinate nisu proporcionalne, pa je dimenzija potprostora generisanog
ovim skupom vektora jednaka 2.

S druge strane, lako se proverava da je

1 -1 2 -3
rang 1 1 2 0 =2,
3 -1 6 —6

§to znaci da je i dimenzija potprostora generisanog skupom A; jednaka 2,
a svaki dvoclani podskup skupa A; je linearno nezavisan.

Polazeéi od ¢injenice da se svaki vektor vektorskog prostora moze izraziti
kao linearna kombinacija vektora bilo koje baze tog prostora, zaklju¢ujemo
da ¢e dati skupovi vektora genarisati isti potprostor ako i samo ako se vek-
tori (bar jednog) linearno nezavisnog podskupa jednog skupa generatora
mogu izraziti kao linearna kombinacija vektora (bar jednog) linearno neza-
visnog podskupa drugog skupa generatora. U posmatranom slucaju, to
znaéi da treba utvrditi da li postoje skalari o, 5,7,6 € R takvi da je

(1,0,1,0) = a (1,-1,2,-3) + 5 (1,1,2,0) (7.2)

(0,2,0,3) =~ (1,-1,2,-3) + 4 (1,1,2,0). (7.3)
Moze se pokazati da samo jednacina moze biti zadovoljena, jer je
(0,2,0,3) = (1,1,2,0) — (1, —1,2,—3),
dok sistem linearnih jednacina
l=a+p, 0=—a+3, 1=2a+28, 0=-3aq,

na koji se svodi vektorska jednacina oc¢igledno nema reSenje, Sto znaci
da vektor (1,0,1,0) ne pripada potprostoru koji je generisan skupom
A;y. Zakljuéujemo da dati skupovi vektora ne generiSu isti potprostor
vektorskog prostora R*.
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7. Neka je S vektorski prostor generisan skupom A = {a,b,c¢,d, e},
gde je

a:(37370’6’9)7 b:(07271’0’4)7 c:(17172’174)7
d=(2,2,0,4,6), e=(2,0,1,3,3).

a) Odrediti dimenziju vektorskog prostora S i linearnu zavis-
nost medu vektorima skupa A.

b) Odrediti sve podskupove skupa A koji su baze vektorskog
prostora S.

Resenje:

a) Dimenziju vektorskog prostora S odredi¢emo kao rang matrice ¢ije
su vrste vektori iz skupa A. Istovremeno, na osnovu postupka odre-
divanja ranga, naznacavajudi elementarne transformacije koje se vrse
na vrstama matrice i posmatrajuéi ih kao operacije nad vektorima
iz skupa A, odredi¢emo i linearnu zavisnost medu vektorima skupa
A. Vazno je uociti da, u slucaju kada odredujemo linearne veze u
skupu vektora koristeéi rang matrice, ne primenjujemo elementarne
transformacije na kolone matrice A.

3306 97 a 1 1 21 47 ¢
02 1 0 41 b 0 2 10 41|
1 121 4| c¢c~[0 0 -4 2 2| d-2 ~
2 2 0 4 6| d 0 -2 -3 1 -5 | e—2c
2 01 3 3] e 0 0 -6 3 -3 | a—3c
11 2 1 47 ¢
02 1 0 410
~ 100 2 -1 1| —3(d-2) ~
00 -2 1 -1 /| e—2c+b
00 2 -1 1] —%(a—30c)
112 147 ¢
021 0410
~ 002 -1 1] —-4d-20)
000 0 0] e—2c+b—2(d—2c)
000 0 0] —%(a—3c)+3(d—20)

Zaklju¢ujemo da je rang ove matrice 3, odnosno da je dim(S) = 3.

Posmatrajuéi vrste koje su se u prethodnom postupku anulirale, do-
bijamo i linearne veze medu vektorima skupa A:

2b—2c—d+2e=0, 2a—-3d=0.



Zbirka resenih zadataka iz Matematike 1 181

Napominjemo da ovo nije jedini oblik u kojim se mogu izraziti line-
arne veze medu vektorima skupa A. Ako te linearne veze shvatimo
kao sistem dve linearne jednacine sa pet nepoznatih, onda one mogu
izraziti i bilo kojim ekvivalentnim sistemom jednacina.

Dimenziju vektorskog prostora koji je generisan datim skupom vek-
tora, kao i linearne veze medu vektorima, mozemo odrediti i na drugi
nacin. Izjednac¢imo linearnu kombinaciju datih vektora sa nulom:

aa + b+ ye+ dd +ee = 0.

Tako dobijamo sistem linearnih jednacina

3a + v + 20 + 2 =0
3a + 28 4+ 4 + 2 0
B + 2y + € =0 (7.4)
6a + 4y + 45+ 3 =0
90 + 48 + 4y + 66 + 3 = 0
koji je ekvivalentan sa sistemom
3a + v 4+ 20 + 2 = 0
8 + 2y + € =0 (7.5)
¥ + e = 0.

Sistem ([7.5)) je dvostruko neodreden odakle sledi da je dimenzija vek-
torskog prostora S, koja se moze izrac¢unati kao razlika broja vektora
-generatora i stepena neodredenosti sistema ([7.5),

dim(S) =5—2=3.

Resenje sistema (7.5)) je
1 2
{(_§t1 — §t27 tl, —tl, tg, tl) | tl, to € R},
odakle, uvrstavanjem u linearnu kombinaciju datih vektora, dobijamo

1 2
(—§t1—§t2)a+t1 b—tic+tad+tie=0,

odnosno

1 2
(—§a+b—c+e)t1+(—§a+d)t2:0.

Kako prethodna jednakost vazi za svako t1,ts € R, sledi da je

1 2
—ga—l—b—c—i—e:O i —ga—&—d:O,

odnosno da su linearne veze u skupu A

a—3b+3c—3e¢=0 1 2a—3d=0.
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b) Podskup skupa A je baza vektorskog prostora S ako je troclan i li-

nearno nezavisan.

Kako je skup {a, d} linearno zavisan, zakljuéujemo da medu (g) =
10 troclanih podskupova skupa A ona tri koji sadrze istovremeno
vektore a i d ne mogu biti baze prostora V. Tako dolazimo do

skupova

{a,b,c}, {a,b,e}, {a,c,e}, {b,e,d}, {b,c,e}, {b,d e}, {c,d, e}

¢iju linearnu zavisnost jos treba proveriti. Ovo se moze uciniti nepo-
sredno, odredivanjem ranga odgovarajué¢ih matrica (matrica ¢ije su
vrste, redom, vektori a, b, ¢, zatim a, b, e itd.).

Drugi nacin da utvrdimo koji podskupovi skupa A predstavljaju baze
prostora V je da posmatramo dobijene linearne veze medu vektorima
skupa A kao sistem linearnih jednagina:

2a — 3d =0
26 — 2¢ — d + 2 = 0°

Ovaj sistem je trostruko neodreden (Sto odgovara zakljucku da je
dim(V') = 3), a lako je uociti da svih sedam gore navedenih tro¢lanih
podskupova skupa A predstavljaju skupove slobodnih promenljivih
sistema (to su minimalni skupovi promenljivih sistema preko kojih
se mogu izraziti sve ostale promenljive sistema). Dakle, polazeéi od
tri vektora bilo kog od sedam navedenih skupova, mozemo odrediti
i preostala dva elementa skupa A, a to znai da moZemo izraziti i
proizvoljan vektor prostora V. Dakle, baze prostora V su skupovi

{a,b,c}, {a,b,e}, {a,c,e}, {b,ec,d}, {b,c,e}, {b,d,e}, {c,d,e}.

8. Odrediti dimenziju vektorskog prostora V generisanog skupom

vektora A = {a,b,c,d,e} i naéi sve podskupove skupa A koji su
baze prostora V, ako su sve zavisnosti medu vektorima skupa A
date jednacinama

a—2b+c—d+4e=0, a—3b+3c+d+8e=0,
—a+2b+2d—2e =0, 2a — 4b+ 2c — d + 8e = 0.

Resenje:

Posmatrajmo date veze kao sistem linearnih jednacina:

a — 2b + ¢ — d + 4 = 0

a — 3 4+ 3¢ + d + 8 = 0
—a + 2b + 2d — 2 = 0
2 — 4b + 2¢ — d + 8 = 0.
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Gausovim postupkom mozemo ga svesti na ekvivalentan sistem oblika

a — 2b + ¢ — d 4+ 4 = 0
— b + 2¢ + 2d + 4 = 0
c + d + 2 = 0
d = 0,
odnosno
a — 20 + ¢ — d + 4 = 0
- b =0
c + d + 2 = 0
d = 0

Cije je reSenje svaka uredena petorka oblika

a(—2,0,-2,0,1), za «a € R.

Dakle, ovaj homogeni sistem je jednostruko neodreden. To znaci da je
dim (V) = 1, odnosno da su sve baze ovog vektorskog prostora jednoclane.
Kako vektori b = 0 i d = 0 ne mogu pripadati bazi, zakljucujemo da su

{a},  A{c},  A{e}
podskupovi skupa A koji su baze vektorskog prostora V.

(Uporediti ovo reSenje sa resenjem prethodnog zadatka pod b). S obzirom
da u ovom zadatku vektori skupa A nisu eksplicitno dati, neposredna
provera njihove linearne zavisnosti nije moguca, pa preostaje samo drugi
nacin reSavanja koji se zasniva na analizi sistema jednacina proisteklog iz
linearnih veza vektora skupa A.)

9. U vektorskom prostoru R* skup vektora A = {a,b,c}, gde je
a = (1a 27 173)’ b = (_17 1a 270)7 c= (27 17p7 q)a
generiSe potprostor V.

a) U zavisnosti od realnih parametara p i ¢ diskutovati dimen-
ziju prostora V.

b) Za p = —1, ¢ = 3 naéi jednu bazu prostora V i proveriti da
li vektor d = (1,1,1,1) pripada prostoru V.
Resenje:

a) Dimenzija vektorskog prostora V jednaka je broju linearno nezavisnih
vektora-generatora. Taj broj mozemo odrediti i kao rang matrice
¢ije su vrste upravo vektori a, b i ¢. (Rang matrice jednak je broju
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linearno nezavisnih vektora-vrsta matrice.)

1 2 1
-1 1 2
2 1 p

Zakljucujemo:

K O W
1
e
o o=
|
w W N
S
| w
no
Q
| w w
[=2]
1
—
o O =
O =N
bS]
4+ = =
—_
Q
| = w
w
1

za p=-—11¢g=3 je r(A)=2, odnosno dim(V)=2;
za p#—11ili ¢#3 je r(A)=3, odnosno dim(V)=3.

U slucaju kada je p = —1 i ¢ = 3, dimenzija prostora V' je jednaka
dva, §to znaci da bazu ¢ine bilo koja dva linearno nezavisna vektora
iz V. Kako dati vektori a i b ispunjavaju te uslove (jer je a # ab, za
a € R), skup {a,b} je jedna baza vektorskog prostora V.

Vektor d pripada vektorskom prostoru V' ukoliko se moze izraziti kao
linearna kombinacija vektora njegove baze. U tom slu¢aju su vektori
a, bid linearno zavisni, $to znaci da je rang matrice ¢ije su oni vrste
mora biti jednak dva. Medutim, kako je

1 2 1 3 1 2 1 3 1 1 2 3
-1 1 2 0|~1]0 3 3 3| ~[0 3 3 310,
1 1 1 1 0O -1 0 -2 0 0 -1 -2

rang ove matrice jednak je 3, $to znaci da je skup {a,b,d} linearno
nezavisan. Odatle zakljucujemo da vektor d ne pripada vektorskom
prostoru V.

Drugi nacin da se utvrdi da li vektor d pripada prostoru V je da se
proveri da li se d moze izraziti kao linearna kombinacija vektora baze
{a, b} prostora V. To znaci da treba utvrditi da li postoje o, 8 € R
za koje je

d=aa+ Db,

odnosno da li sistem jednacina

a — [ =1
20 + B =1
a + 28 =1
3o =1

ima reSenje.

Kako sabiranjem prve i druge jednacine dobijamo da je 3a = 2, §to
je u kontradikeiji sa ¢etvrtom jednac¢inom (3« = 1), zaklju¢ujemo da
sistem nema resenje, tj. da d ne pripada vektorskom prostoru V.
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10. Skup vektora {a,b,c}, gde je
a=(1,-2,01,1), b=(20-10,3), c=(44,1,0,—3),

generiSe potprostor W vektorskog prostora R°. Odrediti jednu
bazu potprostora W koja sadrzi vektor

d=(a—2, a®> —6a—1, 2, a®> + 2a, a® —a — 3).

Resenje:

Prvo treba odrediti dimenziju potprostora W. Ona je jednaka broju li-
nearno nezavisnih vektora medu datim vektorima-generatorima. Taj broj
¢emo odrediti posmatrajué¢i matricu

1 -2 0 1 1 1 -2 0 1 1
2 0 -1 0 3| ~10 4 -1 -2 1 |~
4 4 1 0 -3 0 12 1 -4 -7

1 -2 0 1 1
~ |0 4 -1 =2 1
0 0 4 2 -10

Njen rang je jednak 3, sto znaci da je i dim(W') = 3. Dakle, dati vektori
¢ine bazu potprostora W.

Vektor d pripada potprostoru W ako se moze izraziti kao linearna kombi-
nacija vektora baze. Prema tome, za neko «, 8, v € R je

d=aa + Bb + vec,

odnosno sistem linearnih jednacina

a + 268 + 4y = a—2
—2a + 4y = a?—6a-1
- B+ v = 2

«a = a’+2a
a + 33 — 3y = a*—a-3

mora biti resiv.

Ako Cetvrtu jednac¢inu pomnozimo sa (—1) i saberemo je sa petom, a zatim
dobijenoj jednacini dodamo treéu, prethodno pomnozenu sa 3, dobijamo
da je a = 1, odnosno

d=(-1,-6,2,3,-3).

Ovako odreden vektor d pripada potprostoru W. Da bismo formirali jednu
bazu potprostora koja sadrzi d, treba da odredimo jos dva vektora iz W
tako da troclani skup bude linearno nezavisan. Iskoristi¢cemo date vektore
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a,b,c, s obzirom da oni pripadaju vektorskom prostoru W. Ispita¢emo

linearnu zavisnost skupa {a, b, d}:

1 -2 0 1 1 1 -2 0 1 1
2 0 -1 0 3|1 ~10 4 -1 =2 1|~
-1 -6 2 3 -3 0 -8 2 4 -2
1 -2 0 11
~ 10 4 -1 -2 1
0 0 0 0 0

Kako je posmatrani skup linearno zavisan (jer je rang prethodne ma-

trice jednak 2), on nije baza potprostora W. Ispitaéemo, dalje, linearnu
zavisnost skupa {a, ¢, d}:

1 -2 0 1 1 1 -2 0 1 1
4 41 0 -3|~(0 12 1 -4 -7 |~
-1 -6 2 3 -3 0 -8 2 4 =2
1 -2 0 1 1 1 -2 0 1 1
~10 —4 1 2 -1 |({~]0 —4 1 2 -1
0 12 1 —4 -7 0 0 4 2 -10

Kako je rang prethodne matrice jednak tri, zaklju¢ujemo da skup {a,c, d}
predstavlja bazu potprostora W.

11. a) Odrediti a € R tako da se skup vektora {p,q,r}, gde je

p=(1,0,a =3), ¢=(3, a, 4da—2, =7), r=(-2, 2a, -4, a+7),

moze dopuniti do baze prostora R* samo jednim vektorom.
b) Za a =0 dopuniti dati skup do baze prostora R*.
Resenje:

a) S obzirom da je dim(R?*) = 4, dati skup se moze dopuniti do baze
prostora R* jednim vektorom ukoliko je linearno nezavisan. Odredi-
¢emo parametar a tako da rang matrice

1 0 a -3
A = 3 a 4a-—2 -7
-2 2a —4 a+7
bude jednak tri. Dakle,
1 0 a -3
A ~ 0 a a-—2 2 | ~
0 2a¢ 2a—4 a+1
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1 0 a -3 1 0 -3 a
~10 a a—2 2| ~]10 a 2 a—2
0 0 0 a—3 0 0 a—3 0
Ocigledno, za a#0 i a# 3 je rang(A) = 3.
Ispitajmo slucajeve kada je a =0 ili a = 3.
a=20
10 -3 O 1 0 -3 0
A~ 0 0 2 -2 |~]0 -2 20
00 -3 0 0 0 -3 0

pa je i u ovom slucaju rang(A) = 3.

1
A~ 10
0

S w o
O N W
O = W

U ovom slucaju je rang(A) = 2.

Zakljucujemo da je za a # 3 dati skup vektora linearno nezavisan,
odnosno da se moze dopuniti do baze prostora R* samo jednim vek-
torom.

Za a = 0 potrebno je datom skupu dodati jedan vektor iz R*, line-
arno nezavisan sa ostalima, da bi se dobila jedna baza prostora R*.
Uobicajeno je da se skup dopunjava vektorima standardne baze, sto
u ovom slu¢aju znaci da treba odabrati jedan od vektora

e1 = (1,0,0,0), ez =(0,1,0,0), es =(0,0,1,0), es = (0,0,0,1)
koji je linearno nezavisan sa vektorima
p=(1,0,0,-3), ¢=1(3,0,—2,-7), r=(-2,0,—4,7).

Linearnu zavisnost svakog od tako dobijenih ¢etvoroclanih skupova
mozemo ispitati na bilo koji od uobicajenih nacina (ispitujuéi rang
matrice, odnosno determinantu sistema jednacina), ali se ovde i bez
dodatnih ispitivanja lako uocava da je vektor es jedini linearno neza-
visan sa p,q,r. Naime, vektori p,q,r svi imaju drugu koordinatu
jednaku nuli, §to znac¢i da se dodavanjem joS jednog vektora sa tom
osobinom svakako dobija linearno zavisan skup - odgovarajuéa ma-
trica ima jednu nula-kolonu.

Dakle, skup {p,q,7,e2} predstavlja jednu bazu prostora R*.
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12. Ako je skup vektora {p,q,r, s} linearno nezavisan, ispitati linear-

nu zavisnost skupa vektora
{p+q+2r+s, p—q+r+as, —-3p+q—4r—>5s, aq+r—s}

u zavisnosti od realnog parametra a.

Resenge:

Da bismo ispitali linearnu zavisnost datog skupa vektora, njihovu linearnu
kombinaciju izjednac¢i¢éemo sa nulom. Ako su «, 5, v, § € R, dobijamo

a(p+q+2r+s)+p(p—q+r+as)+y(=3p+q—4r—>5s)+d(ag+r—s) =0,
(7.6)
a odatle, grupisanjem,

(a+B-37) p+(a—B+vy+ad) g+ (2a+L—4y+8) r+(a+aB—5y—0) s = 0.

Poslednja relacija predstavlja linearnu kombinaciju vektora p,q,r,s, iz
jedna¢enu sa nulom. Kako je skup vektora {p, q,r, s} linearno nezavisan,
svi koeficijenti u navedenoj linearnoj kombinaciji moraju biti jednaki nuli,
odakle dobijamo homogeni sistem linearnih jednacina

a + B - 3y =0
a — B + v 4+ ad = 0

20 + B — 4y + 46 =0 (7.7)
a + af — 5y — & = 0.

Ukoliko sistem ([7.7)) ima samo trivijalno resenje, a« = 8 =y =0 =0, iz
(7.6) sledi linearna nezavisnost datog skupa vektora.

Ukoliko je sistem ((7.7) neodreden, bar neka od vrednosti «, 5,7, u (7.6
je razli¢ita od nule, $to znaci da je u tom sluc¢aju dati skup vektora linearno
zavisan.

Da bismo ispitali prirodu sistema ([7.7)), izra¢una¢emo njegovu determi-
nantu:

1 1 -3 0 1 1 -3 0
1 -1 1 a| |0 -2 4 af_ )
D=1y 1 4 1|0 -1 2 1/|=2-2
1 a -5 —1 0 a—1 -2 -1

Zaklju¢ujemo da vazi
za a=2 je D=0 1idatiskup vektora je linearno zavisan;

za a#2 je D=#0 1idatiskup vektora je linearno nezavisan.



Zbirka resenih zadataka iz Matematike 1 189

13. Ako je skup vektora {a,b,c} iz R? linearno nezavisan, odred-
iti parametar )\ tako da dimenzija potprostora koji je generisan
vektorima

{2a — 3b, (A=1)b— 2c, 3c—a, Ac — b}
bude jednaka dva.

Resenje:

Izjednac¢imo linearnu kombinaciju posmatranih vektora sa nulom. Dobi-
jamo

a(2a — 3b) + B((A —1)b—2¢) + v(3¢c — a) + 6(Ac — b) = 0,
odnosno
2a—7)a+(-3a+A=1)8—08) b+ (—28+3y+ o) c=0.

Zbog linearne nezavisnosti vektora a, b, ¢ koeficijenti u prethodnoj linear-
noj kombinaciji moraju biti jednaki nuli. Tako dobijamo sistem linearnih

jednacina
20 - v =0
-3a + (A=1)p - 6 =0
—28 4+ 3y + XM = 0,

koji se Gausovim algoritmom svodi na

-y + 2« = 0
~ B0+ (-1 - 5 =0
6 — 26 4+ X = 0,
odnosno
-y + 2« = 0
- 3a + (A=-D1p - 6 = 0 (7.8)

2A—2)8 + (A—2)8 = 0.

Dimenzija prostora generisanog datim skupom vektora dobija se kao ra-
zlika broja vektora u skupu i stepena neodredenosti sistema . Ona
je, po uslovu zadatka, jednaka 2. To znaéi da sistem treba da bude
(4 —2 = 2) dvostruko neodreden. Za A =2, poslednja jednacina se svodi
na 0 = 0. Sistem je tada oblika

- + 2a = 0
+ 8 — 6 — 3a =0

i dvostruko je neodreden. Njegovo resenje je

{(tl,?)tl +t2,2t1,t2) | t1,t2 € R},
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a linearna kombinacija datih vektora se svodi na
t1(2a — 3b) + (3t1 + t2)(b — 2¢) + 2t1 (3¢ — a) + t2(2¢ — b) = 0,

odnosno

((2a —3b) +3(b—2¢) +2(3c —a)) t1 + ((b—2¢) + (2c — b)) t2 = 0.
Odatle dobijamo linearnu zavisnost vektora datog skupa:

(2a — 3b) +3(b —2¢) +2(3¢c — a) =0, (b—2c) 4+ (2¢—b) =0,

i zakljucujemo su skupovi

{2a — 3b, b—2c}, {2a — 3b, 2c¢ -0}, {2a — 3b, 3c—a},

{b—2¢, 3c—a}, {2¢—b, 3c—a}

baze posmatranog dvodimenzionalnog potprostora.

Z.adaci za samostalni rad

Ispitati linearnu zavisnost skupa vektora

1,0,2), (-1,1,2), (5,2,1)}.
3,1,1), (=1,2,-1), (2,3,0)}.
1,0,0,—1), (2,1,1,0), (1,1,1,1), (1,2,3,4)}.
1,1,0,0), (0,0,1,1), (2,0,0,1), (0,0,0,3)}.

a
b

C

) A(
) A(
) A(
c) {(

Rezultat:
a) Nezavisan.  b) Zavisan. c¢) Zavisan. d) Nezavisan.

Za koje vrednosti realnog parametra a skup vektora
{(a,1—a,a), (2a,2a—1,a+2), (—2a,a,—a)}

¢ini bazu vektorskog prostora R3?

Rezultat:
a0 Na#1A a;«é—%.
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3. Skup vektora
{(m,0,m), (2m—-1,m—-1,3m—-2), (m+2,m—3,3m+1)}

generise dvodimenzionalni potprostor S vektorskog prostora R?. Odrediti
vrednost realnog parametra m za koju vektor (1,14 m,2 — m) pripada
vektorskom prostoru S.

Rezultat:
m = 0.

4. Koje uslove treba da zadovoljavaju x1,xs, x3 da bi vektor (x1,x2,23) €
R? pripadao prostoru generisanom skupom vektora

{(2,1,0), (1,-1,2), (0,3,—4)}?

Rezultat:
23?1 — 4372 — 3I3 =0.

5. Da li skupovi vektora  {(1,2,-1),(2,-3,2)} 1 {(4,1,3),(-3,1,2)}
generisu isti potprostor vektorskog prostora R3?

Rezultat:
Ne.

6. Dat je skup vektora A = {a,b,c,d}, gde je
a=(p,4,10,1), b=(1,7,17,3), c=(2,2,4,3), d=(3,1,1,4).
a) Diskutovati dimenziju vektorskog prostora V, generisanog datim vek-
torima, u zavisnosti od realnog parametra p.

b) U slucaju kada je dimenzija minimalna, odrediti linearnu zavisnost
medu datim vektorima i navesti sve linearno nezavisne podskupove.

¢) Za p =1 ispitati da li vektor (2,—7,—19,2) pripada prostoru V.

Rezultat:
a)Za p=0 je dim(V)=2aza p#0 je dim(V)=3.

b)c—2b+3a=0, d—3b+5a=0.
Linearno su nezavisni svi jednoc¢lani i svi dvoclani podskupovi datog skupa
vektora.

¢)Da,e=—a—b+2c

7. U vektorskom prostoru R* potprostor V je generisan skupom vektora
A ={a,b,c,d}, gde je
a=(4,5-1,3), b=(2,1,1,-1), ¢=(0,-3,3,1), d=(2,-2,4,0).

a) Odrediti dimenziju prostora V' i naéi bar jednu njegovu bazu.
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b) Nadenu bazu dopuniti do baze prostora R*.

Rezultat:
a) dim(V') = 3, jedna baza je {a,b,d}.

b) Baza za R? je {a,b,d,e1}, gde je e; = (1,0,0,0).

U vektorskom prostoru R* potprostor S je generisan skupom vektora
{(17 _15 27 3)7 (15 07 17 O)? (37 _57 2? 7)}
Odrediti jednu bazu tog potprostora koja sadrzi vektor (1,1,0,—1).

Rezultat:
{(1,-1,2,3),(1,0,1,0),(1,1,0,—1)}.

Skup vektora A = {a,b,c,d} ¢ini bazu vektorskog prostora R*. Da li
skup vektora
B={a+d, a+b+c, a+c, b+d}

¢ini bazu tog prostora?

Rezultat:
Da.
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Nizovi, granicna vrednost i
neprekidnost funkcije

Nizovi

e Brojni niz, u oznaci {a, }nen, je preslikavanje a : N — R skupa prirod-

nih brojeva u skup realnih brojeva. a,, := a(n) se naziva opsti €lan niza
{an}n€N~

Brojni niz {a, }nen se naziva aritmeticki niz ako postoji realan broj d
sa osobinom da za svako n € N vazi a,+1 = a, + d. Njegov opsti ¢lan je
oblika

an =aj + (n—1)d.

Suma prvih n ¢lanova aritmetickog niza izracunava se po formuli

-1
Sn = g(al + an) =nai + %

gde je a1 prvi ¢lan, a d razlika dva uzastopna ¢lana.

d, (8.1)

Brojni niz {b, }nen se naziva geometrijski niz ako postoji realan broj
q sa osobinom da za svako n € N vazi b,41 = b,q. Njegov opsti ¢lan je
oblika

bn = bl qn_l-

Suma prvih n ¢lanova geometrijskog niza je data sa

1—q"
b 1
S, =4 iz arh (8.2)
nbl, q:1

gde je by prvi ¢lan niza, a ¢ kolicnik dva uzastopna ¢lana.

193
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Brojni niz {a, }nen je ogranicen ako postoji realan broj M > 0 takav
da za svako n € N vazi |a,| < M.

Brojni niz {a,}nen je monotono rastuéi (monotono neopadajudéi),
ako za svako n € N vazi a, < apy1(a, < anH).

Brojni niz {a,},en je monotono opadajuéi (monotono nerastudéi),
ako za svako n € N vazi a, > any1(an > apy1).

Za realan broj a interval (a —e,a+¢), € > 0 predstavlja e-okolinu tacke
a. Za a € R kazemo da je tacka nagomilavanja niza {a, },en ako se u
svakoj e-okolini tacke a nalazi beskonaéno mnogo clanova niza {a, }nen-

Za realan broj a kazemo da je grani¢na vrednost niza {a, }n,en ako se
izvan svake e-okoline tacke a nalazi najvise kona¢no mnogo ¢lanova niza
{an}nen, tj. ako za svako € > 0 postoji prirodan broj ng (koji zavisi od
¢) tako da za svaki prirodan broj n > ng, vazi |a, —a| < €. Tada pisemo

lim a, =a

n—roo
i kazemo da niz {a, }»,en konvergira ka broju a, ili da je broj a graniéna
vrednost (granica) tog niza.
Za svaki niz koji ima grani¢nu vrednost kazemo da je konvergentan, u
suprotnom kazemo da je divergentan.

Za niz {ap}nen kazemo da divergira u plus beskonaéno, i pisemo

lim a, = 400, ako za svaki realan broj M > 0 postoji ng € N sa osobi-
n— oo

nom da za svako n > ng vazi a,, > M.
Za niz {a,}nen kazemo da divergira u minus beskonaéno, i pisemo

lim a, = —oo, ako za svaki realan broj M < 0 postoji ng € N sa osobi-
n—oo

nom da za svako n > ng vazi a, < M.

Svaki monoton i ogranicen niz je konvergentan.

Konvergentan niz ima jedinstvenu grani¢nu vrednost i ta grani¢na vred-
nost je jedina tacka nagomilavanja tog niza.

Konvergentan niz je ogranicen.
Akoje lim a, =a i lim b, =b, tada vazi:
n—roo n—oo

1. lim (an, £b,) =a+b;

n—oo

2. nh_{rgo(an “bp) =a-b;
a, a

3 lim & =¢
noe by, b

e - . .
4. nlgrolo ¥an /nlgngo an, gde je k neparan broj,

ili je k paran broj i za svako n € N vazi a,, > 0;

ako je b # 0 i ako za svako n € N vazi b, # 0;
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5. lim (a,)* = (lim a,)*, gdejek € N.

n—oo n—oo
e Ako je lim a, = a, lim b, = b i postoji nyp € N sa osobinom da za
n—oo n—roo
svako n > ng vazi a,, < b,, onda sledi a < b.
e Ako je lim a, = lim b, = ¢ i postoji ng € N sa osobinom da za svako
n—o0 n—oo

n > ng vaz a, < ¢, < by, onda sledi lim ¢, = c.
n—oo

e U zadacima se Cesto koriste slede¢e grani¢ne vrednosti:

1 0, a>0 na
1. lim — = 1, a=0 ; 5. lim —':0, a € R;
n—oo N n—oo N.
400, a<0
0, ol <1 6. n11—>12<; Ya=1, a>0;
n o _ ’ . . 1m n =13
2. M q" = 00, g>1 n—o0
ne postoji, ¢ < -1 1\"
8. lim <1 + > = ¢;
3. lim n®¢" =0, |¢| <1, beR; nree n
n—r oo "
. a”
4. Ako je lim a, = oo, 9. lim — =0, acR.
n—oo n—oo N.

1\
onda vazi lim (1 + ) =e.

n—00 an

Granicna vrednost i neprekidnost funkcije

e Tacka x( je tacka nagomilavanja skupa D C R, ako za svako ¢ > 0
interval (zg —e,x9 +¢) sadrzi bar jedan elemenat iz skupa D, koji je
razli¢it od x.

Drugim re¢ima, xg je tacka nagomilavanja skupa D, ako za svako ¢ > 0
skup (z¢ — &,20 + €) N D ima beskona¢no mnogo elemenata.

e Neka je zg tacka nagomilavanja domena D funkcije f : D — R. Kazemo
da je broj A grani¢na vrednost funkcije f u tacki x¢ ako za svako ¢ > 0
postoji § > 0 (6 zavisi od ¢), tako da za svako € D koje zadovoljava
uslov 0 < |z — xo| <, vazi |f(x) — A| < e. U tom slucaju pisemo

lim f(z)= A.
T—x0

e Kazemo da je broj A desna grani¢na vrednost funkcije f : D — R
u tacki zg ako je xy tacka nagomilavanja skupa D N (xg,+00) i ako za
svako € > 0 postoji § > 0 (0 zavisi od €), tako da za svako x € D koje
zadovoljava uslov z € (zg — d,20), vazi |f(x) — 4] < e. U tom slucaju
piSemo

lim f(z) = A.

TSyt
T—Ty
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e Kazemo da je broj A leva grani¢na vrednost funkcije f : D — R
u tacki zg ako je z( tacka nagomilavanja skupa D N (—oo,zq) i ako za
svako € > 0 postoji 6 > 0 (d zavisi od ¢), tako da za svako = € D koje
zadovoljava uslov z € (g, xg + d), vazi |f(z) — A < e. U tom slucaju
piSemo

lim f(z) = A.

I*}ZL’O

e Neka postoji realan broj a takav da domen funkcije f : D — R sadrzi
interval (a,+00). Broj A je grani¢na vrednost funkcije f u plus
beskonaénosti ako za svako € > 0 postoji M > a (M zavisi od ¢),
tako da za x > M vazi |f(z) — A| < e.

U tom slucaju pisemo: lim f(z)=A.

r—+00

Analogno se definise: lim f(z) = A.
T—r—00

e Neka je xy tacka nagomilavanja domena funkcije f : D — R. Ako za
svako K > 0, postoji 0 > 0 (¢ zavisi od K), tako da za svako = € D sa
osobinom 0 < |z — zg| < 0, vazi f(z) > K, onda kazemo da f tezi ka
plus beskonaénosti kada = — xg.

U tom slucaju pisemo: IILH; f(z) = +oo.
0

Analogno se definise: ~ lim f(z) = —oc0.
r—rTo

Cesto u zadacima umesto +0o pisemo co.

e Neka postoji realan broj a takav da domen funkcije f : D — R sadrzi
interval (a,+o00). Ako za svako K > 0, postoji 6 > 0 (§ zavisi od K),
tako da za svako x > a vazi f(z) > K, onda kazemo da f tezi ka plus
beskonacnosti u plus beskonaénosti.

U tom slucaju pisemo: wll)rfoo flx) = +o0.

(Analogno se definisu: grf f(z) = o0, Egl f(z) =400 i
lim f(z) = —oo0.
T—r—00

e Neka je xp tacka nagomilavanja zajednickog domena D C R funkcija
f:D — Rig: D — R. Pretpostavimo da postoje lim f(z) =
T—>T0

A 1 lim f(z) = B. Tada vaze jednakosti:

1. lim (f(z) £ g(z)) = A+ B,

2. lim (f(2) - g(x) = A- B,

Jednakosti vaze i ako se xg zameni sa oo ili —oo.
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e Navodimo neke grani¢ne vrednosti koje se cesto koriste:

Lotim (141) 2. lim (14 )7
LA TTE) = T =c
1 0, a>0 sinx
3. lim — = 1, a=0 , 4. ,l_im =1,

T—+00 T +00, a<0 z—0 I
T -1 In(1
5. lim &= — 1, 6. lim 20T _
x—0 X x—0 x
1 “—1
7. lim( + ) =a, o € R.
x—0 x

e Za funkciju f : D — R, D C R, kazemo da je neprekidna u tacki
xg € D, ako za svako € > 0 postoji § > 0 (0 zavisi od €) tako da za svako
x € D koje zadovoljava uslov |z — zg| < d vazi |f(z) — f(xo)| < e.

e Ako je zyg € D tacka nagomilavanja skupa D, onda je f : D — R
neprekidna u zg ako i samo ako je lim f(x) = f(zo).
T—x0

e Ako u tacki xg € D funkcija f : D — R nije neprekidna, onda kazemo da
ona u toj tacki ima prekid. Razlikujemo tri vrste prekida:
Ako lim f(x) postoji (kao konacan broj) i ako je
Tr—xo

lim f(x) # f(zo),

Tr—x0

onda je to otklonjiv (prividan) prekid. (Neki autori pod prividnim
prekidom podrazumevaju i tacke nagomilavanja domena funkcije f u ko-
jima funkcija nije definisana ali ima grani¢nu vrednost.)

Ako postoje leva i desna grani¢na vrednost funkcije f u tacki zg i nisu
jednake, onda se kaze da funkcija f ima skok ili prekid prve vrste u
tacki Zo-

Ako bar jedna od grani¢nih vrednosti

lim+ f(z) ili lim f(x)

T T—T
ne postoji (kao konacan broj), onda je to prekid druge vrste.

e Kazemo da je funkcija f : D — R neprekidna na skupu D; C D, ako je
neprekidna u svakoj tacki skupa Ds.

e Ako su funkcije f i g neprekidne u tacki zq, onda su u toj tacki neprekidne
i sledeée funkcije:

f+ga f_gv fgv (ako je g(.’Eo) #O)

Q [
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Ako je funkcija g neprekidna u tacki zg i funkcija f neprekidna u tacki
g(z0), onda je funkcija f o g neprekidna u tacki zo.

e Osnovne elementarne funkcije su neprekidne na celom definicionom skupu.

e Ako funkcija g : D — D;,D; C R ima graniénu vrednost A u tacki zg i
funkcija f : D1 — R je neprekidna u tacki A, onda je
lim f(g(z)) = f( lim g(x)) = f(A).

Tr—xo Tr—xT0

Ako je lim g(z) = oo (lim g(z) = —c0) i lim f(z) = B( lim f(z) =

B), onda je
lim f(9(x)) = B.

Tr—xq

Zadaci

Nizovi

1. Odrediti sumu prvih n ¢lanova niza
a) a,=n. b) parnih brojeva.

c) neparnih brojeva. d) b,= on-
Resenge:
a) Suma prvih n ¢lanova aritmetickog niza izra¢unava se po formuli (8.1)).

U posmatranom slucaju je a; =1 i d =1, tako da imamo

B nn—1)  n(n+1)
Sn=nt T =T

Sto je poznata formula za izracunavanje zbira prvih n prirodnih brojeva.

b) Suma prvih n parnih brojeva moze se izra¢unati kao suma aritmetickog

(n—1)

Sn:2n+n 5 2=n4+n=n(n+1).

¢) Za izratunavanje sume prvih n ¢lanova niza neparnih brojeva ko-
ristiéemo ponovo (8.1) sa a; =1 i d = 2. Tada sledi

-1
Sn:nJrMQ:nz.
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. U posmatranom slucaju je a; =1 i ¢= %, tako da sledi

d) Suma prvih n ¢lanova geometrijskog niza izracunava se po formuli
2 1

a) ap, = +. b) a, = (—1)". c) a, =n.

Resenje:

a) Posmatrani niz je ogranicen, jer postoji M = 1 sa osobinom da za
svako n € N vazi ‘H < M. Dati niz je monotono opadajuéi,jer za svako

n € Nvazin <n+1,tj. % > L 7Zna¢i, niz ¢ji je opsti ¢lan a, = % je

n+1-°
konvergentan.
b) Niz {(—1)"},en je divergentan jer ima dve tacke nagomilavanja. To
suagg =11 agkpy = —1.

¢) Za svaki pozitivan realan broj M postoji prirodan broj n (npr. n =
[M] + 1) koji je veéi od njega, $to znaci da niz {n},en nije ogranicen, a
samim tim nije ni konvergentan. Prema definiciji je

lim n = co.
n— oo

3. Koristeéi definiciju grani¢ne vrednosti niza, pokazati da je

n 1

lim — = =
noeo3n+1 3

Resenje:

Neka je € proizvoljan pozitivan realan broj. Treba pokazati da postoji

prirodan broj ng sa osobinom da za svako n > ng vazi ﬁ — %‘ < e.
n 1 3n—3n—-1 e <
- - ——| <e¢ €.
3n+1 3 3(3n+1) In +3

Za svako n € N je 9n + 3 > 9n, tj. 9n1+3

vaziti za svako n € N koje zadovoljava uslov 9n > é, tj. n > é.

< %. Nejednakost % < € Ce

Znaéi ako za ng uzmemo npr. najmanji prirodan broj koji je veéi od 9—15,

odnosno ng = [5-] + 1, onda za svako n > ng vazi

n 1
3n—1 5‘ <E.

(Napomena: Za ng se moze uzeti bilo koji prirodan broj koji je veéi od 9—15
Sa [z] se oznacava ceo deo od z.)
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" . 20?2 —3n+4 . 4n®+3n+5
4. Odrediti a) nh_}rrolo EECE b) nh_{{.lo 33 +n2+1
) n’ —3n* +8n% — 10
c) lim .
n— 00 67’l6 -1

Resenge:

Grani¢nu vrednost niza, ¢iji opsti ¢lan ima oblik koli¢nika polinoma ste-
pena k i polinoma stepena m, racuna¢emo tako $to éemo brojilac i imenilac
podeliti sa n!, gde je I = maxz{k,m}, a zatim primeniti osobine konver-
gentnih nizova i nizova koji divergiraju u plus ili minus beskona¢no. Na
drugi nac¢in zadatak se moze resiti izdvajanjem ispred zagrade, u brojiocu
n*, a u imeniocu n™.

a)
2n2—3n+4 2 3 4 lim (g—l—i—i)
2 _ =2 4 & 2 3
lim gyt gy = lim BB = MR =0,
e B~ I T T G )
b)
4n343n+5 4+ 3 45 lim A+2+%) 4
lim —52%—5— = lim n___ - — T = _
c)
7 3 8 10
i n’—3n'+8n° —10 — A-F -3 _
n— 00 6n6 — 1 n—00 n6(6 — #)
1-3-5_1
= lim (n n & n ):oo
n—oo G_ﬁ
6 2 2
5. Odrediti  a) lim X' =0 p) pm A0 EN)
n—oo  3n 1 n—oo 3n6_|_1

Resenje:

Ideja primenjena u prethodnom zadatku moze se primeniti i u opStijim
slucajevima:

a)

_ . —=—06
i A6 [
n—oo (3n+1) / n n—oo 3+
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b)
. (VnZ+n+n)? ) ( n2(1+%)+n)2
lim YA = lim =
n—o00 n +1 n—00 3 n6(1+%)
2 2
@ 1+%+n) #( 1+%+1)
= lim = lim =
2
( 1+%+1)
= lim =4
n— oo 3 1 + L
6. Odrediti  a) lim (\/n2 “bntd— n)
n— o0

b) lim ({“/n3+2n2— %ﬁ—z).

c) lim n(vn2+1—v/n3+n).

n—oo

Resenje:
Zadaci ovog tipa mogu se resiti racionalisanjem:

)
lim (\/n2 f5n+4fn)

n— o0
VnZ —bn+4
= lim (\/n2—5n—|—4—n)-( n nt —l—n):
vn?—=bn+4+n

n—oo
n? —5n+4—n? n(—=5+2)

= lim T 1 = lim
n— oo — n—00 5 4
Vn? —bn+4+n n(Y1-2+4+1)

-5+2 5
= lim n =-2
1-54+ 441

(Vn3 + 2n2)2 + \3/(113 +2n2)(n3 —2) + (Vn3 — 2)2 _
(Vn3 +2n2)2 + ¥/(n® +2n2)(n® — 2) + (V/n3 — 2)2

5 n® +2n% — (n® - 2)
= 1m =
n—00 {’/(n?’ +2n2)2 + V/n3 +2n2v/n3 -2 + {’/(n?’ —2)2
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i 2n? +2
= lim =
n—oo /né +4dnd + dnt + IYnb +2nd> — 2n3 —4n2 + Inb —4n3 +4

(i L 142 L oL k) 3

n n3 n3

lim n(\/n2+1—€/n3+n) =

n—oo

= lim n(x/nz—i—l—n—i—n— \S/ng—l—n) =

n— 00
= lim n(v/n2+1—-n)+ lim n(n — v/nd +n) =
n—oo n—oo
. o n(vnP+1-—n)(Vn?+1+n)
= lim +
n—0o0 vn2+1l+n

L n(n— Vn® +n)(n? +nvn3 +n+ Y/ (n®+n)?)
im : =
n—00 n2 +nvn3 +n+ 3/(n® +n)?

. nn*+1-n?) . n(n3 — (n3 +n))
= lim ——— + lim
n—oo \/n2+14n oo n24ny/nd +n+ /(03 +n)?
2

n —n
= lim —— + lim —
nsoo\/n2+14n noon2+ndnd+n+ i"/(n3 +n)?

: n . —n? 1

= lim + lim ——

nﬁmn(m—i—l) nﬁoon2<1+<’/1+%+</(1+%)2> 6
gn+l _|_5n+1

7. Odrediti lim

n—oo 3" — hHhn

Resenge:

Kako za ¢ = % < 1 geometrijski niz {( %)"},LEN ima graniénu vrednost 0,

dobijamo
s 5T ()" 4
+1
g )L g
e @1
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8.

10.

Odrediti  lim 7@3—1;
n—oo 4 — ﬂ

Resenge:

Koristeéi lim /a =1, a > 0, dobijamo:
oo

n—

Y1313  1-13

li = —4.
Jim e = T
n |
. Odrediti  lim —— ™,
n—oo n3 + (n + 2)!
Resenge:
s oa” N O .
Koriste¢i lim — =0, a € Ri lim — =0, a € R dobijamo:
n—oo nl n—oo m!
8" n!
_ 8" 4 n! (n+2)! . ol T oy
e Ry R Ry Rl e
—oond + (n+2)! (n ! Ty + 1
8" 1
) T e _ 0 _ 0
n3 - -

142
Odrediti  a) lim -t 23t Hn

n—00 n

1 1 1 1
b) i — et —t ..+ —.
) lim (1.2+ + + >

n—00 2-3 3.4 n(n+1)
_ 1434+...+4(2n—-1) 2n+3
c) lim - .

Resenje:

Za izracunavanje ove grani¢ne vrednosti ne moze se iskoristiti pravilo da
je grani¢na vrednost zbira kona¢no mnogo konvergentnih nizova jednaka
zbiru njihovih grani¢nih vrednosti, jer broj sabiraka zavisi od n, tj. trazi
se grani¢na vrednost sume beskona¢no mnogo sabiraka.

2)

14243+, 4n . Mo op2g g, g
lim = lim = lim = —.
n— 00 n2 n—oo N2 n—oo 2n2 2
b) Da bi dredili dnost zbi L + 1 + !
a bismo odredili vrednost zbira | -—— + —
1-2  2-3 n(n+1) )’
uo¢imo da vazi
1 1 1
nn+1) n n+l
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(postupak rastavljanja racionalne funkcije na parcijalne razlomke).

Tada je
1 1 n 1 n 1 1
im | —+—+— =
nsoo\1-2 2-3 3-4 n(n+1)
. 1 1 1 1+1 1+ +1 1
= 1im - — = - — = - — = - =
nsoo\1 2 2 3 3 4 n n+l

¢) U brojiocu prvog razlomka se nalazi zbir prvih n neparnih brojeva.
Koristedi zadatak 1 pod ¢), tj. 1+ 3+ ...+ (2n — 1) = n?, i sabirajudi
razlomke dobijamo:

. 143+...+(2n—-1) 2n+3
lim — =
. 202 —(2n+3)(n+1) . —bn—3 5
= lim = lim — = ——.
n—00 Q(n + 1) n—00 2(n + 1) 2

I+i+5+.  + 5
11. Odrediti  lim 22 2,
n—>oo]_+§+3—2+,“+3”771

Resenje:

Sabrac¢emo ¢lanove geometrijskog niza u brojiocu, odnosno imeniocu, a
zatim postupiti slicno kao u 5. zadatku:

I+3+ 5+ + 5k

lim = lim -
"_>°Ol+%+3%++73n1_1 n— oo 1—23%
3
L3 (e —1) _ 3o (1—55)
= lim ———= = lim =
n—o0 272 (37 — 1) n—oo 202 31 (1 — L)

n—oo

n 1 n
12. Odrediti a) lim (1-) . b)  lim (1-) .
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Resenje:

Sve navedene grani¢ne vrednosti mogu se odrediti koris¢enjem Cinjenice
da za svaki niz {a,}nen koji divergira ka plus ili minus beskonaé¢nosti,

vazi
1 Qn
lim <1 + ) =e.
n— o0 Ay,
a)
n (—=n)-(-1)
lim <1> = lim <1+ ) =e!
n— o0 n n—o0o0 (—n)
b)

n (=3n)-(—=3)
1 1 3
lim (1— — = lim [1+ — 73,
n— 00 3n n— 00 (—Sn)

Granic¢na vrednost i neprekidnost funkcije

1. Pokazati po definiciji da je

2 -6 4 — 2
) lim =0 5 by lim =T — o,
=2 x—2 =2 12 — 21
Resenje:

a) Primetimo da je zy = 2 tacka nagomilavanja domena funkcije %.

Po definiciji grani¢ne vrednosti potrebno je, za unapred zadato ¢ > 0,
pronaéi 6 > 0 tako da za svako z € R\{2} koje zadovoljava uslov 0 <

2
5—m+f§6‘<5.

|z — 2| < 0, vazi -

Kako je
5 ?+2x—-6| [bz—10—2®—z+6| | (z—2)?|
T —2 B T —2 B r—2 |
:‘(E—2|,

za dato €, biramo § = ¢, pa iz |z — 2| < § sledi

‘ x2+x—6‘
5——— | <e.
r—2
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b) Primetimo da, bez ogranicenja opstosti, uvek mozemo smatrati da je
€ < 1. Neka je, dakle, dato 0 < ¢ < 1. Tada, birajuci 6 = 5, dobijamo

4—2° —2 2
0<|zr—2/<dé = |-2— x :Q_M_
x? — 2z z(x —2)
w—z‘ 5= Jz-2|
= = < <6 <e,
x €T 1

jer,zae<1id=5iz0<|z—2|<dslediz >3 >1.

2. Odrediti grani¢nu vrednost

a) li 32 4+2x—1 . sinz
im ———--.: i
0 212 — +1 =5 T z—0

d) lim arccos z.
z—0

Resenje:

Ako je funkcija f definisana u okolini tacke xy i neprekidna u xg, onda
vazi lim f(x) = f(x). Kako su sve elementarne funkcije neprekidne, ovu
Tr—x9

¢injenicu ¢emo koristiti u narednim zadacima.

30> 420 -1 3.042.0-1

li = —1.
A S a1 T 20011
b) lim sinz sir:rg _ z
c) lim 2% =2 = 1.
z—0
. ™
d) lim arccosz = arccos(0 = —.
z—0 2
3. Odrediti grani¢nu vrednost
o b3 +3x2 422 +3 . Sat+ 222 +x+5
a) lim b) 1

im )
z——oco Hrd + 224+ +3

NG . T+ T+ T

c) lim d) lim

T—00 /:17+\/E. T—00 vor+1

z—oo Hrd 4+ 222 4+ +3°
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Resenje:
Ovo su neodredeni izrazi oblika ,,22” i potrebno ih je na neki nacin trans-
formisati.
523 + 322 + 21 + 3 . 3(5+3+fz+3)
a) lim = lim =
e—oo bt + 2% + 2 +3 l—><><>x4(5+ + 5+ 3)

5+3+%+i
= lim z =0.
Cemcoz(b+ S+ L+ )

5+ 5 + s+ ) (5+m2+ + ):7Oo

b) lim = lim
vo—o BB+ L4 L+ ) evo B4l L3

¢) lim _ v = lim L lim

1 1
1+ 7z 1+ NG
= lim =1
4. Tzracunati graniénu vrednost
. 2% — 4z b) Ii 3z2 — 13z — 10
a) lim im —————
=4 2 —x —12 x—5 42 — 142 — 30
2
-6 -2
¢) lim Az =6 d) lim 2’ + 2
T — 32x2+9x—|—9 x—>1x3+2x2—2x—1
23— 222 — 4z +8 x4+ 22 + 8z + 16
e) lim f) lim
a2 g4 — 223 — 8x + 16 e——2 33 + Tx2 + 162 + 12

Resenge:

Ovo su neodredeni izrazi oblika ,,%” kod kojih je potrebno faktorisati izraze

u brojiocu i imeniocu.

a)
2% — 42 z(x —4) . x4

lim ———— = lim ——————— = lim ——
esdg2 —x—12 a4 (x—4)(x+3) 2-4x+3 T
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b)

. 322 —13x - 10 . (x=5)Bzx+2) . 3x+2
hm 5 a1 an = hm _— = Im — =
a—5 422 — 14z — 30 e—=52(x —5)(2r +3) 2—52(2x+3)

_w
26
c)
2 +1—6 ) (r+3)(x—-2) . x—-2 5

lim - = 1m 3 = 11m = .
=320 +92+9 2--32+3)(x+3) =2—-320+3 3

d) Kako je z = 1 koren polinoma u brojiocu i imeniocu, faktorisa¢emo te
polinome (npr. koristeéi Hornerovu semu).

, 23+ 2% -2 . (z—=1)(2*+22+2)
lim = lim
e=123 +222 —2x—1 a1 (z—1)(22+3z+1)

22+ 2x+2
= lim — =
a1 22 +3x+1

e) Postupamo sli¢no kao i u prethodnim zadacima.

. oa®—22% — 4z +8 . (r—-2)(2%—-4) . a2?—4
lim =lim ————~* = — =
z=2 4 — 203 —8x +16  2-2 (z—2)(23—-8) o223 -38
. (x —2)(z+2) . x+2 1
= lim = lim =-.
22 (x—2) (22 + 22 +4) +-222+224+4 3

. ot 4223 + 82+ 16 . (z+2)(2®+38)
lim = lim —H—~——~ =
e——2 23 + 722 + 162+ 12 a—-2 (z + 2)?(x + 3)

, 3+ 8 . (2 +2)(2? - 22+ 4)
= lim ———— = lim =
z—>-2(x+2)(x+3) =z—-2 (z+2)(z+3)
. r?—2x+4
= lim ———— =
rz——2 x+3

12.

5. Izracunati graniénu vrednost

—9 / —
a) lim Ve . b) lim M
rx—4 ,7,‘—4 r—3 r—3

V14 —1
¢) lim ———.
=0 1T+ —1
e) limf_\/a—i— i

T—ra 1'2 — a2

. Vo245 — Va3 + 22+ 15
d) lim .
T2 22 —bx +6

, a€R.
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Resenje:

Ove granicne vrednosti sadrze izraze koje treba racionalisati.

a)

z—4 xr —4 z—4 x —4 ﬁ+2 m—>4(1‘—4)(\/5+2)

vVr+6—=x vVer+6—z Jr+6+zx

:1 . =
=3 T —3 e z—3 Ve+6+ax

_ lim x4+ 6 — 2 ~ lim —(z=3)(z+2)
o3 (x—3)(Vz+6+x) =3 (z—3)(Vr+6+x)
= lim —@+2) _ —5 __5
a3 \r+6+2 V3+6+3 6

limil—i_w_l—
=0 YT+a—1
g VItr -l YO4a)P+ Va4l VItaotl
=0 YT+ -1 Y1+z)2+YT+az+1 Vitz+1
(I+z-1)(YA+z)2+YT+x+1)

= lim —

20 (1+z—1)(1+z+1)
YA+x2+YT+ax+1 1+1+1 3

= lim —.

z—0 Vid+ax+1 2 2

(142)*—1
xT

Na drugi nacin, koristeé¢i lim =aq, je

z—0

Nf=

(+x)

x

oy VITo -1
a0 YTtz —1 a0 (1+2)

==
+ |+
8|8
ol
\

1
=0 (142)3 -1
x

~

[ I N
|
—

. V25— Va3 + 22415 Va2+5-3
lim =lim ———m———
z—2 2 —5x+6 z2 22 —Hhr+ 6

Vad+ 22+ 1 —3_1_ 22 +5-9

— lim

i 23+ 2% 4+15—27
_x1—>H12 — _ 3 3 2 2 3/ 3 2
(z—2)(x —3)({/(23 + 22 +15)2 + 323 + 22 + 15+ 9)
(x4 2)(x —2)

= lim —

=2 (z —2)(z — 3)(V2Z +5+3)

wol=[rol—
)

1

Z.

= l1m —
a2 12 —5x+6 =2 (z — 2)(z — 3)(Va? + 5+ 3)
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—2)(x? 2
lim (x — 2)(2* 4 3z + 6) _

=2 (g — 2)(z - 3)(/ (@B + 22 + 152 +3Va® +a2 1 15+9) 27
e)

lim\r—\/a—i— x_azlimﬁ_\/a—l—lim ra

r—a T2 — g2 z—a \/p2 — g2 T—a m -

sin 3 b
a) lim 22T b) lim ———, a £0, a € R,b € R.
=0 T z—0 sin ax
1_ S
c) lim CQOsx. d) lim w, a<R.
=0 T—a T —a
. sin4x . tgx+tga
e) lim ———. lim —— a€R.
)x_ﬂ)\/m_l g)wﬁfa r+a
£) lim 170082:'c+tg2x.
0 T -sinz
Resenje:

U ovim zadacima ¢emo koristiti grani¢nu vrednost (4).

a)

. sin 3x . sin3z
lim 3 - =3 lim =3-1=3.
z—0 3z z—=0 3z
b)
. bx . 1 . 1 b 1 b
lim — =lim—=lm——=—+ — = —,
I‘?O sin ax I*)O sSin axr I*)O g . sinax a llm sin ax a
bx b axr r—0 OT

c¢) Koristi¢emo poznatu vezu 1 — cosz = 2 - sin? 3
1—cosx 2 - sin? 3 1 sin 5 S| 1
lim = lim — = li — =—-1==
z—0 g2 =0 (5)2-4 2 z—0 z 2
d)
sinz — sina 2 - cos(*F) - sin(%5%)
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. cos(%£2) - sin(%5%) 2a, . sin(%F)
= lim = cos(—) - lim ———= = cosa.
T—a (z—a) r—a =a
2
e)
i sin 4 i 4804z 4 .
im —— = lim —2*— = — =8.
z—=0/xr+1—-1 xz—0 (;c+1)%_1 %
x
f)
2 2 2 sin x
. 1—cos2z+tg-x . l—cos®z+sin"z+ -
lim - = lim - =
z—0 T -smx z—0 X -smx
in2 2 i 2 in 2 2
. 2sin®x - cos® x + sin“ x . sin“z-(2cos®x + 1)
= lim - 5 = lim - 5 =
z—0 z-sinz - cos? x =0  x-sinxcos?x
. sinz 2cos?z +1 2+1
= lim . 5 =1.— =3.
=0 cos? x 1
g)
sin x sin a
llm tgx + tga — llm COS T Ccos a —
T——a r+a T——a r+a
sinz - cosa+sina - cosx . sin(z + a)
= lim = lim =
z——a (z+a)- cosx-cosa z——a (x +a)-cosx - cosa
. sin(z+4+a 1 1
= lim ( ) . = —.
z—=—a T +a COSXx - cosa  Cos”a
7. Izracunati grani¢nu vrednost
5 2z+1
: 3 . 37 +x — 1Y 3°
a) lim (1 4 4z)=. b) lim (| ———— .
z—0 z—0 xz—1
252 R
. z2 +5) =1 . 222 — 3\ =4
c) lim . d) lim ( ——— .
r—+o0 (EQ -2 T—2 x4+ 3
. 1 . Inzx-—1
e) lim(z —2)@-22. f) lim .
r—3 r—e I — e

Resenje:

Ove granicne vrednosti a) - e) su oblika ,,1°°”. Izra¢una¢emo ih primenom
poznatih grani¢nih vrednosti (1) i (2).

. 1.3, lim 122
= lim (1 +42)3 =% = eam0 © =¢
x—0

. 3 12
a) ili%(l +4z) .



212 8. NIZOVI, GRANICNA VREDNOST I NEPREKIDNOST FUNKCIJE

o1y 2\ R
— 3x 3x =
b) lim (M) ~ lim (1+ 5 ) =

z—0 r—1 x—0 x—1
H 2z+1 : 2z+1
= e:}l—% z=1 _— e}l_r,no z—1 __ 671 _ 1
e
2 2 212
x + 5 xz+1 2 — 2 + 7 z+1
c) lim = lim
z—too \ % — 2 z—rFoo 2 -2
a?-2 202 7 2
7 z+l 32_32 . x
S R /N ey e
r—+oo x2 -9
(222 -3\F  (r43422—6-—z\7
d) lim = lim —
z—2 x + 3 r—2 T + 3
z+3 _x .21'2—1'—6
222 — 4 — 6 222—=—6 224 TF3
=lim(14+ ——F— —
r—2 x+3
. . (z—2)(2z+3)
= DD 2 o
. Inz -1 . Inz—Ine . In(%) ) T 1
e) lim = lim ————— = lim = lim In(%) 7= =
Te T —€ zoe T —e Tex —e ae e
1 1 r—e
. T . xr—e x—e xT—e€ e
:lnhm(l-i-f—l) —lnhm<1+ > —
xr—e r—e [
1 1
=lnee = —
e
' T 1 Ayt (a—3 lim L
f) lim(x —2)@-3% = lim (1l + 2 — 3)*° =372 G
r—3 r—3

Ova grani¢na vrednost ne postoji. Zaista, jer desna grani¢na vred-
nost ne postoji (kao kona¢na)

. 1 lim ﬁ
hm (,I — 2) (z—3)2 — 6w~>3+ = 4»007
z—31
a leva granic¢na vrednost je jednaka nuli
. 1 lim —L
lim (z —2)@-37% = ez—3- = 0.
r—3~
8. Izracunati graniénu vrednost
1 1
a) li 1 . b) i . c) lim 3=.
) fm Qtve). B lim o7 9t
1 1 vV 1—=z
d) li . lim 3=. f) lim ——.
Vi eme 9y e
2 2
g) tim 22y gy 22Xl

z—0—- 3T z—0+t  3x
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Resenje:

a) lim (1++x) =1

z—01

Primetimo da ovde nije moguée traziti levu grani¢nu vrednost lim f(x),

z—0~
jer funkcija 1 + /x nije definisana za x < 0.
1
b) Ovo je grani¢na vrednost oblika 7,0%”, dakle lim = +00.

rz—41t T —

¢) Ovo je graniéna vrednost oblika ,37°°” dakle lim 3% = +oo0.

z—0t
d) Ovo je grani¢na vrednost oblika 7,0%”, dakle lim = —00.
r—4— T —
e) Ovo je grani¢na vrednost oblika ,37°°7, dakle lim 3% =0.
rz—0~
. VvV1—=x VvV1—=x . 1
f) lim ——— = lim = lim ————=
z—=1- 1 —x z—1— ( (1—1‘)(1+x>)2 z—1— (1—{—3})\/1—3}
= 400
2 2 — 1
g 1 x+|x\_hm r—x 1
z—=0— 3T z—0- 3T 3
2 2
h) 1 a:+|a:\_ I r+r
z—0+ 3T z—0t 3T
9. Izracunati graniénu vrednost
T _q ar _ 1
a) lim a . b) lim ¢
z—0 T z—0 x
c) lim (sin x)tgzx. d) lim (tgz) 1+ Viem2e,
z—Z z—0
-1
e) lim £) lim -
=21 — 2 z—1 |z — 1|
. |sinz| . .
g) ilg}) . h) ilin arcsin(z + 1).
Resenje:
a) Koristimo smenu a* — 1 =1¢, z = lngfll)
Loat—=1 . . 1
L i T A T
. 1
=Ilna - lim —— =lna- — =1na.

t—0 ln(l +t)% ne
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b) el 1.
z—0 T
Coe—1 e 1 et —1
lim = lim a = lim a=a
xz—0 T z—0 ax t—0 t

2 1 smzf
. . ) ) _ . )
lim (smac)tg = lim (1 +sing — 1)TeT coZa “(sinz—1) _
sinz—1 limﬂ_
=5

: .2 -1
11“37 sin® x- TFemz

=€

cos? =1
3 —

=€

1
=7
d) Logaritmovanjem leve i desne strane izraza

1
— (tg I) 1+ Y142«

dobijamo

Iny = ‘Intgx.

1
1+ V1+In%z

Tada je

sin . Insinz —Incosx
hrr%) Iny = lim -In = lim =

=01 4 1+ In’z cosz  2=0 14 /14 1n?x
Insinz Incosx

=lim ——— - lim —————— =

=01 4 \/1—|—ln x 014 \/1—!—11123:

i osinz Insinx P In ( - )

e=01 4+ 1+ In%2 ’”_>01+\/1—|—1na:

= lim In ( ) +lim ——— Inz

=01 4 /1+Inz 2014+ V1+1In%2

1
=0+ lim = —00.

x—0 1 3 1
Inz + \/ Sx

Dakle, lim Iny =1Inlim y = —oco, tj. lim y = 0.
z—0 x—0 z—0

e) Posmatrajmo levi i desni limes u tacki z =2:

x
lim = —00, lim

= +o0.
z—2- T — 2 z—2+ T — 2

Kako leva i desna grani¢na vrednost u tacki x = 2 imaju razli¢itu vred-
——5 le postoji.

f) Posmatrajmo levu i desnu graniénu vrednost u tacki z =1:

z—1
— = lim —— =1,
z—1t |l‘*1| z—1t x — 1
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. —1 . z—1

IHH — = lim —— = —1.
a—=1- |z =1 ao1- —(x—1)
Dakle, ova grani¢na vrednost ne postoji.

g) Sliéno kao u prethodnom primeru, posmatramo levu i desnu grani¢nu
vrednost u tacki x =0 :

. sinx . sinx
lim | | = lim =1,
z—0t xT r—0t X
. sinx . —sinx
lim | | = lim = —1.
z—0— T z—0~ T

Dakle, grani¢na vrednost u nuli ne postoji.

h) Kako je domen funkcije f(z) = arcsin(z +1), D={z e R| —-1<

x+1 < 1} = [-2,0], to se grani¢na vrednost u tacki x = 0 svodi na

jednostranu graniénu vrednost, tj. lir% f(z) = lim f(z) (ova jednakost
T— z—0~

vazi pod uslovom da lim f(x) postoji). Kako je
z—0~

lim arcsin(x 4+ 1) =

)
z—0—

ol 3

sledi da grani¢na vrednost lir% arcsin(x + 1) postoji i jednaka je g
r—r

10. Ispitati neprekidnost funkcije

a) f(x):zi u tacki = 1.
z%—4
b) f(:v)={ =R L NP
4 , =2
z%—4
c) fla)=¢ -2 T#2 u tacki z = 2.
3 , =2
_ [ 42, 2#0 —
d) f(:v){e L2l u tacki z = 0.
1, >0
e) f(z)= 0 , =0 utackiz=0.
-1 , <0
2z + 1 , <3
£) f(x)= a1 u tacki z = 3.
(z—2)@-32  £>3
Resenje:

a) Funkcija f nije definisana za z = 1 , pa na osnovu naSe definicije



216 8. NIZOVI, GRANICNA VREDNOST I NEPREKIDNOST FUNKCIJE

neprekidnosti funkcije ne moze govoriti o neprekidnosti u tacki = = 1.
Bilo bi pogresno reéi da je funkcija f prekidna u tacki x = 1.

b) Funkcija je definisana u x = 2 i kako je
-4 . (z-2)(x+2)

A TR I TET R L

sledi da je ona neprekidna u tacki 2.

c) Kako vazi

lim f(z) = lim vy F(2) =3,

r—2 z—=2 r — 2

funkcija ima prekid u tacki x = 2. Primetimo jos da se radi o otklonjivom
prekidu.

d) Kako je
lim f(z) = lim (1 +2)F =e= f(0),

z—0
sledi da je funkcija neprekidna u z = 0.
e) Odredi¢emo prvo levu i desnu graniénu vrednost u z = 0:

lim f(z) = lim (-1) = —1,

z—0~ z—0~

lim f(x)= lim 1=1.

z—0t f( ) z—0t

Vidimo da se radi o prekidu prve vrste, jer leva i desna grani¢na vrednost
u x = 0 postoje, ali su razli¢iti brojevi

lim f(z) # 1irgl+ f(x).

rz—0~

f) Iz
. lim ﬁ
lim f(z) = es—3* = 400,
z—3+1
sledi da desna grani¢na vrednost funkcije u tacki x = 3 ne postoji kao
konacna, tako da u tacki x = 3 funkcija f ima prekid druge vrste.

11. Odrediti skup A C R na kome je funkcija f neprekidna, ako je
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Resenje:

a) Posto je funkcija f polinom, ona je definisana i neprekidna nad R,
dakle A = R.

b) Funkcija f nije definisana u = = 1. Posto je f racionalna funkcija, ona
je neprekidna nad definicionim skupom, dakle A = R\ {1}.

¢) Ova funkcija je neprekidna za svako x za koje vazi 2—xz > 0, tj. = < 2.
Dakle A = (—00,2).

d) f je racionalna funkcija definisana nad R, dakle A = R.

e) Kako je
| = T, x>0
) =, x <0,
jedina tacka u kojoj je mogué prekid je z = 0. Ispitajmo neprekidnost u

z = 0. Posto je

lim |z|= lim =0 1 lim |z|= lim (—z) =0,
z—0t z—0t z—0~ z—0~

kao i |0] = 0, sledi da je funkcija |x| neprekidna u = 0, odnosno za svako
z € R. Tako je A=R.

12. Odrediti parametre A i B tako da funkcija f bude neprekidna u
svim tackama definisanosti, ako je

_[=E w#0
SECRS B
Az —1, r<1
b)f(x)—{ 322 +1, x> 1.
(z +2)ex, <0
c) f(x) = A, z=0
1;1]1”0, x> 0.
—sinw, x < —7/2
d) f(z) =< Asinz+ B, —m/2<z <7/ 2
cosz, x>m/2.
o fwy={ 2irr w#SAr<l
A, r = —8.
Resenje:

a) Funkcija f je definisana na celom skupu R. Za z # 0 f ima oblik
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koli¢nika neprekidnih funkcija (sinus je neprekidna funkcija nad R), znaci
da nam preostaje da ispitamo neprekidnost u nuli. Da bi funkcija f bila
neprekidna u nuli, treba da vazi

Znamo da je

Dakle, za A = 1 funkcija f je neprekidna nad celim definicionim skupom,
tj. na R.

b) Funkcija f je definisana na celom skupu R. Za z # 1, f je polinom
prvog, odnosno drugog stepena, dakle sledi da je neprekidna funkcija.
Treba jos da ispitamo neprekidnost u z = 1. Treba da vazi

lim f(z) = lim f(x)= f(1).

z—1+ z—1-
manmo lim f(z) = lim (322 +1) =4,
z—1+t z—1+t
ml;r{lﬁ flz) = Il;r{lﬁ (Az—1)=A-1.

Sada mozemo da odredimo A :
f)y=A4A-1, A-1=4 = A=5.

Dakle, za A = 5, funkcija f je neprekidna na celom skupu R.

c) Sli¢no kao i u prethodnom razmatranju vidimo da je f definisana na
R i da je neprekidna za svako x # 0 (kao kompozicija, koli¢nik i proizvod
neprekidnih funkcija). Ispita¢éemo neprekidnost u z = 0. Imamo:

-1
li = i =

a:i>r(r)l+ f(l‘) ac—l)r(r)lJr l1+Inx 0,
lim f(z) = lim (z+2)er =2-0=0.

x—0~ x—0~
Da bi f bila neprekidna u z = 0, mora da vazi

lim f(zr) = lim f(x)= f(0), odnosno A = 0.

z—0t z—0—

d) Funkcija f je neprekidna za svako x # 3 i 2 # —%. Odredi¢emo A i

B tako da f(x) bude neprekidnauz =7 iz = —7.

U tacki # = § imamo

lim z)= lim cosx =0
z—5+ f( ) z—5+ ’
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lim f(z)= lim (Asinz+ B) = A+ B,

=5~ =5~
tako da dobijamo jedna¢inu A + B = 0.

U tacki x = —§ imamo

lim f(z)= Ilim +(Asimg:—i—B) =—-A+ B,

mﬁfg‘*' =7
lim f(z)= lim (—sinz)=1,
-5 =5
iz cega sledi jednacina —A + B = 1.

ResSavanjem sistema

dobijamo: B = % i A= —%.

e) Funkcija f je definisana za svako < 1. Takode se lako vidi da je
ona neprekidna za svako z < 1 i x # —8. Ispitajmo neprekidnost u tacki
r=-8:

lim f(z) = lim \/f—3_(4—2\3/5+\3/3?).mju3_

58 em=8 24 YT (4—2yz+Va?) VI-z+3
1—z-9 (4-2¢z+ Va?)

z—-8 84 V1—x+3
@S- 2yE V) 12

T T @)z 13) 6

Dakle, za A = —2, funkcija f je neprekidna za svako x < 1.

—2.

Z.adaci za samostalni rad

Pokazati
2
-1
1 lim 2P
2
9. lim — " .
n—oo 3n3 4+ 2n — 1

4 2

3. lim n_tn” = 00.

n—oo ’[’1,2 +1

2 241
4 lim <2n +1,n +2>

1
n=oo \ 2n —3 n—2 2
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5. lim (Vi § 1 — i) =0,
6. lim A(VAFT— )= %

n—o0
7 lim(\/W—nqu):,l

8. lim (Vn2+3n—-7—vVn2—n+4)=0.

n—oo

1 o+ (@2n-1) 2
9. hm( +3+...+(2n—-1) n+3>:_5

n+1 2 2

n—oo

10. lim< n > _ !
n—oo \ n+ 1 e

n—1
11. lim (3”3_2> = Ve

n—00 n

12. Izracunati grani¢nu vrednost

bt 4 32242245 . xt — 23
a) lim . b) lim —.
T—00 51}3 —|— 11,‘2 + X + 3 T—>—00 ,3/502 + 21,
)i x? + z® — 222 i) i 2 —z—12
¢) im ———————. im ———m8M .
z—0 2x2 + 3x° z—-3222 + 11z + 15

. 25 — 3zt +52% — 722 + 4
e) lim .
x—2 2% — bt + 8x3 4 22 — 122 + 4

Rezultat: a)oco. b) —oo. ¢)3. d)7. e)2.

13. Izracunati grani¢nu vrednost

. VAx+3-3 . Vattr4+1l—z-1
a) lim ———. b) lim .
r—6 20 — 12 z—0 x
. VI9+2x -5
¢) im —————.
r—8 6’/7 -2
Rezultat: a) . b) — 3. c) 2.
14. Izracunati grani¢nu vrednost
4 t
a) lim .x . b 1img—x.
z—0 sin 2z z—0 X

2 1 z?
¢) lim | — - - = . d) lim 8 .
z—0 \sin2z -sinx  sin’z =0 /1 + x + sinx — y/cosx
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Rezultat: a)2. b)1. ¢) 3. d)0.
15. Izracunati graniénu vrednost

z—1 1
. 2 — 1\ . 24+2r—1\°
o (5g) ) i (55 s)

Tr—r00

. [ 1ttga ) m
| 1 1-1 . d) 1 —_— .
¢) lim (Invz+ n\z) )w%(l—&—sinx)

r—00

Rezultat: a)1. b)1. ¢)3. d)+/e.

16. Izracunati grani¢nu vrednost

1 1
a) lim . b) lim T
z—0- 1 4+ ex z—0t 1 4 e=
1 1
¢) lim ———. d) lim ———.
=27 2 4 2w =2+ 32 4 p7-a

e)lhnln(1+2*%).

z—0t

Rezultat: a)1. b)0. ¢)0. d)i. e)o0.

17. Odrediti skup A C R na kome je funkcija f neprekidna, ako je

WD I@)= o b=

%xqteﬁ, r<l1
¢) fx) = 5, w=1
arctgﬁ, x> 1.

Rezultat: a) A=R. b) A={ze€R|z>0iz+# %, keZ}.
c) A=R\{1}.

18. Odrediti parametre A i B tako da funkcija f bude neprekidna u svim
tackama domena, ako je

_ (x—l—e")%, T #0

o i@ ={ § a7
(sinz)t8™, <%
b) f(z) = A -1
Ae+§, x> 7
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9

Izvod funkcije

e Neka je funkcija f definisana na intervalu (a, b) i neka je x tacka iz intervala

(a,b). Ako postoji grani¢na vrednost

i 1@+ 50) = f(@)

Az—0 Ax ’

tada se ova grani¢na vrednost naziva prvi izvod funkcije f u tacki z i
obelezava se sa f’(x) ili f1(x).
Desni i levi izvod funkcije f u tacki z su definisani sa
Azx) — Az) —
L et @) L ft ) - @)
Az—0t Ax Ar—0— Ax

b

ako date granicne vrednosti postoje i obelezavaju se sa f! (x) i f’ (x) re-
spektivno.

Ako u tacki x postoje levi i desni izvod funkcije f i ako su jednaki, tada
postoji izvod funkcije f u tacki x, tj. vazi

fi(@) = fL(z) = f'(x).

e Tablica prvih izvoda elementarnih funkcija

(© =0
(%) = az* ' 1.2>0, a € R\ {0}
2.x<0,a:B,pEZ,q€N,qneparno
q
3.sz,a:BZLpEZ,qu,qneparno
q
(log, z) = L a>0,a#1, x>0
ga - xlna’ 9 ’
1
Inz) = =, x>0
(Inz) o

223
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(ctg )’

(arcsinz)’

a®lna, a>0
e’, reR
cosxz, r€R

—sinz, r € R

xeR\{(2k+1)g|k€ A

cos?2 g’

1

lz] <1

1
V1—22’

1
(arccosz)’ Bt lz| <1
1
(arctg a:)/ = m, rzeR
1
(arcctgz) = i ¥E€ R

e Osnovna pravila diferenciranja
Neka funkcije f i g imaju prve izvode u tacki x iz intervala (a,b). Tada je:

(c-f(x)) = c-fx), ceR
(f@) £g(@) = fl2)£d ()
(f@)-9(x)" = f(2)-9)+f(2) g ()
gg)) _ S@) g(x;zx];(x) 9@ 20

e Izvod slozene funkcije
Neka funkcija g : (a,b) — (¢, d) ima izvod u tacki € (a,b), i neka funkcija
f (¢, d) = R ima izvod u tacki g(z) € (¢, d).

Tada slozena funkcija b : (a,b) — R, h(z) = f(g(z)) ima izvod u tacki =
i vazi

e Izvod implicitne funkcije
Ako je funkcija y = f(x) data implicitno jednac¢inom F(x,y) = 0, onda se
odreduje izvod funkcije F' po z, gde je y funkcija koja zavisi od xz. Tako
se dobija izvod funkcije f u implicitnom obliku.
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e Izvod inverzne funkcije
Neka je f : (a,b) — (c,d) bijektivna funkcija, a f~! inverzna funkcija za
datu funkciju. Ako funkcija f~! ima izvod u tacki z i ako je f'(f~1(x)) #
0, onda je

e Izvod parametarski zadate funkcije
Ako funkeije © = z(t) i y = y(t) imaju izvode po t i ako je a'(t) # 0, onda
= z(t)

arametarski zadata
=y(t) P

je izvod parametarski zadate funkcije { C;
x = x(t)
funkcija yi(t)
vt =2
3 (1)

e Geometrijsko znacenje prvog izvoda
Vrednost prvog izvoda funkcije f u tacki x jednaka je koeficijentu pravca
tangente na grafik funkcije f u tacki x.

Jednaéina tangente t na grafik funkcije f u tacki A(xg,yo) krive y =
f(x) je
t:y—yo=f"(zo0)(x — o),

ukoliko je prvi izvod f'(zo) konacan. Ako f’(xg) nije konacan (f'(x¢) =
+00), onda je tangenta prava x = xg.

Jednacina normale n na grafik funkcije f u tacki A(xg,yo) krive y =

f(z) je
— (o)
n:y—yo=——4— (-0
f'(xo)
ako je prvi izvod f’(z¢) konacan i f'(xzq) # 0.
Ako je f'(zg) = 0, tada je normala prava x = xg, a ako prvi izvod nije
konacan (f'(z¢) = +00), tada je normala prava y = yo.

e Izvodi viseg reda
(n+1)-vi izvod funkcije f je prviizvod (ako postoji) n-tog izvoda funkcije
4. /
@) = (f (@), neN.

e Diferencijal funkcije
Ako funkcija y = f(x) ima kona¢an prvi izvod u nekoj tacki x, za prirastaj
funkcije Ay vazi
Ny = f(x) - Az + a(Azx) - Ax

gde je Alimooz(Aac) = 0. Diferencijal nezavisne promenljive z je
z—

dxr = Az,
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a diferencijal zavisne promenljive y je
dy = f'(z)dx.

Ako funkcija f ima konacan prvi izvod u tacki x, kazemo da je funkcija
f diferencijabilna u tacki z. Ako je funkcija f diferencijabilna u svakoj
tacki intervala (a,b), kaze se da je ona diferencijabilna na intervalu

(a,b).
Z.adaci

1. Odrediti, po definiciji, vrednost f’'(0) ako je
a) y=sinz. b) y=+/z.

Resenje:
Po definiciji, vrednost prvog izvoda u tacki zg = 0 je

Az50 YAV ’

ako ova vrednost postoji.

fn 1 sinAacfsinOi . sinA:ci
@) £10)= Jim —— o —— = im = =1
/ _ . V A - \/6 _ . 1
b) f10) = Jim — = A o
1
i _ : _
fr0) = lim g =+
1
f2(0) = lim -

Ax—0~ Ax -
Dakle, za funkciju f(z) = /2 desni i levi izvod u nuli nisu jednaki

pa prvi izvod u nuli ne postoji.

2. Koristedéi definiciju prvog izvoda, odrediti izvod funkcije
y=Inz za z € (0, +00).

Resenge:
v o fle+Ax)—f(x) . In(z+Ax)—Inz
fla) = fim, A = A, Az =
n T+ Ax
B z R S AV
o Alalggo Ax - Aligo Az ! x
Dy 2 <t 1
= lim ln(m+ x)A =In lim (1+—>A —lner = —.
Azxz—0 T z—0 “ T
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2?2+ Az, >0

3. Odrediti konstantu A tako da za funkciju f(z) = { sinz. <0

postoji prvi izvod u nuli.

Resenje:
Da bi za funkciju f postojao prvi izvod u nuli, moraju postojati levi i
desni izvod u toj tacki i moraju biti jednaki. Dakle koristimo da je

F1(0) = £2(0) = £4(0)
ako postoje vrednosti f’ (0) i f (0).

in(0 + Az) —sin0 . sinAx

Loy = 1 sin( _ _

F2(0) Awlinm— Ax Axg})— Ax
, 0+ Ax)?+ A0 + Ax) (Az)? + ANz

/ = 1 ( = 1 =

1+(0) Arso+ Az Ar o+ Az
= Alim +(Ax + A) = A.
z—0

Dakle, da bi bio ispunjen uslov f’ (0) = f (0), mora biti A =1 i tada je
F(0) =1

4. Naéi prvi izvod funkcije

1

a) y= b) y=+vx
T 14+ vz

c) y= d) y= Ve

x+1 11—z

_— Inx
e) y=¢€sinx f) v=a
g y=——" a4l ikmkeZ

1 —sinx 2

za sve vrednosti x iz domena funkcije y.

Resenje:

Trazene izvode odredi¢emo koristeéi tablicu izvoda elementarnih
funkcija i pravila za izvod zbira, proizvoda i koli¢nika.

_ _1_ _ 1
By = @) = (et =t =L
1 1 1
b) y = (22) =2 '=_a"r=—— z#£0.

2 2 2z’

Za x = 0 prvi izvod ne postoji (vidi Zadatak 1 b)).

0 , 2w+ 1)—z@x+1) rx+l-x 1
S N R
q) 4 = A+va)(1—ve) -0+ Vr)(d - V)

1 -V
2\/5(1_\/5)_(14_\/5)2_\/5

B (1 Va)?
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e L s S U
T O-var vEa-Vver T

U tacki 2 = 0 desni prvi izvod je f} (0) = 2.

e) ¥y = (e*) sinx + e*(sinx)’ = e*sinx 4 e* cosx =
= e*(sinz + cos ).

(Inz)z? —Inz(z?) 122 -2z

f) o = o =z — =
_z—2rlnzx 1-2nz
x4 3
, _ (cosz)'(1 —sinx) —cosx(l —sinz)
8y = (1 —sinz)? B
_ (=sinz)(1 —sinx) —cosx(—cosx)
B (1 —sinz)?
_ —sinx + sin? z + cos® z _ 1
N (1 —sinz)? ~ 1—sinz

5. Naéi prvi izvod funkcije

a) y=e¢ . b) y=+v1-2z2

(z+1)° 3 1
—xr d) y= - .

©) v (x—1)2 ) y=cosa cosd x
e) y = Vsin3z + sina?. f) y=In(sinz).

1
g) y:arctg?. h) y = arccose”.
i) y=sin2z .2, j) y=In?z—In(lnz).

rz—1 p
) y=3m——r ) v

Resenje:

U svim navedenim primerima potrebno je naéi izvod slozene funkcije.
Napomena: U tackama u kojima prvi izvod nije definisan, a koje pripadaju
unutrasnjosti domena funkcije y, izvod se trazi po definiciji.

a)y = e " (-z) = —e "
o Y gy = L ey =
by = 21 — 22 - 21 — 22 (~22) V1—a?
, (@)Y @—1’— @+ DY@ =1
<)y -1
3@+ 1)@+ 1) (-1 = (z+1)3 2@ —1)(z—1)
B (x —1)4 N
_ (x+ 1%z -1)3B(x—1)—2(x+1)) _ (x +1)%(x — 5)
(z—1)* (z—1)

d) ¥y = 3cos’z-(cosz) — (=3cos *z)-(cosz) =
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3
= 3cos?xz(—si —  (—si =
cos” z( Slnx)+cos4x( sin x)
1
= —331nx(cos2x+ 1 )
cost

- (sin3z) + cosz? - (2?) =

1
e - -
)y 2v/sin 3z

3cos 3z 4 92 cos 2?
= ———+2zcosz”.
2+/sin 3z
1 1
f) y = —— (sinz) = ——  cosz = ctguz.
sinx sin x
)y = 1 (1)’ _ 1 -2 2z
1 e
h) ¢y = ——————(") = ———=.
)y == S
i)y = (sin2x)" e 4sin2x- (507) =
= cos2z-(2z) - ™7 +sin2z - " (sinz) =
2082z - €% 4 sin 2z - cos x - €517,
1 2Inz 1
i)y = 2lnz-(nz) — — - (Inz) = - .
Dy ne- (nz) Inz (In) x rlnzx
z+1 rx—1YV/ z+1 z4+1—-2+1
kY = 3 ( ) = . -
)y z—1 \z+1 z—1 (x+1)2
1 2 6
Tz -1 41 221
1) o 3%13(:”)' g5 g, e L
= nT . n . — e nT . n - —_—
Y Inz In® z

6. Naéi drugi izvod funkcije

a) y =In(z+ v1+22?). b) y = (z — 2)e®*.

Resenje:
Drugi izvod funkcije odredujemo kao prvi izvod prvog izvoda.

/

1 2
a = 1+ )
)y m—i—\/l—l-ac?( 21 + 22
1 Vi+22+2 1

x+\/1+x2. V142 V1 ta?

1 3 T
I D .
y 5( ) T
b) y = e+ (z—2)* 2 = (2 —3)e*;
y' o= 20 4 (20— 3)e* -2 = 4(x— 1),

7. Odrediti y! parametarski zadate funkcije
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a) z =sint, y = cost.
b) z=Int, y=t+1.
t

c) z=et y=e.

Resenje:

Prvi izvod odredujemo koristeéi pravilo za diferenciranje parametarski za-
date funkcije. Kako je y, ponovo funkcija koja zavisi od ¢, i drugi izvod
odredujemo na isti nacin, kao izvod prvog izvoda, zadatog parametarski.

/ ! 3
, A (cost) —sint
&) U x} (sint)’ cost &
y! = (y2)1 _ (—tgt) _ _cosl""t _ 1
I ) (sint)’ cost cos3 t’
!/
SRS R Y
Yoo T Ty T T T T
2 4\/ 2,2
. (£=21) - 27 —"41 o241 t-}-l
Yo = Tty T 1 St t’
, _ (e2t)/ _ 26225 _ 3t
C) Yo = (e_t)/ T et €
"o (*26&), _ —6e? - 6 4t
Yo = (e—t)/ T et e

8. Izracunati x; funkcije y = x+In x koristeéi izvod inverzne funkcije.

Resenje:
,71+17:v+1§x,717 T
Yo = r oz Vool x4 1]

9. Nadéi prvi i drugi izvod implicitno zadate funkcije y = y(z)

a) 2% +y3=ad b) eV =z+y.
c) lmy+i=c d) arctg® = 1In(z? +y?).
Resenge:

Ako je funkcija y = y(x) data implicitno jedna¢inom F'(x,y) = 0, prvo se
odredi izvod leve i izvod desne strane po z, pri ¢emu se vodi ra¢una da
je y funkcija koja zavisi od x. Dakle i izvod 3’ funkcije y se dobija takode
u implicitnom obliku. Drugi izvod funkcije y se takode trazi kao izvod
implicitno zadate funkeije v’ = v/ (z, y(x)).
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a)
By =
322+ 3%y = 0
2
X
y = ——, y#0;
y
g 2xy? =22ty
Y
2xy+2x2-z—§
T R
- _2x(w3+y3)
- i
b)
e = z+y
eyy/ — 1+y/
y'e-1) = 1
Vo= g v#0
" o /o
oo (ev 1)2.69 oo
o (ev —1)2 e
—eY
(v —1)3
c)
lny—|—E = c
y
1 — vy
7y/+y 22/ -0
y y
vy +y—axy = 0
Y(y—z) = —y
y
y = Y F T
r—y
g Y-y -yl-y)
(z —y)?
gy -y -E)
(x—y)?
y2
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d)
1
arctg % 3 In(z? + y?)
1y 11,
1+(y)2(m) 2w Y
x2 yvr—y 1 1
: S (224 2y
22 4 y2 2 B) x2+y2(x+ vy')
y'r—y z+yy
sz +y2 x2 +y2
y'r—y z+yy'
y'(z—y) z+y
r+y
y' Y F T
=Y
) A+y)z-—y —(z+yd-y) _
(x —y)?
r—y+ay —yy —z—y+ay +yy
(x—y)?
20— 2% 2(a® +47)
(x —y)? (x —y)?
10. Odrediti prvi izvod funkcije
. 1 z
a) y =% b) y = (cosx)*™ . c)y (;ﬂ
Resenje:

Potrebno je diferencirati funkciju oblika y = f(2)9(*), §to nije mogude
uraditi primenom nijednog od navedenih pravila. Zato prvo logaritmujemo
datu funkciju, a zatim trazimo izvod dobijene implicitne funkcije.

a)

2| e o«

~

<

SRS

= Inz+1

= z°(lnz+1).

= (cosz

)sin T

= sinz - In(cosz)
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p .
Y = cosz- In(cosz) + sinx - et
Yy cos
y 1 2 -2
= = (cos® z - In(cosx) — sin” x)
y cosx
y = (cosz)™* L(cos’z - In(cosz) — sin® z).
~ (Inx)*
C) y = plnz
Iny = In(lnz)* —Inz™®
lny = zln(lnz)—Ilnz-lnzx
! 1 1 1
v In(lnz)+z-— - —=2.-—Inzx
Y Inz =« T
, (Inz)* 1 2lnz
= B = :
Y gz ( Il(nx)Jrlnnc x )

11. Napisati jednacinu tangente i normale krive

a) y=a22+2z u tacki &ija je apscisa x = 1.
b) z =2tgt, y=2sin’t +sin2t u tacki A(2,2).

Resenje:

a) Ordinata date tacke je y(1) = 3. Funkcija je data eksplicitno §to znaci
da je y' = 2z + 2, a u datoj tacki je y'(1) = 4. Tada je jednacina tangente
u tacki (1,3)

t:y—3=4(x—1), odnosno ¢ : 4o —y — 1 =0,
a jednacina normale
1
n:y—3:—1(:v—1), odnosno n : x +4y — 13 = 0.

b) Treba prvo odrediti vrednost parametra ¢ u datoj tacki A koristedéi
jednacine xz = z(t) ili y = y(¢). Znadi, 2 = 2tgt, tj. tgt = 1, odakle je
t = 7. (Vrednost t = %’T ne uzimamo u obzir jer tada nije y = 2.)

Na osnovu pravila za izvod funkcije zadate parametarski dobijamo

, 4sintcost + 2cos2t

Yy = cos? t(sin 2t + cos 2t)

cos2 t

U datoj tacki Ajey' (%) = % Tada jednacina tangente u tacki A ima oblik
1 .
t:y—2:§(:c—2); tj. tix—2y+2=0,

a jednacina normale

n:y—2=-2x-2) tj. n:2x+y—6=0.
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Z.adaci za samostalni rad

1. Nadi prvi izvod funkcije
a) y = 3vVa? —22\/2. b)y:w—?. c)y:ﬁ—i}l.

Rezultat:
;2 3/z. b)y = R U)) I — bz
a)y' =gz —3VE. by =72 oY = e

2. Nadéi prvi izvod funkcije
2
a) y = ((25;53))2 . byy=In(ctgr+ ). ¢)y=+1—22arcsinz.

sinx

Rezultat:
26(2x—3 ~csi
a)y = EG D)y =~ o)y =1 - el

3. Nadi drugi izvod funkcije

a) y =sin®z+cos'z. b)y=arctg e,
Rezultat:
a) y = —2sin2zxcos2zx ; y” = —4cos4dx.

b)y = 1+11.2 sy = ﬁ

4. Odrediti y? parametarski zadate funkcije

2
a)y:(t%) ,x:H%l. b) y = bsin®t, x = acos’t.

Rezultat:
1

—2t
a)y;:m,yagZQ

b b
b) v, = - tat, Y

" 3a2costtsint’

5. Nadi prvi izvod implicitno zadate funkcije

a) Va2 + 2 = Va2 b) Inz+e 7 =c.

Rezultat:
Dy =—yL by =

x

y
x

+e=.

8 <

6. Odrediti prvi izvod funkcije
a)y=(a?)" b)y=(3)""

Rezultat:
a)y = (2%)"(Inz?+2). b)y =) (Inl -—Inz).
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7. Napisati jedna¢inu tangente i normale krive y = ﬁ u tacki cija je
apscisa x = 2a.

Rezultat: )
t:era:th(foa); n:y+g:72a2(x72a).
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10

Primena izvoda

Lopitalovo pravilo

e Grani¢ne vrednosti mogu biti razli¢itog neodredenog tipa

O» 00 ”
"0 Y Moo 7V

9 9 oo 09 0»
0-00”, ;00 —00", ,1°7, 077, joo"”.

U ovim slu¢ajevima pogodno je primeniti Lopitalovo pravilo.

e Lopitalovo pravilo (teorema). Neka su funkcije f i g neprekidne u
nekoj okolini U tacke a i imaju izvod za sve x iz te okoline sem eventualno
u tacki a i vazi ¢’(z) # 0 za sve z € U \ {a}, gde je a broj ili simbol
beskonacnost{l] (a = £00).
Ako lim f(z) = limg(z) = 0 (ili lim f(x) = lim g(x) = o0) i pos-
Tr—ra T—ra Tr—ra Tr—ra

toji (konacna ili beskonacéna) grani¢na vrednost lim g :Eg, tada postoji i
r—a

lim £&) § vazi

z—a 9(@)

@) _ L f @)

lim —% = lim .
Pg@) g @)

e Pokazimo da se i ostali neodredeni izrazi mogu transformisati na oblike
,,%” ili ,227, koji su pogodni za primenu Lopitalovog pravila.

1° ,0-00”. Priizrac¢unavanju graniéne vrednosti lim (f1(z) - f2(z)), gde
r—a

je lim f1(z) =01 lim f3(z) = 0o, mozemo izraz fi(z)- f2(z) zapisati
T—a T—ra

H1(@)- fola) = 1)

fa(z)

na sledeéi nacin

i tako ga svesti na oblik ,,%”.

LAko je a = co(—o0) onda se pod okolinom U podrazumeva skup svih brojeva z tako da
jex > %(—x> %),zaneko£>0.

237
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2° oo —o0”. Pri izracunavanju lim (f1(z) — fa(z)), gde je lim fi(x) =
T—ra r—a

= lin%) f2(x) = 00, mozemo postupiti na sledeéi nacin:
r—r

Kako je
fa(z)
_ — 1_
Ao - o) = i) (1- 743
ako ﬁgig — 1 kada © — a, dobijamo sluéaj 1°. Ako ?Exg ne tezi ka
l(x%a),odnosno%%ooﬂi%%c,c;«él(x )onda
dobijamo odredene izraze ,,00 - 00” = 00 ili 00 (1 —¢)” =

3° 17 097, 00%”. Ti oblici se pomoéu jednakosti

[f1(2)]72(®) = ef2(®)In fi()

svode na slucaj 1°. Dakle, pri racunanju izraza lim fi(z)7>(*) prvo
r—a

ra¢unamo li_r>n fo(z)In f1(z).

e U zadacima ¢emo iznad znaka jednakosti uvek naznaciti o kom tipu granic¢ne

vrednosti se radi. Primena Lopitalovog pravila, odnosno koriséenje jed-
nakosti lim £& = lim £(2) ,
z—a 9() z—a 9 (%)

obelezavaéemo sa (L, 6) ili ( ,%) u zavis-

nosti od tipa grani¢ne vrednosti lim £ m) Citaocu se ostavlja da proveri
r—a

da li su uslovi za primenu ovog pravila zadovoljeni.
Tejlorova i Maklorenova formula

Neka je f neprekidna funkcija koja ima neprekidne sve izvode do izvoda
reda n na intervalu [a,b] i ima izvod reda n + 1 na intervalu (a,b). Tada
za x,xo € [a,b] vazi Tejlorova formula

gde je
"(g (n) z n
Tn(x) f($0)+f (500)(1’*350)+f ( 0)( 0)2+...+fn7(10)(1’—x0) ,

n+1
Ro(x) = L5 (@ — wo)™*,

e=x0+0-(r—29) 1 0<b<1

(drugim rec¢ima, ¢ je neka tacka izmedu zg i x).

Polinom T;, se naziva Tejlorov polinom stepena n za funkciju f u okolini
tacke xg, i kaze se da on aproksimira funkciju f u okolini tacke x( sa
greskom (ostatkom) R,,.

Kazemo da je, za svaku tacku z iz okoline tacke xg, vrednost f(x) funkcije
f u tacki x aproksimirana sa Ty, (), i pisemo f(z) = T, ().
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e Za zy = 0 dobija se Maklorenova
f(z) = My (2) + Ry (2), (10.2)

M, (x) = f(0) + f/(0) + 002 4 4 f<"><o> o,

()
Ro(z) = f(n+1)( ) +1’

gdejee=0-210<6 <1 (cjeizmedu 01 z).
e Prema Maklorenovoj formuli dobija se:

2 3 "

c _ “L r —
¢ = ldat o+ttt o+ Ra),
n+1 0
Rn@:m‘e ;
. x3 x5 i 2k—1
sinz = x—g-l-a—n-‘i‘(_l) W+R2k(x)’
(—1)k$2k+1
Rop(z) = Wcosﬁx;
a’j2 ZA 2k
cosr = 1-— o7 +E—---+(_1) (2k)! + Rop (),
(—1)k+1g2h+2
Ropg (@) = ~—p =gy cos 0
In(l+z) = _J;—2+x—3— +(—1)"‘1£+R()
n X = T B 3 n n\T),
R, (z) = (e
n (n+1)(1+0x)n+1’
n+1
R.(z) =
<n+1) 1+91. n+l—a”

(Napomena: (2) = def afa—1). (0‘ alazl).(a=ntl) () = def 1,meN, aeR)

n
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Zadaci

Lopitalovo pravilo

1. Izrac¢unati graniénu vrednost

. et —e " . tgx—=
a) lim . b) lim ——.
z—=0In(e —z) +z —1 =0 T — sinx
o) li arct'g 2z ' d) Tim sin(z — 1).
z—0 arcsin 5z z—1  Inz

Resenge.

Ove grani¢ne vrednosti su oblika ,,%” i mozemo direktno primeniti Lopi-

talovo pravilo.

T —e " €9 . e+ L

li 20) i et
2) a:lg%)ln(efx)erfl m%e%lw+1

20 e*(e—xz—1) e—1
tgr —x (L9 s — 1
b) lim 8L % o) i ce?a — -
z—0x —SInx z—0 1 —cosx
. (1—cosz)(14+cosz) . 1+cosx
= lim = lim =
z—0 (1 —cosx)cos? x =0 cos?x
1
tg2x (L,8 1T 2 2
c) Jim 82T (o) lim 22 Z 2
z—0 arcsin bx z—0 T 5 5
a) 1 sin(z — 1) (Lig) i cos(ai— 1) _
r—1 ln:]; r—1 >

2. Izracunati grani¢nu vrednost

a) lim —cosx-ln(x—a). b) lim ln—x
z—a In(e® — e®) z—o0 I
im (22 - 22 ' — e
c) il_r)%(x ew?). d) xgrjloo(x T-er2).
1 1
e) lim ( - — ) .
z—0 \sinz
Resenje.

U zadacima pod @) i b) imamo granicne vrednosti oblika ,,2”. Moze

se direktno primeniti Lopitalovo pravilo.
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cosz - In(x — a) In(z —a) (L,2)

a) lim ————————~ = limcosz - lim ———~ =
z—a In(e® — e®) z—a z—a ln(e® — e®)
1 1 x a )
. T—a . . er—e” (L,E)
=cosa- lim — =cosa- lim — - lim =
r—=a —— . e z—a et z—a T —a
et —e®
1 x
=cosa-— - lim — = cosa.
et xz—a
1
Inz (L, = 1 1
b) lim — =" lim —%— =—" lim — =0.
z—oo " z—o0 nrt—1 n xz—oo gh

¢) Pre primene Lopitalovog pravila, neodredeni izraz oblika ,0 - c0”
svodimo na oblik ,2>”.
1
5 1 (0o0) . e (L=) —

lim z° - e=? " =" lim
z—0 z—0 ol x—0 —

Grani¢ne vrednosti u zadacima pod d) i e) su oblika ,00 — c0”. Fak-
torizacijom taj oblik svodimo na ,,0-00” a zatim na oblik ,,5>”, nakon
¢ega primenjujemo Lopitalovo pravilo.

1
i wa) 29y ety (20 gy, 1€ (D)
I T —z? ) . .
T A w22 T (- =-1L
1 1 00—00 1 00"
e) lim< : —>( = )lim—-( = —1) (02:0)
z—0 \ SInx x z—0 T s x
N v A L) sinz —zcosx (L,3)
= hm —_— = hm — a
=0 z z—0 sin” x

COST — COST + xsinx
= lim - =0.
z—0 2sinxcosx

3. Izracunati grani¢nu vrednost

a) lim z°. b) lim 257 o) lim (ctez)T.
) gt b I ) i, (cte )
d) lim (ctgz)®=. e) lim z#-1. f) lim(3x+1)Ctgm.
z—0t r—1 x—0
Resenge.

a) Grani¢na vrednost je oblika ,0°”.
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Neka je lim 2 = A. Tada je
z—0t

<00 1 L,

InA=1In lim 2% = lim xlnx(oz) lim g( =)

rz—0+ z—0+ z—0t P
1

N —z) =0.
A ()

= lim
z—0t 7.’1672

Na osnovu toga je
mA=0 = A=¢"=1.

b) Grani¢na vrednost je oblika ,,0°”.

Neka je lim 2% = A. Tada je
(0-00)

z—0t
ST — Jim Inz®"® = lim sinz-Ilnzx
z—0t+

InA=In lim z
rz—0t

z—0t
2

sin“ x

8|~

_ Inz (L,2) . L
= lim —— = lim —*%——=— lim
z—0t ST z—0+ snZz COS T z—0t I - COST
sinx

— lim tgz - lim
z—0+t z—0t

=0-1=0.

T

Na osnovu toga je A,
mA=0 = A=¢"=1.

¢) Grani¢na vrednost je oblika ,00°”.

Neka je lim (ctgz)® = A. Tada imamo
z—0t
i : 0- . Inctgx (L,
A= lim (ctgz)® = lim zlnctgz = lim te (L,%)
z—0+ z—0+ o0+ 1
1 -1 5
— lim ctgz sin?x — lim :L’i _
=0+ —I% z—0t sinx - cosx
T x
= lim — - lim =
z—0+ sinT z—0+ cosx
Prema tome je
mhA=0 = A= 60 =1.

d) Graniéna vrednost je oblika ,00%”.

Neka je lim (ctgz)®s = A. Tada imamo
z—0t

. Inctgzx (L,

Inx N

InA =1 lim (ctgz)ms = 1
n n lim (ctga)? Jim

z—0t
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1 —1
. ctgz " sin?z . x
= lim gf:_ lim ———M = —1.
z—0t T r—0t SIN X - COST

Na osnovu toga je

1
mA=-1= A==,

e
e) Grani¢na vrednost je oblika ,1°°7.
Neka je lim 271 = A. Tada je
z—1
1 L, i
InA = Inlim 271 = lim nr :0) Iim £ =1
rz—1 x—1 1 — 1 r—1 1

Prema tome je
mhA=1= A=e.

f) Grani¢na vrednost je oblika ,1°°7.
Neka je lim (3z + 1)%8® — A, Tada je
T—>

— Inli ctgr _ J; (o2:0)
InA=1In ili}r(t)(i%ﬂ? +1) ili)%(ctgmln(?)x +1))

In(3z + 1) (L0 =
i 22D L)y BT g
x—0 tgx z—0 T

Prema tome je
mA=3 = A=¢.

Tejlorova i Maklorenova formula

1. Za funkciju f(x) = o® napisati Maklorenov polinom stepena n.

Resenje:
Dokazacemo, koriste¢i matematicku indukciju, da je
f™(z) =" a-a®.

Prva tri izvoda date funkcije su

fl(x) = Ina-a®;
f"(z) = In®a-a%
" (z) In®a-a®.

Ako pretpostavimo da vazi f(™(z) =In" a - a®, onda je

fO(2) = (f™(2)) =m"a- (a®) =In"a-a®Ina=In"""a-a®.

243
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Kako je za svako n € N, f(™(0) = In" a, to je

In®a In" a

2
n“a
%+ 2+ + -z

|
M,(z)=1+na-z+ g = ]

Napisati polinom P(r) = 2% + 2° + 222 — 122 + 8 po stepenima od
r+ 1.

Resenje:

Napisacemo Tejlorov polinom petog stepena za funkciju P u okolini tacke
Tro = —1.

Plx) = 2°4+2°+22° —120+8 P(-1)=20
P'(z) = b5a*+32% +4o—12, P(-1)=-
P'(x) = 202°+6x +4, P'(-1) =
P"(z) = 60z*+6, P (— 1)—66
P®(z) = 120, P?(~1) = —120
PU(z) = 120, PY(—1) =120
PY(z) = 0.

Kako za svako n > 5 vazi P (z) = 0, dobija se da je
2 3 4 5
P(z) =20 — 8(x + 1) — 22 @ 4 g6 &L 12024 4 190zl

P(z) = (x+1)° =5(x+ D+ 11(z + 1)> = 11(z + 1)* — 8(z + 1) + 20,
sa greskom Rj(z) = 0.
Aproksimirati broj ¢ koriste¢i Maklorenov polinom Sestog ste-
pena.
Resenje:

Ako u Maklorenovu formulu za funkciju f(z) = e* stavimo n = 6, onda je

22 23 2t 2 af
Mg(z) =1 i B
(x) +:c+2'+3+ +5'+6
odakle je
— ol ~
e=e NM()—1+1+ —1-3'—1- +5'+6' 2.71806 .

Aproksimirati v/4.1 koristeéi Tejlorov polinom treceg stepena.

Resenje:
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Vrednost funkcije f(z) = v/ u tacki z = 4.1 je v/4.1. Odredi¢emo Tejlorov
polinom treéeg stepena za funkciju f(z) = +/z u okolini tacke o =4 .

flz) = Va, f(4) =2
@ = 5= =5
@) = s W=
) = e W= g
Ts(z) =2+ i(m—él) - 6i4(:c—4)2+ 5—12@—4)3
VAT~ Ty(4.1) =2+ i 01— 6i4 - (0.1)2 + 5% -(0.1)® = 2.02485 .

5. Data je funkcija f(z) = e *(2 — z). Aproksimirati je Tejlorovim
polinomom trecéeg stepena u okolini tatke 1y = 1 1 oceniti
apsolutnu vrednost greske na intervalu (1,32).

Resenge:

Nadimo, prvo, sve izvode do petog reda date funkcije.

flx) = e " (2—-ux), 1) =e"
flle) = —e*2-2)—e=—"B-a), [f(1)=-2""
') = e*B—-z)+e "=e"4-2x), (1) =3¢
f"(xz) = —e"d-—z)—eT=—e5-x), f"(1)=—4e"
fPxz) = e*6-x)+e *=e"(6—u1).

(
Prema Tejlorovoj formuli, za funkciju f(z) = e”*(2 — z) u okolini tacke
xo =1, vazi

f‘//(l)
2!

Dakle, Tejlorov polinom date funkcije u okolini tacke zo =1 je

f///(l)

30 (x — 1)+ R3(x) .

(x—1)%+

fl@)=f)+ )@@ -1)+

Ty(x) =e ! (1 —2(x—1)+ g(x - %(m - 1)3> .

e 1)t 1<e<a <3,

1)
Kako je 1 < g, to je e7¢ < e~ ! (jer je g(x) = e~ monotono opadajuéa
funkcija) i —e < —1, odakleje6—e <6—-1=5.Zal <z < %je r—1< i
i (zx—1)* < 4. Tako dobijamo

[Ba()] = | F42 @ - 1) =

—X
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f7(e) 4 5 1 5 —4 5
= -1 —_— =< — -1 , (1, 7>.
| Rs(@)] ‘ T Gl A TR T vior A A A O
6. U kom intervalu polinom T3(z) = = — % aproksimira funkciju
f(z) = sinz sa greskom po apsolutnoj vrednosti manjom od 10~°?
Resenje:
Data aproksimativna formula je Maklorenov polinom drugog stepena za
funkciju f(z) = sinz .
Greska aproksimacije je
|Ry(z)| = '(1)25;@55 L e=0-2, 0<0<1.
Iz (=1)2 =11 |cose| < 1, sledi
|z
|Ry(2)] < B
Da bi ta vrednost bila manja od 10~°, mora biti
> <107° -5l tj. < ==
o <1075, g ol < Y
§to znaci da je trazeni interval (—0.26,0.26) .
7. Koliko ¢lanova Maklorenovog polinoma treba sabrati da bi se

vrednost 2ve? izraéunala sa greSkom manjom od % -1072 7

Resenje:

Vrednost Ve? = €3 je vrednost funkcije f(z) = e® za x = 2. Za njeno
priblizno odredivanje koristi¢emo razvoj funkcije f(x) = e* u okolini tacke
xg = 0. Maklorenova formula za funkciju f(z) = e® je

wl

e’ = Z T + R, (x),
k=0

gde je R, (z) = %eaw .Treba da odredimo koliko ¢lanova treba sabrati
da bi se 3Ve? izraéunao sa greskom manjom od %10*2 , tj. treba da

odredimo n iz uslova da je

n ()

Ca

(n+1)

20

1 1
~107%2 = — 6 < 1.
<20 200,O< <

!6
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Za 0 <1jee3? <e3, jerje g(xz) = 3% monotono rastuca funkcija. Tada
je

)< e

3 (n+1)!
Kako je €2 < 8, to je Ve2 < ¢/8=21

odakle sledi

zan=1: %£:%>W%o;
zan=2: %%:%>ﬁ’
zan=3: %%3:1%1‘3>2T1)0;
zan==4: %%:ﬁ<ﬁ~

Dakle, n =4, tj. treba sabrati pet ¢lanova, tako da je

2 2 4 2 473
31/2%1 — — J— 7:7z1946
€ t3totsr Tom T a3

Z.adaci za samostalni rad

1. Izracunati grani¢nu vrednost

e’ —1 In(sin ax)
lim ———. im —— b>0).
@) 250 In(z + 1) 250 In(sin bx) (a,6>0)
¢) lim z(ex —1). d) lim (arcsin(z — a) - ctg (z — a)).
T—00 z—a
Rezultat: a) 1. b) 1. ¢)1. d)1.
2. Izracunati grani¢nu vrednost
. 1\*
a) lim(1+ 2x)=. b) lim (1+ ) .
z—0 T—00 T
- (z . )mlm
¢) Jlim (5 —arctge .

Rezultat: a) e?. b) e*. )

o~
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3. Napisati polinom f(x) = 2* + 22® — 2 + 10 po stepenima od x + 2.

Rezultat:
fl@)=(x+2)*—6(x+2)3+12(x+2)? - 9(z +2) + 12.

4. Koriste¢i Maklorenovu formulu izra¢unati 1/e na tri decimale.

Rezultat:
Ve =~ 1.648.

5. Izracunati priblizno v/70 tako da napravljena greska ne bude veéa od 0.001.

Rezultat:
~ 31
V70~ 4- 556
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Ispitivanje funkcija

Kod ispitivanja funkcije, potrebno je uraditi sledece:
e Odrediti oblast definisanosti funkcije.
e Ispitati specijalna svojstva (parnost, neparnost, periodi¢nost).
e Odrediti nule i znak.
e Odrediti intervale monotonostili ekstremne tacke.

— Uslovi monotonosti.

Neka je D CR i f: D — R neprekidna funkcija na intervalu [a, b].
Ako za svako = € (a,b) C D, f'(x) postoji i
f/(z) > 0, onda je funkcija f rastuéa
> 0, onda je funkcija f neopadajuca
onda je funkcija f konstantna
onda je funkcija f nerastuca
onda je funkcija f opadajuca
na (a,b).
— Neka je f definisana u nekoj okolini zy u kojoj dostize ekstremnu
vrednost. Tada ili f’(xg) ne postoji ili je f'(xg) = 0.
Tacke domena funkcije u kojima f’(z) ne postoji ili f/(z) = 0, nazi-
vamo kritiénim tac¢kama i one predstavljaju mogucée tacke u kojima
funkcija dostize ekstremnu vrednost.

AvAN
coo

— Neka je f neprekidna u xg. Neka je f diferencijabilna funkcija u
nekoj okolini U tacke xg, osim eventualno u tacki xg.
Ako je f'(x) >0zax € UN(—o0,z0) 1 f'(x) <0 za
x € UN(xg,+0), onda funkcija u tacki ¢y ima lokalni maksimum.
Ako je f'(x) >0 zax € UN (xg,+00) i f'(x) <0 za
x € UN(—o00,xp), onda funkcija u tacki z¢ ima lokalni minimum.

! Definicija monotonosti i ekstremne vrednosti funkcije moze se videti u [3].

249
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Drugim recima i ne tako precizno, ako f’(x) menja znak kada x
prolazi kroz xg, onda je to tacka u kojoj funkcija dostize ekstremnu
vrednost.

e QOdrediti konveksnost i prevojne tacke.

— Neka funkcija f : (a,b) — R ima drugi izvod na (a,b). f(z) je
konkavna (konveksna) na (a,b) ako i samo ako je f”(z) > 0
(f"(z) <0) za z € (a,b).

Neka je f definisana u nekoj okolini U tacke zg i u toj tacki ima
konacan ili beskona¢an prvi izvod i neprekidna je. Tacka (zq, f(z0))
naziva se prevojnom tackom grafika funkcije f, ako je f konveksna
(konkavna) na skupu {z € U| ¢ > xo} i konkavna (konveksna) na
skupu {x € U| x < z¢}.

Neka funkcija f ima prvi izvod u nekoj okolini U tacke xg i ima drugi
izvod u U\ {zo}. Ako f”(x) menja znak pri prolazu argumenta kroz
tacku xg, onda je (zo, f(xo)) prevojna tacka grafika funkcije f.

Neka funkcija f u zp ima sve izvode zakljuéno sa n-tim(n > 2) pri
cemu je
f®(20) =0, za k=1,2,...,n—1 i
() #0
Ako je n = 2k (k € N), onda funkcija ima ekstrem u tacki xg 1 to za
f0(x0) >0, lokalni minimum;
f(x0) <0, lokalni maksimum.

Ako jen =2k + 1 (k € N) onda je z¢ prevojna tacka.

e Nadi asimptote.

— Prava x = zq je vertikalna asimptota grafika funkcije ako je

lim f(z) =200 ili lim f(z)= +oc.

r—xot T—T0~

— Prava y = kz + n je kosa asimptota grafika funkcije ako postoje

ke Rin < R tako da je

N G _
ili
lim @:k i lim (f(z)—kx)=n.
T——00 I T——00
Specijalno za k = 0 dobija se prava y = n, koja je paralelna sa x-osom
i naziva se horizontalna asimptota.

e Odrediti ostale specifi¢nosti grafika.
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e Nacrtati grafik.

Zadaci

1. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije
flz) =

x
2 -1

Resenge.

e Domen funkcije f je D = R\ {1,—1}, jer deljenje sa nulom nije
definisano, pa mora da vazi

2—1#40 o z#1 A x#-1.

e Funkcija je neparna, jer vazi

f(=z) =

—T - T -
(-1 22-1

— ().
Dakle, grafik funkcije f je simetrican u odnosu na koordinatni pocetak.
e Nula funkcije f je x = 0. Znak funkcije je prikazan u tablici.

(—o0,—1) | (=1,0) | (0,1) | (1,4o0)
f(z) - + - +

e Prvi izvod funkcije je
2
fooN z¢+1
fiz) = @ z e R\ {1,-1}.
Vidimo da je f/(z) < 0 za svako x € R\ {1, —1}, a to znaci da je f
opadajuca na ¢itavom domenu D.
e Drugi izvod funkcije je

~ 2x(2® +3)

f"(x) e reR\{l,-1}

f"(x) =0zaxz =0. Tacka A(0,0) je moguca prevojna tacka. Odred-
imo znak drugog izvoda:
ffx)>0 e (@>0A22-1>0)V (<0 A 22 -1<0) &
s xe(l,+00) V x e (—1,0).

Dakle, funkcija je konkavna (~—) na skupu (—1,0)U (1, c0), a konvek-
sna (—) na skupu (—oo, —1)U(0,1) i tacka A(0,0) je prevojna tacka
grafika funkcije f.
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e Asimptote.

Kako je lim %= =+4o0c0i lim %= = —o0
a1+ T01 a—1- T 1 ’
ikakoje lim —*= =+4o0c0i lim —*—= = -0
g1+ 2771 g——1- T 1 ’
to su prave x = 1 i x = —1 vertikalne asimptote funkcije f.

Kako je

lim =0
r—+o0o ,732 —1 ’

to je prava y = 0, tj. xz-osa horizontalna asimptota funkcije.

11 0 1 x
-10

Slika 11.1: Grafik funkcije f(x) L

=z

2. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije

Resenje.

e Domen funkcije f je D =R\ {-2}.
e Funkcija f nije ni parna ni neparna.
e Lako se vidi da je tacka x = 1 jedina nula funkcije f.

Odredimo znak funkcije.

(—00,-2) | (=2,1) | (1,400)
f(@) - - +
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e Prvi izvod funkcije f je
(x — 1)%2(z +8)

fle) =

Nule prvog izvoda su z = 1 i x = —8 a to su ujedno i kriti¢ne tacke.

x e D.

Odredimo znak prvog izvoda, odnosno monotonost funkcije.

(_007_8) (_87_2) (_271) (1’+OO)
f'(z) + - + +
f(x) / hY /" /
Iz tablice se moze zakljuciti da u tacki z = —8 funkcija ima lokalni
maksimum, A(—8, —8l). Tatka z = 1 nije ekstremna tacka.

e Drugi izvod funkcije f je

54(x — 1)
11 _
O

f"(z) =0 za z =1, to je tacka P(1,0) moguéa prevojna tacka
grafika funkcije f.

r€e€D.

Odredimo znak drugog izvoda, odnosno koveksnost funkcije.

(—o0,—2) (—2,1) (1, 4+00)
O - +

f(x) | konveksna (—~) | konveksna (—) | konkavna (-—)

Sada mozemo zakljuciti da je tacka P(1,0) prevojna tacka grafika

funkcije f.
e Asimptote.
Funkcija f nije definisana u tacki + = —2 i kako
(z = 1)?

)

im ——= =
r——2 (fE + 2)2
to je prava x = —2 vertikalna asimptota funkcije f.

Funkcija f nema horizotalnu asimptotu, jer je

(z—1)° @1
im =400 1 lim =
T—+00 (,I’ + 2)2 T——00 (;L‘ + 2)2

Funkcija f ima kosu asimptotu y = x — 7, jer je

T ) B N )

= = 1 1
z—doo z—too x(x + 2)2 !
o o (z—1)° _
n=lim (f(z) = kz) = lim (W —r)=
72 e
~ fim Tr"—r—1 .
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y
-8 42 P y=* R
[0 +— x"
/
/ -81/4
A

Slika 11.2: Grafik funkcije f(z) = % .

3. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije:

f(@) = /(2% = 9)%.

Resenge.

e Da bi kvadratni koren bio definisan, mora da vazi
(2293 >0 & 22 -9>0 < |z| >3,

odnosno domen funkcije D = (—o0, —3] U [3, +00).

e Funkcija je parna, zaista

fl=a) = V((=2)? = 93 = V(22 - 9)% = f(2).

Dakle, grafik funkcije je simetrican u odnosu na y-osu.

e Nule funkcije f se odreduju iz f(x) = 0, odnosno
°—9=0 & r=3iliz=-3.
Nule su dakle u tackama z =3 ix = —3.

Posto je kvadratni koren nenegativna funkcija na domenu, nije tesko
videti da je funkcija f nenegativna tj. f(x) > 0 za svako x € D.

e Prvi izvod funkcije f je

F(@) = S~ 9)

Nl

2x =3xV/22 -9, x € D.

Odredi¢emo nule prvog izvoda:

f(2)=0 & 3z2v22-9=0 & (z=0iliz=3iliz = -3).
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Sledi da su kriticne tacke z = 3 i x = —3 (nulu smo iskljucili, jer
0¢ D).

Sada ¢emo odrediti znak prvog izvoda, odnosno monotonost:

(—OO, _3) (3a +OO)
f'(x) - +
f(x) N /
Lako je zakljuciti da su tacke A(—3,0) i B(3,0) lokalni minimumi
date funkcije.

e Drugi izvod funkcije f je

1 1
f(z) =3+2%2— 9+3x§(x2—9)_% 20 = 3v/22 — 94327 ———,

2 -9

222 — 9
H.’L‘=3-77
(=) Nz

Odredi¢emo nule drugog izvoda

xz € D\ {-3,3}.

3
"2)=0 & 226> -9=0 & 2=+—¢D.
[ () 7 ¢
Dakle, funkcija nema prevojnih tacaka, f”(xz) > 0 za svako x €
D\ {-3,3}, odnosno f(x) je konkavna () na skupu (—oo, —3) U
(3, +00).

v

Slika 11.3: Grafik funkcije f(z) = /(2 —9)3 .

e Asimptote.

Funkcija nema vertikalnu asimptotu, jer je neprekidna u svim tackama
domena.

Funkcija nema kosu asimptotu, jer je

/(2 _ 03
k= lim M = +00.
r—+o0 x
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Funkcija nema ni kosu ni horizontalnu asimptotu, jer je

lim /(22 —9)3 = +o0.
z—Foo

e Odredi¢emo jos ugao « koji tangenta grafika funkcije f zaklapa sa
pozitivnim delom z-ose u tacki x = 3 (z = —3).

tga=f'(3)=0 = a=0.

4. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije

f(a) =2 /(e + 1.

Resenge.

e Domen funkcije f je D = R.
e Funkcija f nije ni parna ni neparna.

e Nule funkcije.
fx)=0 < (x=0 VvV z+1=0)
dakle, x = 0 i z = —1 su nule funkcije.

Znajuéi da je (v + 1)% > 0 za svako x € D, jasno je da je f(z) <0
za z € (—00,0) 1 f(x) > 0zax € (0,+00).

e Prvi izvod funkcije f je

5+ 3

f(x) = W? z € D\ {-1}

Nule prvog izvoda:
3
f(z)=0 & 5z+3=0 & T=—

Kako f’(—1) ne postoji, sledi dasuz = —1ixz = f% kriti¢cne tacke
funkcije.

Odredimo znak prvog izvoda.

(—OO,—l) (_17_%) (—%,+OO)
N - .
f(x) / N\ /
Funkcija ima lokalni maksimum u tacki x = —1, A(—1,0) i lokalni

minimum u tacki z = -2, B(—2, f(-2)), f(-2) ~ —0.33.
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e Drugi izvod funkcije f je

102 + 12

f(x) = ma

Odredi¢emo nule drugog izvoda:

zeD\{-1}.

6
f//(x):() o 106 +12=0 < x:_g_

, . o _ 6
Moguce prevojne tacke su x = —z

Znak drugog izvoda:

ix=-—1.

(-00,—%) (—5.—1)

(=1, +00)

/() -

+

_|_

f(x) | konveksna (—~) | konkavna (—)

konkavna (~—)

Sada mozemo zakljuciti da je tacaka P(—2, f(—2)) prevojna tacka

grafika funkcije f, f(—g) ~ —0.41.

A
Y

A -3/5

v

Slika 11.4: Grafik funkcije f(z) = z/(z + 1) .

e Asimptote.

Funkcija je definisana i neprekidna nad skupom R, te zbog toga nema

vertikalnu asimptotu.

Funkcija f nema horizotalnu asimptotu jer je

lim f(z)= lim zV/(z+1)? = to0.

r—+oo r—+oo

Funkcija f nema kosu asimptotu, zato sto je

r—too I r—+oo x

r—too

v (z+1)2 = 4o0.
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5. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije

1

fl@)=ze=2.

Resenge.

e Domen funkcije f je D =R\ {2}.
e Funkcija f nije ni parna ni neparna.

e Nula funkcije f je x = 0. Odredi¢emo znak funkcije.

(—O0,0) (0a2) (27 +OO)
fx) — + +

e Prvi izvod fukcije f je

2
Io) — priy o ST+
f($)_e ($—2)2

, e R\ {2}

Odredimo nule prvog izvoda:
flx)=0 & 2> -bx+4=0cx=1V =4

Kritiéne tacke funkcije f su x = 11 x = 4. Znak prvog izvoda i
monotonost funkcije je prikazana u tablici.

(—o00,1) | (1,2) | (2,4) | (4,+0)
f'(x) + - - +
f(@) a N\ N\ /

Dakle, f monotono raste na skupu (—oo,1) U (4, +00), a monotono
opada na skupu (1,2) U (2,4).

e Drugi izvod funkcije je

i) = prts . DT 8
f (x)—e (.’I,'—2)4,

z e R\ {2}

f"(z) =0 za x = §. Analizirajmo znak drugog izvoda.

(—OO,%) (%»2) (27+OO)
[ () - + +
f(x) | konveksna (—) | konkavna (~—) | konkavna (—)

Sada mozemo zakljuciti da je prevojna tacka grafika funkcije f je
P(3, %e% ).

Moze se ekstremna vrednost odrediti i preko drugog izvoda pa ¢emo
u ovom zadatku to uraditi.
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4e

Slika 11.5: Grafik funkcije f(z) =z - e 7 .

f"(1) = =2 <0, tako da u tacki A(1,1) funkcija ima lokalni maksi-
mum.

f’(4) = 3\/e > 0, tako da u tacki B(4,4y/e) funkcija ima lokalni
minimum.

e Asimptote.

Kako je

. 1
lim zer—2 = 400,
rz—2t

prava x = 2 je vertikalna asimptota funkcije f. Sa druge strane vazi

. 1
lim ze=—2 =0
r—2~

§to znaci da kad  — 2~ grafik funkcije se ,priblizava” tacki (2,0).

Kako je

lim zxe*2 =400 i lim zes2 = —o0,
T—>+00 T——00

to funkcija nema horizontalnih asimptota.

Kako je

z—+oo r—+oo
= = 2
. ex—2 — . ex—2 — xr —
= lim T = lim T =1,
r—+oo = r—+too — T
T z—2
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to je prava
y=z+1

kosa asimptota funkcije f kada x — +oc.

6. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije
f@)=la+1]e s,

Resenge.

e Domen funkcije f je D =R\ {0}.
e Funkcija f nije ni parna ni neparna.

e Nule funkcije:
flz)=0 & 24+1=0 & z=1.

Jasno je da f(z) > 0 za svako x € D.

e Posto je
(x—l—l)e’%, x>—-1,x#0
fl) =3 —(z+1)e 7, x< -1
0, r=—1

lako se dobija prvi izvod,

1
e F (1+25Y),  z>-1,z#0
=] U .
—e" = (1+£m2), r<—1
Ispitajmo postojanje prvog izvoda u tacki x = —1. Odredimo levi
izvod

1 1
lim f'(x)= lim —e = (1—1—96—2 >:e

r——1— z——1—

a zatim, desni izvod

1 1
lim f'(z)= lim e = (l—i-x—z ):_e

r——1* z——1+ x
Kao sto vidimo levi i desni izvodi u tacki x = —1 nisu jednaki, a to
znaci da ne postoji prvi izvod u x = —1.

Odredimo nule prvog izvoda.

z+1
22

f/(:c)0<:><1+ OAz%le#0)©
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2 +z+1
®7

= =0, # -1, z #0.

Kako je 22 + 2 4+ 1 # 0 za svako = € R, sledi da prvi izvod nema
nula. Jedina kriti¢cna tacka je x = —1.

Odredimo znak prvog izvoda:

(—OO,—l) (_150) (Oa +OO)
f'(z) - + +
f(z) Y /! /
Sada mozemo zakljuciti da je tacka x = —1 lokalni minimum funkcije
f, na grafiku to je tacka A(—1,0).
e Drugi izvod funkcije f je
-1 /241
e = (=2 , z>-1,z#0
f/l(x) = _E —4r+>1
—e77 (), z< -1

f"(z) =0 & z =1, tako da je to, moguca prevojna tacka.

Odredimo znak drugog izvoda:

(*00771) (*170) (Oal) (17+OO)
@[ - + + =
konveksna | konkavna | konkavna | konveksna
f(z) (—~) (—) (=) (~)
Drugi izvod menja znak prolazeéi kroz tacke x = —1 i x = 1. Samo

je tacka xz = 1 prevojna tacka funkcije, P(1, %), zato §to prvi izvod
ne postoji u tacki x = —1.

2/e

Slika 11.6: Grafik funkcije f(z) = |z + 1]e™= .
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e Asimptote.
Funkcija f nije definisana u tacki x = 0 i kako je

lm |z +1e” s = 400
z—0~

to je prava xz = 0 vertikalna asimptota funkcije f. A sa druge strane

je
lim |z+1]e ¥ =1-0=0. (11.1)
x—0+
Funkcija f nema horizontalnu asimptotu, jer je
- z+1
lim \x+1|67'1: lim J: = 400
r— 400 xr—+00 ez

lim |z + 1 eF = +o00.
T—r—00

Kose asimptote.

e~ # -
T N i 0 LI <1+e >::L

r—+o0 xT r—+o0 X
—x—1e =
k‘g = lim ( z )6 = —1,
T——00 T
ny = lim [(m—i— 1)efTl — x} =1+ lim a:(e_% -1) =
r—+00 r—+00
-3 -1 —sp2
—14 lim S =14 lim T —1-1=0,
T——+00 > r—+o00 —I
ew —1
ne = lim [(79: — 1)67% +x} =-14+ lim —F—=
r——00 T— —00 -
= —1+1=0.
Dakle, imamo dve kose asimptote
1 =z (kadaz — 4+00) 1 ya=—2 (kadax — —o0).

e Kako vazi (|11.1)), odredi¢emo jos ugao « izmedu tangente funkcije f
kada x — 07 i pozitivnog dela z-ose

1 +1
= lim f(z)= lim e * (1+ 2 — —0.
tga= i )=l (147 = o=
7. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije
rz+3
=1 .
fl@) =T

Resenge.
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e Funkcija f je definisana za ££3 > 0. Domen date funkcije je

11—z
D= (-3,1).
e Funkcija f nije ni parna ni neparna.

e Nule funkcije f se odreduju resavanjem jednacine ”f%rg = 1, odakle

sledi da je nula funkcije x = —1. Odredimo znak funkcije.

(-3,-1) | (-1,1)
f(x) - +

e Prvi izvod funkcije f je

Prvi izvod nema nula.

Lako se moze videti da je f'(x) > 0 za svako x € D, a to znaci da je
funkcija monotono rastuca na ¢itavom domenu D.

Ekstremnih tacaka ne moze biti.

e Drugi izvod funkcije f je

/ _ 8r + 8
@)= mmra oy ©€P

Odredimo znak drugog izvoda:
f'(x) >0 & 8x+8>0 AxeD & ze(-1,1),

odnosno,
["(z) <0 & ze(-3,-1).

Dakle, funkcija f je konkavna (~—) na intervalu (—1,1),a konveksna
(—~) na intervalu (-3, —1).
Tacka P(—1,0) je prevojna tacka grafika funkcije f.

e Asimptote.

Funkcija f ima dve vertikalne asimptote x = —3 i = 1, jer je
3 3
lim lnm+ =—oc0 i lim lnx+ = +o00.
z——31 1—x z—1— 11—z

Funkcija nema kosu asimptotu, posto je domen funkcije interval (—3, 1),
tako da argument x ne moze da tezi ka 400 ili —oo, §to je potrebno
za postojanje kose asimptote.
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I

P
-B -1 0 1
-5

v

Slika 11.7: Grafik funkcije f(z) = In 22

l—x °
8. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije

f(z) = sin*z — 2sinz + §

Resenje.

e Domen funkcije f je D = R.

e Funkcija f je periodi¢na sa osnovnim periodom 7 (vazi f(x + ) =
= f(x), € D). Zato je dovoljno da je posmatramo na intervalu
[0, 7].

e Nule funkcije f se odrede iz f(x) = 0, odnosno
.4 .2 3
sin“x — 2sin“x + - =0,
uvedemo smenu ¢ = sinz. Dakle, imamo jedna¢inu

3
t2 -2+ = =0
+ 4
Cija su reSenja t; = % ity = % Posto sin’x # %, reSenja dobijamo iz
sin’z = 1, odnosno sinz = g Nule fukcije f na z € [0,7] suz = 7§
iz = ?jf.
Odredimo znak funkcije.

[+

(4.0 | CF,m)
f(x) + — +

SE
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B C
Y
o)
N Py B
)
/2 »
0] Zz 5, @ X
6 6ﬁ
A

Slika 11.8: Grafik funkcije f(z) = sinz — 2sin*z + 3 .

e Prvi izvod funkcije f je
f'(x) = —4sinz - cos®z, € D.
Nule prvog izvoda se dobijaju iz
—4sinz-cos®z =0 < sinz =0 V cosz = 0.

Iz ovoga sledi da su tacke z = 0, x = 7 i x = § nule prvog izvoda na
posmatranom intervalu, ujedno i sve kriti¢ne tacke.

Odredimo znak prvog izvoda.

’ﬂ-)

(SIE

(
fz) | - +
fl@) | /
Funkcija ima lokalni minimum u tacki A(F, —i) i lokalne maksimume
u tackama B(0, 2) i C(m, 2).
e Drugi izvod funkcije f je

f"(x) = —4cos*z <1 — 351112:r> , €D\ {g}

cos2x

Funkcija je konkavna ako je f”(x) > 0, odnosno ako je

-1 1
1-3tg?2<0 & —(=>tgr> = &

V3 V3

@336151
66 )

Funkcija je konveksna ako je f”(x) < 0, odnosno za

r e (0,5)U (5%, 7). Iz prethodna dva razmatranja da se zakljuciti

da su Pi(%,2) i P,(3F, 2) prevojne tacke funkcije f.
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e Asimptote.

Funkcija je definisana i neprekidna nad R, te nema vertikalnih asimp-
tota.

Funkcija f nema kosu asimptotu, jer n ne postoji:

3
i — indz — 9gin2 2y
n=_lim f(z) L Jm (sinz — 2sin“z + 4)

9. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije

f(x) = x + arcsin T

Resenje.

e Domen funkcije f odredujemo iz uslova

1z toga sledi
—1-22<22 A1+2?>22 & (2+1)?>0A (1-2)2>0,

Sto je zadovoljeno za svako x € R. Dakle, domen funkcije f je D = R.

e Funkcija je neparna. Zaista,

-2 2
f(—z) = —x + arcsin ?;:2 = —z — arcsin 1_1_722 = —f(z),
Tako da je dovoljno ispitati tu funkciju samo za = > 0.
o Iz
flz)=0 < :c—l—arcsini =0 =0
N 1+22 -
sledi da je = 0 jedina nula funkcije f.
e Prvi izvod funkcije je
1 2(1+2?%) — 2z -2z 2(1 — 22
fl(a) =1+ A )22 SPFUNE Cluk 5 S )2.
] _ 4a? (1+ x2) (1+2?)]1 — 22|
(14+22)2

Vidimo da f’ nije definisana u = 1. Oslobodimo se znaka apsolutne

vrednosti,
1+-—2,, 0<z<l1
f(a) = { o

- 2
-1
T x> 1.

f'(x) > 0 za svako x € R\ {1}. Sto znaci da funkcija f raste za
svako x € R™, a zbog neparnosti i nad celim R. Ekstremnih tacaka
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nema. Ispitajmo jo§ levu i desnu graniénu vrednost od f’ u tacki
=1,

2
1+ 22

. ! _ . _ _ .
xlg?Jr fi(z) = zlir{h <1 > =0, o5 =arctg0=0,

z—1- 1 1+ 22
a1 1 ag su odgovarajuéi uglovi koje tangente grafika u tacki x = 1
zaklapaju sa pozitivnim delom z-ose. Ovi podaci omoguéavaju pre-
ciznije crtanje grafika funkcije. Primetimo da u tacki x = 1 funkcija
f je neprekidna ali nije diferencijabilna.

2
lim f'(z) = lim (1 + ) =2, a9 =arctg2 ~ 63.43°.

A
y
1+7W/2 \14$
E >
=i 0 1 X
-1-m/2

Slika 11.9: Grafik funkcije f(x) = x + arcsin 1_2&2 .

e Drugi izvod funkcije je

4z
7(z) = { ~ s 0S@<]

el r>1L

Analizirajmo znak drugog izvoda:
(0,1) (1, +00)
[ (x) - +

f(z) | konveksna (—) | konkavna ()

Tacka P(0,0) je jedina prevojna tacka grafika funkcije. U tackama
x=11ix = —1 prvi izvod ne postoji te ne mogu biti prevojne tacke,
iako drugi izvod menja znak prolazeéi kroz te tacke.

e Asimptote.
Kako je f neprekidna nad D = R, vertikalnih asimptota nema.

Ispitajmo postojanje kose asimptote,

: 2x
arcsin
k= tim 1 — g <1+1”2>=1+0=1,
X

rz—+oo I z—+o0
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n = Tgrjltloo(f(x) —kz) = Tl}gloo(x + arcsin o7 ) =

= lim arcsin 1 =0.

z—+o00 + x2

Dakle, prava y = = je kosa asimptota.

10. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije

1
f(x) = arctg <1 + > .
x
Resenje.
e Domen funkcije f je D =R\ {0}.

e Funkcija f nije ni parna ni neparna.

e Nule funkcije f se odreduju iz f(x) = 0, odnosno
1 1
arctg (1—1—) =0 1+—-=0%& 2+1=0.
x x

Dakle, x = —1 je nula funkcije.

1
T >0 &

1
f(z) >0 < 1+E>O<:>

& (x>0 VvV z<-1) & zx€(—00,—1)U(0,+00).

Prikazimo to u tablici:

(—o0,—1) | (—=1,0) | (0, +o0)
f(x) + = +

e Prvi izvod funkcije f je

.o 1 -1 -1
fle) = T+ (1+1)2 22 222420+1
Diskriminanta od 222 + 22 +1=0jea? —dac =4 -8 = -4 < 0i
a = 2, te sledi da je trinom 22% + 2z +1 > 0 za savko x € D. To
znaci da je f'(x) < 0 za svako z € D, tj. f(x) monotono opada nad
¢itavim domenom D. Ekstremnih vrednosti nema.
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e Drugi izvod funkcije f je

4x + 2

@)= —"2 _ zeD.

(222 + 22+ 1)%’

Nule drugog izvoda:

ff2)=0 & 42+42=0 & z=

Dakle, x = —% je jedina nula drugog izvoda i moguca prevojna tacka.

Odredi¢emo znak drugog izvoda:

D [ L0 [ @i
1 (x) — + +
f(z) | konveksna (—~) | konkavna (~—) | konkavna (~—)

P(—1,—%) je prevojna tacka grafika funkcije.

y

Nﬂ;jk:

A
ﬂ\
4

-1/2 >
-7 0 x
_x
P 1
I
2

Slika 11.10: Grafik funkcije f(x) = arctg (1 + %) .

e Asimptote.

Funkcija nema vertikalnu asimptotu, jer je

. 1 T
lim arctg (1+— ) =+=
x

z—0t 2

x—0~

. 1 T
lim arctg (1 + ) =——.
T 2

Ispitacemo da li funkcija ima horizontalnu asimptotu. Iz

li te (141) =7
Jm aretg (142 ) = 5

(11.2)

(11.3)
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sledi da je prava y = 7 horizontalna asimptota funkcije f.

e Kako vazi ((11.2) i (11.3)), odredi¢emo jos ugao « koji tangenta grafika

funkcije f kada z — 0

tga = lim f'(z)=

x—0F

es0t 222 + 20 +1

zaklapa sa pozitivnim delom x-ose.

—1 s
=-1=a=——.
“T7y

Z.adaci za samostalni rad

1. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije f, ako je

@) f(z) = 22:21 '
.’,EB
0 fla) =/

e) f(x) =i .e ",
g)f(m)zln(x—i— x2+1) .

i) f(z) = arccos (;m?) .

2

0 f() = D02
I2

D s =

f)f(ﬂf):em
sin «

NI = 5 s

J) f(x) = arctg (e”) —ln< M) :
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Grafici funkcija:
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-3
-4
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-05
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Numericko resavanje
jednacina

Neka je data jednacina
fl@)=0 (12.1)

i neka je funkcija f = f(x) definisana i neprekidna u kona¢nom ili beskona¢nom
intervalu (a, 8). Neka je tac¢no resenje ove jednacine x = 7. Numericki metod
pribliznog reSavanja daje iterativni niz xg,x1,,... takav da je nl;ngo = 1. Za
priblizno resenje jednacine uzima se onaj ¢lan iterativnog niza x,, koji
prvi zadovolji postavljeni izlazni kriterijum.
Izlazni kriterijumi su:

1) greska aproksimacije |z, — 7|

2) tolerancija funckije |f(zy)|

3) tolerancija postupka |z, — z,_1|

4) prisilan kraj (zadaje se broj koraka n).
Resavanje jednacine sastoji se iz dve etape:

1) Lokalizacija korena jednacine (12.1I)), tj. odredivanje svih intervala u ko-
jima se nalaze jedinstveni koreni jednacine (12.1f).

2) Primena nekog od poznatih numerickih metoda koji suzava pocetni in-
terval, tj. omogucava nalazenje priblizne vrednosti reSenja jednacine sa
proizvoljnom ta¢noséu.

Lokalizacija korena

Za lokalizaciju korena jednacine ([12.1)), koriste se sledeéi kriterijumi:

e Ako je f = f(z) nad intervalom [a, b] monotona funkcija i ako na

273
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(b)
fla)

[ (x)<0

Sho--- s

a fr(x)>0
: *o

fla)

I

f(b)

krajevima intervala ima vrednosti razlicitog znaka, tada u [a,b] postoji
jedno i samo jedno reSenje jednacine (12.1)).

Graficki metod je ¢esto pogodan za odredivanje intervala u kome se nalaze
nule jednacine . Ovaj metod se zasniva na ¢injenici da je koren
jednacine ([12.1)) zapravo presek grafika funkcije f sa x-osom. U slucaju
kada je tesko nacrtati grafik funkcije f, koristi se zapis funkcije f u obliku

f(@) = g(x) = h(z).

Tada je jednacina ([12.1)) ekvivalentna sa jednac¢inom

Sada se odredivanje realnih korena jednac¢ine ((12.1)) svodi na odredivanje
apscisa tacaka preseka krivih g = g(z) i h = h(x).

Numericki metodi za nalazenje pribliznih
vrednosti korena jednacina

Metod polovljenja

Metodom polovljenja delimo interval [a,,b,], n = 0,1, ... ([a,b] = [ao, bo])
b

u kome jednacina f(x) = 0 ima reSenje, tackom x,, = % i provera-

vamo da li je f(z,) = 0. Ako je to ispunjeno, onda je tacka x, trazeni

koren jednacine. Ako tacka x, nije koren, onda se od intervala [a,, z,] i
[, by] bira onaj na ¢ijim krajevima funkcija f ima razli¢it znak, tj.

Ap+1 = T, bn+1 - bn ako je f(xn) : f(bn) <0
ili
Apil = Qn, bni1 =Ty, ako je flay) - flzy) < 0.

metod nastavljamo do Zeljene ta¢nosti. Ocena greske sa kojom je odredeno
b—a

2n

priblizno resenje posle n koraka je |z, —n| <
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e Metod secice
Neka je za jednacinu f(z) = 0 lokalizovan koren n u intervalu [a, b] i neka
vazi
(1) f(a)- f(b) <0
(2) f/ 1 f” suneprekidne funkcije stalnog znaka nad intervalom
[a, b].
Razlikujemo dva slucaja:

a) f(a)- f"(a)>01 f(b)-f"(b) <O

g I®) fla)
o & ! ! ¢ b
o0 b X 0 a X
! S
f(@
tada je xg = a iz =b.
b) f(b)-f"(b) > 01 f(a)-f"(a) <O
y y
£0)
f(a)
1 ‘ iy
a 4 g b
o b X o a : X
i T 4
A o)
tada je xg = b iz = a.
Tterativni niz u oba slu¢aja ima oblik:
Ty — T
Tny1 = Tp — f(2n)  ——n— 01 n=12,.. (12.2)

f(@n) = f(2n-1)’
Ocena greske ovog postupka u n-tom koraku je data sa

|f (@)l
|£Bn - 77| < Ta

gde je m = min |f'(z)].
z€la,b]
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e Metod tangente

Neka funkcija f iz jednacine f(x) = 0 zadovoljava uslove (1) i (2). Raz-
likujemo dva slucaja:

a) ako vazi f(a)- f"(a) >0,

monotono rastuéi niz aproksimacija se izrac¢unava po formuli:

To = a, Tptl = Ty — }f’((g;z))’ n=0,1,... (12.3)
b) ako vazi f(b)- f"(b) > 0,

monotono opadajuéi niz aproksimacija ima oblik:

Tt = [(zn)’
n

zo = b, =0,1,.. (12.4)

Ocena greske ovog postupka u n-tom koraku izracunava se na isti nacin
kao i kod postupka secice.

Zadaci

Lokalizacija korena

1. Lokalizovati korene jednaéine 2® — 3z —4 = 0.

Resenge:
Funkcije f(x) = 23 — 32z — 4 i f/(x) = 322 — 3 su neprekidne nad celim
skupom realnih brojeva. 1z jednacine
32°=3=0
dobijamo intervale monotonosti funkcije f :
(=00, —1), (=1,1), (1,400).

Kako je
lim f(z)=-00 1 f(-1)<0, f(1)<0,

r—r—00

sledi da u intervalima (—oo, —1) i (—1, 1) ne postoji ni jedan realan koren
zadate jednacine.

Posto je f(1) < 0, a lim f(x) = 400, jedini realan koren se nalazi u
Tr—00
intervalu (1, +00). Polazedi od toga, odredi¢emo konacan interval (a,b) u

kom se nalazi koren jednacine. Kako vazi

f2)=-2<0 i f@3)=14>0,
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sledi da se jedini realan koren jednacine 2 — 3z — 4 = 0 nalazi u intervalu
2, 3].

Na istom primeru ¢emo pokazati kako se za lokalizaciju korena moze ko-
ristiti i graficki metod.

Pocetnu jednac¢inu 23 — 3z —4 = 0 ¢emo zapisati u obliku g(z) = h(z) :
23 = 3z + 4.
Grafici krivih g(z) = 23 i h(z) = 3z + 4 su dati na slici.

~4

_10,

Sa slike se vidi da se apscisa preseéne tacke krivih g(z) = 23 i h(z) =
3z + 4, tj. realan koren zadate jednacine, nalazi u intervalu [2, 3].

2. Lokalizovati koren jednaéine sin 2z — 2x cos2x = 0.

Resenje:

Funkcija f(z) = sin 22 — 2z cos 2z i njen prvi izvod f'(x) = 4asin 2z su
neprekidne nad skupom realnih brojeva. Granice intervala monotonosti
funkeije f(x) se dobijaju resavanjem jednacine f’(z) = 0.

Kako je 4zsin2z =0 za z = Ef, k =0,£1,£2,... i kako f/(z) pri
prolasku kroz z = %” za k = 41,42, ... menja znak, to su intervali
monotonosti funkcije f :

kr (E+1

(,Iﬁ) i ivu k=142, ..
272 2 2

Potrebno je jos proveriti da li f ima vrednosti razli¢itog znaka na kraje-

vima intervala monotonosti:

((5)+(55)
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= (sin(km) — km cos(km)) - (sin(k + 1)m — (k + 1)mwcos(k + 1)) =

=kr(—D"k+ Dr(-1)**2 = —k(k+ D% <0, k=1,+2,..
Dakle, f(-3)-f(3) <0.

Kako funkcija f ima rali¢it znak na svakom od krajeva intervala monoto-
nosti, mozemo zakljuciti da u svakom od intervala monotonosti postoji po
jedan koren jednacine sin2x — 2xcos2z = 0.

3. Grafiékim metodom naci pribliznu vrednost najmanjeg pozitivnog
i najveéeg negativnog realnog korena jednacine

tgx — 2z = 0.

Resenge:

Neka je ¢g(x) = tg  a h(x) = 2z. Tada se polazni problem svodi na
nalazenje preseka ove dve krive. Primetimo da je f(x) = tg © — 2z neparna
funkcija (f(—x) = —f(z)), pa su njeni koreni rasporedeni simetri¢no u
odnosu na koordinatni pocetak. To znaci da je dovoljno pronaé¢i najmanji
pozitivan koren xg, jer ¢e najveci negativan koren onda biti —xy.

30¢
20t

J lo’ ]

_20,

_30,

Posmatrajuéi sliku, vidimo da se najmanji pozitivan koren jednacine f(z) =
0 nalazi u intervalu (7, 5). Onda je njen najveci negativan koren u inter-
valu (-3, —7).
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4. Lokalizovati koren jednacine In(x + 3) —sinx = 0.
Resenge:

Napisa¢emo zadatu jednacinu u obliku In(xz+3) = sinx i graficki odrediti
apscisu presecne tacke grafika funkcija g(x) =1In(x +3) i h(z) =sinax.

2/

Sa slike se vidi da se jedini realan koren nalazi u intervalu (—3, —2).

Numericki metodi za nalazenje pribliznih vred-
nosti korena jednacina
1. Metodom polovljenja naéi najveéi realan koren jednacine
2® —6x+2=0
sa greskom koja je manja od 1072

Resenje:

Prvo ¢emo grafickim metodom lokalizovati korene date jednacine da bismo
odredili interval u kome se nalazi njen najveéi koren. Jednac¢inu f(z) =0,
gde je f(x) =3 — 62 + 2, zapisademo u obliku

22 =6z —2

i nacrtati grafike funkcija g(x) = 2® i h(z) = 6z — 2.
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20¢

10¢

Sa slike se vidi da se najvedi koren jednac¢ine f(x) =0 nalazi u intervalu
[a,b] = [2,3]. Kako je f(a)- f(b) <0 i f'(x) =322—-6 >0 =za
svako z € [2,3], (tj. funkcija f je monotona na [2,3]), data jednacina na
intervalu [2, 3] ima ta¢no jedno resenje.
Broj koraka n nalazimo iz uslova
b—a
2TL

1
<107? & 27<10_2 = 2> 100 & n>T.

Primenjujué¢i metod polovljenja dobijamo niz aproksimacija tako sto na-

lazimo sredinu intervala

a+b 2+3
22

a zatim, pomoc¢u znaka funkcije (f(x1) > 0) proveravamo u kojoj polovini
intervala se nalazi koren jednacine. Isti metod se ponavlja na toj polovini
intervala, sa novim a i b.

Kako je f(2) <0 i f(2.5) >0, uzimamo a = 21 b= x; = 2.5. Ponovo
trazimo sredinu intervala i metod ponavljamo n = 7 puta. Sve vrednosti
su date u tabeli.

xr1 = 2.5,

a b Ln f(xn)

2 3 2.5 2.625

2 2.5 2.25 -0.109375
2.25 2.5 2.375 1.14648

2.25 2.375 2.3125 0.491455
2.25 2.3125 | 2.28125 | 0.184357
2.25 2.28125 | 2.25782 | -0.0371155
2.25782 | 2.28125 | 2.26954 | 0.0727334

| O U | W N =B

Vrednost a7 = 2.26954 je trazeno priblizno resenje polazne jednacine .
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2. Metodom secice naéi koren jednacine z + e = 0 sa tacnoSéu

10~

Resenje:

Grafickim metodom éemo lokalizovati korene jednacine f(x) =0, gde je
f(z) = z + €. Zapisaéemo datu jednac¢inu u obliku

Sa slike se vidi da se jedini koren jednacine f(x) = 0 nalazi u intervalu
[a,b] = [-1,0].

Da bismo mogli primeniti metod secice, proveravamo da li su ispunjeni
uslovi:

(1) f(=1)-f(0) <0

(2) funkcije f(x) =1+¢€® i f"(x) =e* suneprekidne i vazi f'(z) >0
i f"(x) >0 zasvako z € [—1,0].

Posto je f(—1)- f’(—-1) < 0, posmatramo f(0)- f’(0) > 0 1i za
pocetne vrednosti uzimamo xy = 01 ;3 = —1. Gornju granicu greske
¢emo, u svakom koraku, ocenjivati sa (z,) = W gde je m =

i ! =1 .
xer[n—l?,o] |f/(x)] 36788

Rezultati dobijeni primenom ovog postupka dati su u tabeli.

n T flzn) 0(xy)

0 0 1

1 -1 -0.632121 | 0.462117
2| -0.6127 | -0.070814 | 0.0517691
3 | -0.563838 | 0.0051824 | 0.0037886
4 | -0.56717 | -0.000040 | 0.000031
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Priblizno resenje je x5 = —0.56717, a greska aproksimacije je
|zs — | < 3.1-107°.
3. Metodom tangente nacdi koren jednacine zlnz—2 =0 sa tacnosé¢u

1073.

Resenje:

Grafickim metodom ¢éemo lokalizovati korene jednacine f(z) = 0, gde je

f(z) = zlnx — 2. Jednacinu ¢emo zapisati u obliku Inxz = — i nacrtati
x

2
grafike funkcija g(z) =Inz i h(z) = =

10

Sa slike se vidi da se jedini koren jednacine f(z) = 0 nalazi u intervalu
[2,3]. Da bismo mogli da primenimo metod tangente, proveri¢emo da li
vaze uslovi:

(1) f(2)-f(3) <0,

1
(2) Kako je f'(x) =lnz+1 i f"(x) = ~ na intervalu z € [2,3], su
funkcije f'(z) i f”(x) su pozitivne i neprekidne.

Kako je f(3) - f”(3) > 0, monotono opadajuéi niz aproksimacija se
izracunava po formuli:

=3, =T, — , =1,2,...
o TS T )
Gornju granicu greske se ocenjuje sa d(x,) = W, gde je m =

Ir%in] |f/(z)| = 1.69315. Izracunate vrednosti se nalaze u tabeli.
r€(2,3
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3 1.29584 | 2.09861 | 0.765342
2.38253 | 0.068478 | 1.86816 | 0.040412
2.3459 | 0.000283 | 1.85267 | 0.000163

| = o=

Priblizno reSenje je zo = 2.3459, a greska aproksimacije

lze —n| < 1.63-107%.

Z.adaci za samostalni rad

1. Lokalizovati najmanji koren jednacine x® — 4z + 2 = 0.

Rezultat:  [-3,—1].

2. Metodom polovljenja naéi priblizno resenje jednacine cosxz —x = 0 sa
greskom manjom od 0.05.

Rezultat:  [0,1], x5 =0.71875.

3. Metodom polovljenja naé¢i koren jednacine e ® —x = 0, sa greskom
manjom od 5 - 1072,

Rezultat:  [0,1], x5 = 0.59375.

4. Metodom seéice izrac¢unati realan koren jednagine 22 — 222 -1 =10 sa
tolerancijom funkcije manjom od 5 - 1072,

Rezultat:  [2,3], x4 =2.20899.

5. Metodom setice resiti jedna¢inu z? —e®+2 = 0 sa tolerancijom postpuka

manjom od 5- 1073, Rezultat: [1,2], x¢ = 1.31895.
6. Metodom tangente naci priblizno resenje jednacine sin(x + 5) -2 =0
sa greskom manjom od 1074,

Rezultat: [0, %], x2 = 0.739085.

7. Metodom tangente izracunati manji pozitivan koren jednacine
22 — 52+ 1 =0 sa tolerancijom funkcije manjom od 1075.

Rezultat:  [0,1], (x0=0), a2 =0.201639.
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