ELEMENTARNE FUNKCIJE

dr Jelena Manojlovié
Prirodno-matematicki fakultet, Nis

1. OSNOVNI POJMOVI
Jedan od najvaznijih pojmova u matematici predstavlja pojam funkcije.

DEFINICIJA 1.1. Neka su X i Y dva neprazna skupa. Funkcija f iz skupa X u skup Y je
pridruzivanje (pravilo) koje svakom elementu x skupa X dodeljuje ta¢no jedan element y skupa Y.

U tom slucaju, simboli¢ki pisemo f : X — Y ili X g, Y, odnosno y = f(x).

Skup X naziva se domen i oznacava se sa D(f) ili Dom(f), a skup Y kodomen funkcije f. Element
x € X naziva se nezavisno promenljiva, a y € Y se naziva zavisno promenljiva.

Skup G tacaka u Dekartovom koordinatnom sisitemu sa koordinatama (x, f(x)), * € D(f) naziva
se grafik funkcije y = f(x), * € D(f), tj.

G ={(z, f(=)) |z € D(f)}-

(i) Grafik funkcije y = f(x) 4+ a moze se dobiti translacijom grafika funkcije y = f(x) duz y-ose
za vrednost a.

(ii) Grafik funkcije y = f(x — b) moze se dobiti translacijom grafika funkcije y = f(x) duz x-ose
za vrednost b.

(iii) Grafik funkcije y = f(—x) je simetri¢an u odnosu na y-osu sa grafikom funkcije y = f(x).
(iv) Grafik funkcije y = — f(x) je simetrican u odnosu na z-osu sa grafikom funkcije y = f(x).
Podsetimo se najvaznijih svojstava funkcije.

DEFINICIJA 1.2. Funkcija f : X — Y naziva se:

(1) injekcija (71-17 funkcija) ako za svako 1, 2 € X vazi

f(x1) = f(z2) = z1 =22

(2) sirjekeija (funkcija "NA”) ako i samo ako za svako y € Y postoji bar jedno € X takvo da je
y = f(x), tj. ako i samo ako je

F(X)={f(@)|lrc X} =Y;
(3) bijekcija ako je ona injekcija i sirjekcija.
DEFINICIJA 1.3. Funkcije f : X; — Y71 g : X3 — Y5 su jednake ako i samo ako:
(1) imaju isti domen, tj. X7 = Xa;

(2) imaju isti kodomen, tj. Y1 = Y5;
(3) f(z) = g(x) za svako x € X1 = Xo.

DEFINICIJA 1.4. Nekaje f : X — Y ig:Y — Z. Kako je f(X) C Y, svaki element
f(x) € f(X) C Y funkcija g preslikava u element g(f(w)) € Z. Tada se funkcija koja za svako
xz € X ima vrednost g(f(:c)) = (g o f) (=) naziva slozena funkcija ili kompozicija funkcija f i g i
oznacCava se sa g o f.

DEFINICIJA 1.5. Neka A,B C R i neka je f : A — B data funkcija. Ako postoji funkcija
g : B — A takva da vazi



(1) f(g(x)) = x za svako € B
(2) g(f(x)) =z zasvakox € A,
kazemo da je funkcija g inverzna funkcija funkcije f i ozna¢avamo je sa f~1.
Grafik funkcije y = f~1(x) simetrican je grafiku funkcije y = f(z) u odnosu na pravu y = x.

Inverzna funkcija funkcije f ne mora da postoji, a blize uslove pod kojima funkcija f ima inverznu
funkciju daje naredna teorema.

TEOREMA 1.1. Neka je f : A — B bijekcija. Tada postoji jedinstvena bijekcija g : B — A
takva da je (1) f(g(x)) = x za svako € B (2) g(f(x)) =z zasvakox € A,

DOKAZ: (a) Ako je f : A — B sirjekcija, onda moze postoji najvise jedna funkcija g : B — A
takva da je (g o f)(x) = x za svako ¢ € A.

Zaista, ako bi postojale dve funkcije g1, g2 sa tim svojstvom, onda pretpostavka g; # go vodi
ka egzistenciji bar jednog elementa z € B takvog da je g1(2) # g2(z). Kako je f sirjekcija,
postoji * € A takvo da je z = f(x). Ali tada je g1 (f(a:)) # ga (f(a:)), $to je u suprotnosti sa
giof=g20f =14 (14 jeidenticno preslikavanje skupa A, tj. funkcija definisana sa 14(x) =
za svako € A). Prema tome, mora biti g1 = g2.

(b) Ako je f : A — B injekcija, onda moze postojati najvise jedna funkcija g : B — A takva da je
(f og)(y) = y za svako y € B.

Zaista, ako bi postojale dve takve funkcije g1, g2, onda zbog pretpostavke g1 7 g postoji bar jedan
element z € B takav da je g1(z) # g2(2). Kako je f injekcija, onda je f(g1(z)) # f(g2(2)) = 1B,
a to je kontradikcija sa f o g1 = f o ga.

(¢) Ako za funkciju f : A — B postoje funckije g1, g2 : B — A takve da je
(gr0 f)(x) =xzasvakox € A,
(fog2)(y) =yzasvakoy € B,

onda je g1 = g2 1 f je bijekcija.

Za proizvoljno y € B imamo ga2(y) € A, pa je

9:(y) = (910 H)(9:¥) = 91 (F(92¥))) = 919,

§to povlaci da je go = g1. Prema tome, postoji funkcija g : B — A takva da je
(go f)(x) =xzasvakox € A,
(fog)(y) =y zasvakoy € B.
Iz g o f = 14 sledi da je f injekcija, a iz f o g = 1p da je f sirjekcija. Dakle, f je bijekcija.

(d) Neka je f : A — B bijekcija. Za svako y € B postoji * € A takvo da je y = f(x). Kako
je f injekcija, takvo x je jedinstveno. Na taj nacin svakom elementu y € B pridrzen je jedinstven
element * € A takav da je y = f(«). Oznacimo li sa g : B — A funkciju koja y — x, tada za
svako € A imamo

(gof)(z) =g(f(z) ==
izasvako y = f(x) € B
(fog)y) = flgw) = f(g(f(w))) =f((go (@) =f(z)=y.

Time je dokazano da funkcija g ima trazene svojstva iz Definicije 1.5. W



DEFINICIJA 1.6. Neka f : A — R, gde skup A C R ima osobinu da ako & € A onda —x € A.
Funkcija f je parna na A ako za svako @ € A vazi f(—z) = f(«x), a neparna na A ako za svako

x € Avazi f(—x) = —f(x).

Isticemo sledeéa svojstva parnih i neparnih funkcija:

e Grafik parne funkcije simetrican je u odnosu na y-osu, a grafik neparne funkcije simetrican je u
odnosu na koordinatni pocetak.

e Ako su f i g parne funkcije, onda su i funkcije f £ g, f - g i f/g parne funkcije.

e Ako su f i g neparne funkcije, onda su funkcije f + g neparne funkcije, a f - g i f/g su parne
funkcije.

e Ako je f parna funkcija i g neparna funkcija, onda je f - g neparna funkcija.

DEFINICIJA 1.7. Za funkciju f : R — R kazemo da je :
(a) rastuca, ako je ta¢na implikacija
(Vz,y €R) (z <y — f(z) < f(y)-

(b) neopadajuca, ako je ta¢na implikacija
(Va,y €R) (z <y — f(z) < f(y))-
(c) opadajuéa, ako je tacna implikacija
(Vz,y €R) (x <y — f(x) > f(y))-

(d) nerastuca, ako je tacna implikacija

Vz,y €R) (x <y — f(z) > f(y)).

Ako je funkcija neopadajuéa ili nerastuéa kazemo da je monotona funkcija, a ako je funkcija opadajuéa
ili rastuéa kazemo da je strogo monotona funkcija.

TEOREMA 1.2. Neka je funkcija f strogo monotona funkcija koja preslikava segment [a, b] na
segment [a, B]. Tada postoji inverzna funkcija f~! koja preslikava [a, 3] na [a, b] i koja je takode
strogo monotona.

DOKAZ: Neka je f rastuéa funkcija na [a, b]. Ako pokaZzemo da je f bijekcija prema prethodnoj
teoremi postoji inverzna funkcija f ! funkcije f. Zaista, prema pretpostavci f je surjekcija. S druge
strane, ako je x # y, recimo & < y, tada je f(x) < f(y), tj. f(x) # f(y), pa je f i injekcija.

Dokazimo da je f~! rastuéa funkcija. Kako je f rastuéa funkcija, za svako x1,x2 € [a, b] vazi
z <@y = fw) < flaa)

ili ekvivalentno
f(@2) L f(x1)) = x2< 1.

Neka je y1 = f(x1) iy2 = f(x2),tj. 1 = fF1(y1) i 2 = £~ (y2). Tada prethodna nejednakost
postaje
v2<y1 = fH(y2) < FHw)-

§to znaéci da je f~! rastuéa funkcija. W

DEFINICIJA 1.8. Nekaje f: A — Ria € A. Za funkciju f kazemo da je neprekidna u tacki a
ako je

lim f() = f(a).



Ako su funkcije f, g neprekidne u tacka a, onda su u tacki a neprekidne i funkcije

c-f, f+g9, f—g, f-g, (CGR)'

Funkcija [ je takode neprekidna u tacki a, ako je g(a) # 0.
g

Kompozicija neprekidnih funkcija je neprekidna funkcija.

2. STEPENA FUNKCIJA SA PRIRODNIM IZLOZIOCEM

DEFINICIJA 2.1. Funkcija f : R — R definisana formulom f(xz) = ™, n € N, naziva se stepena
funkcija sa prirodnim izloziocem.

Funkcija y = x je neprekidna, pa je onda i funkcija y = a™ neprekidna kao prozivod neprekidnih
funkcija.

TEOREMA 2.1. Funkcija f(z) = =™, n € N je neprekidna na R.

Posmatrajmo jednac¢inu

Da bi definisali pojam korena od posebnog znacaja je sledeéa teorema:

TEOREMA 2.2. Neka je a € R, an € N. Tada jednacina (1) ima:
(1) taéno jedno resenje ako je m neparan broj;

(2.1) tacno dva resenja ako je @ > 0 i n paran broj;

(2.2) tacno jedno resenja ako je @ = 0 i n paran broj;

(2.3) nema resenja ako je @ < 0 i n neparan broj;

DEFINICIJA 2.2. Neka je n € N, a € R. Simbol {/a oznacava
(1) jedinstveno realno resenje jednac¢ine ™ = a ako je n neparan broj;
(2) pozitiVno resenje jednacine ™ = a ako je a > 0 i n paran broj;

(3)v0 = 0.

Posmatrajmo najpre funkciju f(z) = 2"t f: R — R.

Funkcija f je definisana za sve realne vrednosti x, tj. njen domen je skup R

Funkcija f je neparna

f(®) >0zax>01if(r)<0zax <O

f(x) = 0 ako i samo ako jex = 0

Funkcija f je strogo rastu¢a na R

Funkcija f je bijekcija
Za svako 1,2 € Riz f(x1) = f(xz) tj. 221! = 221!
sledi 1 = x2, pa je f injekcija. Za svako y € R postoji
x = /Y € R za koje je f(z) ="t =y

Funkcija
h:R—R, h(y)= "y, yeR

je inverzna funkciji f.



Na sledecoj slici prikazani su grafici uzajamno inverznih funkcija y = % iy = &z
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Osnovna svojstva funkcije y = 2"%/x su sledeéa:

e Funkcija je definisana za sve realne vrednosti @
e Znak funkcije se poklapa sa znakom nezavisno promenljive, tj. vazi 2Rz > 0 ako i samo ako

x > 0, odnosno 2"HY/x < 0 ako i samo ako © < 0

o 2tl/x — 0 ako isamo ako x = 0

e Funkcija je strogo rastu¢a na R
e Funkcija je neparna, tj. vazi *""/—x = — >"tY/x za svako z € R

Posmatrajmo sada funkciju f(xz) = 2", f : R — R*.

e Funkcija f je definisana za sve realne vrednosti x

e Funkcija f je parna
e f(x) > 0zasvakox € Ri f(x) = 0 ako i samo ako x = 0

e Funkcija f je rastuca na (0, 4+o00) i opadajuca na (—oo,0).

e Funkcija f nije ni ”1-1” ni "NA”:
Zaista, na primer, vazi f(—1) = f(1), $to znaci da nije "1-17.

S druge strane, za y = —1 € R ne postoji x € R takvo da je

2™ = —1 = y, pa funkcija nije ni "NA”.
Dakle, ova funkcija nije bijekcija, pa nema inverznu funkciju.

Posmatrajmo funkciju
g:RS‘—HRa', g(x) = =", :BERE;-.
= a:%" ixy,xe > 0 sledi

Funkcija g je bijekcija. Zaista, ona je "1-17, jer iz g(x1) = g(x2), tj. 3™
x1 = xo. Takode ona je "NA”, jer prema Teoremi 2.2. za svaki nenegativan broj y postoji jedinstven

nenegativan broj x, takav da je g(x) = 2" = y.

Funkcija
h:RY - Ry, h(y) = %y, yERY



je inverzna funkcija funkcije g.
Analogno, inverzna funkcija bijekcije
. - + — 2n —
g1: Ry — Ry, gi(z) =2"", z€Ry,

je funkcija
hy: R — Ry, hi(y) =— Xy, y € RY.

Na sledecoj slici prikazani su prvo grafici uzajamno inverznih funkcija
y=z3,x>0iy=+vx
(obe funkeije su monotono rastuée - videti Teoremu 1.2.), a zatim grafici uzajamno inverznih funkcija

y=2% 2<0iy=—vx

(obe funkcije su monotono opadajuce).
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Osnovna svojstva funkcije y = %/x su sledeca:

e Funkcija je definisana za nenegativne vrednosti @, tj. njen domen je [0, +00)

Funkcije je nenegativna tj. 2%z > 0 za svako © > 0

e X/xr =0 akoisamo akox =0

Funkcija je strogo rastuca na R

Funkcija nije ni parna ni neparna

3. STEPENA FUNKCIJA SA RACIONALNIM IZLOZIOCEM

Pri definisanju stepenovanja celobrojnim izloziocem, a zatim i pri definisanju stepenovanja racionalnim
izloziocem vodi se racuna da se saCuvaju svojstva stepenovanja prirodnim brojem, tako da za svako
a,b € R\ {0} i svako m,n € N vazi:

a™ . am = CL?n—‘r-'n.;

am™:a” =am "



1
DEFINICIJA 3.1. Zaa € R\ {0} jea® =1,azan €Njea™ = —.
an

DEFINICIJA 3.2. Neka jea > 0, m € Z, n € N. Tada je a™/™ = {/a™.

DEFINICIJA 3.3. Nekajex > 0ir =m/n, m € Z, n € N. Funkcija f : Rt — R* definisana
formulom 2" = (/™)™ & > 0 naziva se stepena funkcija sa racionalnim izloziocem.

Funkcija /™ je neprekidna i strogo rastuéa za @ > 0. Funkcija t™ je neprekidna za t > 0, strogo
rastuca ako je m > 0 i strogo opadajuca, ako je m < 0. Zato je funkcija ", » € Q neprekidna za
x > 0, strogo rastuca ako je r > 0 i strogo opadajuca ako je r < 0.

Navodimo neka svojstva stepena sa racionalnim izloziocem:

A) (a/mym = (@™)/n, a> 05

B) a">1 zareQ, a>1, r > 03

Q

D

(
(
(
(D) (a™)™= =a™"™ za a>0, r €Q, r2 € Qy;
(

)

)

) a™a™ =a™t" za a>0, r1 €Q, r2 € Qy

)

E) a*>a™ >0 za a>0, 1 €Q, 2 €Q, . >ra..

Navedena svojstva se lako pokazuju, koriséenjem svojstva stepena sa celim izloziocem i ¢injenicom da
akojea>0,b>0iza™ =b", n € Nsledia =b.

4. EXSPONENCIJALNA FUNKCIJA

Postavlja se pitanje, moze li se i za one brojeve & € R koji nisu racionalni definisati a®, ali tako da
ostanu na snazi osnovna svojstva stepena. Odgovor na postavljeno pitanje je potvrdan, ali dokaz te
¢injenice nije jednostavan.

Da bi definisali eksponencijalnu funkciju f(x) = a®, * € R pokaza¢emo najpre sledeée tvrdenja:

STAV 4.1. Ako je @ > 1, onda za svako € > 0 postoji § > 0 tako da za svako r € Q takvo da je
|r| < 6 vazi |a” — 1] < e.

DOKAZ: Kako je limy,_, 4 oo a'/™ = 1ilim, 4o a~'/™ = 1, za svako € > 0 postoji p = p(e) €
N, tako da je
0<a'’P—1<e 0<1l—a'YP<e, zaa>1.

Odavde sledi da je
l—e<a P <a'’?P <1+e¢.

Neka je r proizvoljan racionalan broj takav da je |r| < 1/p, tj. —1/p < r < 1/p. Tada, kako je za
a > 1 funkcija a”, r € Q rastuca sledi

a_l/P < a” < al/P'

Dakle, za svako € > 0 postoji d = 1/p > 0 tako da za sve racionalne brojeve r koji zadovoljavaju
uslov |r| < & vaze nejednakosti

l-e<aP<a" <a’P<1+4c¢,

tj. —e<a"—1<e. N

STAV 4.2. Ako niz {ry,} racionalnih brojeva konvergira, onda niz {a"™}, za @ > 1 takode konver-
gira.



DOKAZ: Kako je niz {r,} konvergentan on je ogranicen, tj. postoji a,, 3 € Q, tako da za svako
n € N je
a<r, <0,

odakle kako je @ > 1 imamo da je
a® < a™ < a®.

Kako je a® > 0, ako oznac¢imo sa C = a?, imamo da
AC >0: VneN — 0<a™ < C. (2)
Prema Stavu 4.1.

vs>035>o:vre<@:|r|<5—>|a’“—1|<g. 3)

Iz konvergencije niza {r,} za § > 0 postoji N takvo da

Vn> N.Vm € N, — |ry, —rp| < 8 (4)
Iz (3) i (4) sledi da je
Vn > N.Vm € N. — |a™ "™ — 1| < % (5)
Iz (2) i (5) je onda
|G,T" _ arm| — |arm(arn—'r‘m _ 1)| < C - i =
C

za svako n > N¢ i svako m > Ng, tj. niz {a"™} je konvergentan. W

Pojam eksponencijalne funkcije

Neka je « proizvoljan realan broj i {r, } niz racionalnih brojeva koji konvergira ka @ tj. lim,, oo 7 =
x. Ovaj niz postoji jer je skup Q gust u R. Neka je a > 0. Tada mozemo definisati sa

“’ Yim a™ (6)

Ako je a > 1, onda grani¢na vrednost (6) postoji prema Stavu 4.1. Ako je 0 < a < 1, onda je
a™ =1/b™, gde je b =1/a > 1, odakle sledi da grani¢na vrednost (6) postoji i za a € (0, 1), jer
je limn_,+°o b™ = b* > 0.

Definicija eksponencijalne funkcije je korektna, tj. grani¢na vrednost (6) ne zavisi od izbora niza
racionalnih brojeva {r,} koji konvergira ka . Ova ¢injenica sledi iz poznatog svojstva granicne
vrednosti funkcije.

Svojstva eksponencijalne funkcije

SvoJSTVO 4.1. Za svako x1, x2 € R vazi

a®la®? = am1+fl’52 .

DOKAZ: Nekasu {r,}i{pn} nizovi racionalnih brojeva takvi da je limy,— 4 oo Tn = 1, limp_— 4 0o Pr, =
2. Tada je lim,_, 4 oo (Tr, + pr) = 1 + @2 1 prema Stavu 4.2. postoje grani¢ne vrednosti

lim a"™ =a”*, lim a°" = a”?, lim a"™tPr = q®1 122,
n—-+4oo n—-4oo n—-4oo

Kako je prema svojstvu (C) stepena sa racionalnim izloziocem a™1tP» = a™ aP» to je

a®t® = lim o™t = lim a™a” = a® a®2. N
n—-+4oo n—-+4oo



Monotonost eksponencijalne funkcije
SVOJSTVO 4.2. Funkcija y = a® za a > 1 je rastuca.
DOKAZ: Primetimo najpre da vazi
a®>1za x>0. (7)

Zaista, neka je r € Q, 0 < r < x i {r,} niz racionalnih brojeva takav da je lim,_, oo Tn = @
ir, > 7 zasvako n € N. Tada je a™ > a" > 1 (zbog svojstva (E) stepena sa racionalnim
izloziocem), odakle prelazkom na lim imamo da je a® > a™ > 1, tj. vazi nejednakost (7).

Neka su sada ®1,x2 € R, 1 < @2 proizvoljni. Prema (7) vazi a®2~%* > 1 za ®o > x1, tj. imamo
da je a®? > a®! za x5 > x1, Sto znaci da je funkcija y = a® za a > 1 rastuc¢a. W

Neprekidnost eksponencijalne funkcije
SVOJSTVO 4.3. Funkcija y = a® za a > 1 je neprekidna na R.

DOKAZ: Neka je g proizvoljna tacka iz R,

Ay = a®0TAZ _ g% — g®o (aAm —1).

Treba pokazati da a®® — 1 kada Az — 0 ili

lim a® =1. (8)
xz—0
Neka je {xyn} proizvoljan niz realnih brojeva takav da lim, oo n = 0. Zbog svojstva skupa

realnih brojeva postoje nizovi racionalnih brojeva {r,} i {pn} takvi da je

1 1
Ty — — < Tp < Tp < pp < Tp+ —,
n n

za svako n € N. Sada prema Svojstvu 4.2. imamo da je

a™ < a®™ < af". (9)
Kako r, — 01i p, — 0 kada n — 4o00, prema Svojstvu 4.1. je lim,_,joca™ = 1 i
lim,,_, 4o aP~ = 1. Dakle, koristeéi nejednakost (9) dobija se lim,_, 4. a®* = 1. Pokazali
smo (8) odakle sledi da je
lim q%otar — g%o
Axz—0 ’

tj. funkcija a® je neprekidna na R. W
SVOJSTVO 4.4. Za svako z1,x2 € R vazi

(awl)wz — amlmz .

DOKAZ: (a) Neka je najpre z2 = » € Q, 1 € R i {r,} niz racionalnih brojeva takav da je
lim,, , { oo 7, = ®1. Tada je prema svojstvu (D) stepena sa racionalnim izloziocem

(a™)" =a""™. (10)

Kako je lim,,—, 4 o 7 7, = T 1, prema definiciji eksponencijalne funkcije je lim,,_, 4 o @™ = a” ™1,
tj. zajedno sa (10) imamo da je

nﬁrfm(arn)r =a"". (11)

Oznagimo sa a™ = t,, ia® = to. Tada prema definiciji eksponencijalne funkcije postoji limy,—, 4 oo t,, =
to i zbog neprekidnosti eksponencijalne funkcije sa racionalnim izloziocem g(z) = ", » € Q imamo
da je 1imn—>+oo g(tn) = g(t0)7 tj'

Jlim (@) = (@) (12)
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Iz (11) i (12) imamo da je

(@®)" = a™ " zasvako x1 € R isvakor € Q. (13)

(b) Neka su sada @7 1 @ proizvoljni realni brojevi i {p,} niz racionalnih brojeva takav da je
limg, 4 oo P = x2. 1z (13) za 7 = p, dobija se

(awl)pn — awl pn. (14)
Kako je lim,,_, { oo 1pn = T1x2, prema Svojstvu 4.3. je lim, 4o @a®1P™ = a®®2 a zbog (14) je

nEToo(am1)Pn = a%1%2 (15)

S druge strane, ako oznac¢imo sa a®* = b, prema definiciji eksponencijalne funkcije imamo da je

lim (a®)P" = lim b~ = b** = (a®)*2. (16)
n—-+4oo n—-+4oo

Konacno, iz (15) i (16) zaklju¢ujemo da dato svojstvo ekponencijalne funkcije vazi za svako €1, x2 € R.
|

Osnovna svojstva eksponencijalne funkcije y = f(x) = a®, a > 0 suw:

e funkcija f je definisana za svako & € R, a skup vrednosti funkcije je interval (0,400), tj.
f:R—(0,400)

e funkcija je pozitivna za svako * € R
e nule funkcije ne postoje
e funkcija f je monotono rastuéa na R za @ > 1 i monotono opadajutanaRza 0 <a <1

Grafici funkcije y = a®zaa >110< a < 1 su:

¥ Y
y=a%a>7
7. =%
—] g PO
z Il z

’

5. LOGARITAMSKA FUNKCIJA

Funkcijom
f:R—=RT, R3z+— f(x)=a®=y€RT

ostvaruje se bijektivno preslikavanje skupa R na skup RT, pa postoji inverzna funkcija ove funkcije

koja je data sa
FT1:RT =R, RT3y— f71(y) =log,y == €R.

Funkcija
y=log,z, a>0,a#1, >0,

naziva se logaritamska funkcija.
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Grafici funkcijey = log,zzaa >110< a <1 su:
y 4

y=Logaw,a>7 5/=Logaz,0<a<7

Osnovna svojstva logaritamske funkcije y = f(x) = log, ¢, a > 0, a # 1 su:
o funkcija f je definisana za svako © € Rt

e za 0 < a < 1 funkcija je pozitivna za € (0,1) i negativna za x € (1,400), azaa > 1
funkcija je pozitivna za € (1,400) i negativna za € (0,1)

e nula funkcije je x = 1

e funkcija f je monotono rastuéa na RT za @ > 1 i monotono opadajuéa na Rt za0 < a < 1

6. TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE

(i) Sinusna funkcija. Funkcija f(x) = sin x je definisana za svako « € R, a skup vrednosti funkcije
je segment [—1,1], tj. f: R — [—1,1].

e funkcija f je neparna i periodi¢na sa osnovnom periodom 27 (zato je dovoljno iskazati svojstva
funkcije samo na segmentu [0, 27])

e funkcija je pozitivna za & € (0, ) i negativna za x € (m, 27)
e nule funkcije f su u tatkama x = kw, k € Z

o , ™ 3w . .y ™ 37
e funkcija je monotono rastuéa na [O, E} U {?, 271'} i monotono opadajuéa na [—, ?}

Sinusna funkcija je osnovna elementarna funkcija. Ostale trigonometrijske funkcije definisemo sa

- .
cosw:sin<m+2>, tgx = , ctgx =

(ii) Kosinusna funkcija. Funkcija g(x) = cosz je definisana za svako € R, a skup vrednosti
funkcije je segment [—1,1], tj. g : R — [—1,1].
e funkcija g je parna i periodi¢na sa osnovnom periodom 27

iy
e nule funkcije g su u tackama x = 5 +km, keZ

e funkcija je monotono opadajuéa na [0, 7] i monotono rastuc¢a na [, 2]
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sinx
(iii) Tanges. Funkcija h(xz) = tgx = je definisana za svako * € R izuzev u tackama

cos T
(2k + 1)m
r= ——-"

, k € Z, a skup vrednosti funkcije je R.

e funkcija h je neparna i periodi¢na sa osnovnom periodom 7
e nule funkcije h su u tackama x = kx, k € Z

e funkcija je monotono rastuca

oS T

c
(iv) Kotanges. Funkcija k() = ctgx = —

sin x
x = km, k € Z, a skup vrednosti funkcije je R.

je definisana za svako * € R izuzev u tackama

e funkcija k je neparna i periodi¢na sa osnovnom periodom 7

2k +1
%,kEZ

e nule funkcije h su u tackama x =

e funkcija je monotono opadajuéa
Neprekidnost trigonometrijskih funkcija
TEOREMA 6.1. Funkcije y = sinx i y = cos x su neprekidne na R.

DOKAZ: Neka je xg proizvoljna tacka iz R. Tada

. . . T — X T + xg
sinx — sinxg = 2sin cos 2
Kako je
T — @ T —x T+ x
sin "\s' o, | ° <1,
2 2 2

to je | sinx — sinxg| < |& — x|, odakle sledi da je funkcija y = sin  neprekidna u tacki xo.

. . T+xo ., To—T . .
Analogno, kako je cosz — cosxg = —2sin 2 sin 2 sledi da je |cosx — cosxg| <

| — xo|, zbog cega je funkcija y = cos x neprekidna u tacki xg. B

sinx

Iz neprekidnosti funkcija y = sinx i y = cos x sledi da je funkcija tgx = neprekidna, ako

COS T

s T

cosx
je neprekidna, ako je & # nm,

T
jecosx # 0, tj. « # 5 + nmw, n € Z, a funkcija ctgx =
n € 7Z.

7. INVERZNE TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE

Inverzne trigonometrijske funkcije nazivaju se ciklometrijske ili arkus funkcije.

(i) Arkus sinus. Funkcija f(2) = sinx nema inverznu funkciju, jer nije bijekcija. Na primer, svi

™
brojevi oblika — + km, k € Z preslikavaju se ovom funkcijom u broj 1. Medutim, posmatrajmo

. . . ﬂ- ﬂ- . .o
restrikciju funkcije f(x) na [_E’ 5}7 tj. funkciju
T T ) .
fi: [—5,5} — [-1,1], gdeje fi(x) =sinx.
T
Funkcija f1(x) je rastuca funkcija, pa postoji njena inverzna funkcija fi ' : [—1,1] — [—5, 5]

koja se naziva arkus sinus i oznacava se sa F'(x) = arcsin x.

Grafik funkcije y = arcsin x simetri¢an je grafiku funkcije f1(x) u odnosu na pravu y = x.
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Prema svojstvima uzajamno inveznih funkcija vaze jednakosti:

T o
arcsin(sinx) =, x € {—E, E]’ sin(arcsinz) = ¢, « € [-1,1].

Osnovna svojstva funkcije F'(x) = arcsinz, ¢ € [—1, 1] su:
e funkcija F' je neparna, tj. vazi

arcsin(—z) = —arcsinz, « € [—1,1].

e funkcija je pozitivna za & € (0, 1] i negativna za € [—1,0)
e nula funkcija F' jex = 0
e funkcija je monotono rastuca

PRIMER: Nacrtati grafik funkcije y = arcsin(sin x).

Funkcija je definisana na R i periodi¢na je sa periodom 27. Zato je dovoljno odrediti grafik funkcije

na segmentu [—m /2, 37 /2].
Ako je —m/2 <z < 7 /2, onda je y = arcsin(sinz) = x.
Zaw/2<x<3n/2je —w/2<xz—7m < 7/2 paje

arcsin(sin(z — 7)) =z — 7.

S druge strane, sin(x — w) = —sinx i zato je
arcsin(sin(xz — 7)) = arcsin(— sinx) = — arcsin(sin x),
zbog neparnosti funkcije arcsin . Dakle, x — w = — arcsin(sinx) za « € [7/2,37/2]. Konacno,
imamo da je
T T
T, T S s S PR
y = arcsin(sinz) = - 2 3ﬂ.2
™=, S T S o
2 2

Grafik funkcije y = arcsin(sin «) prikazan je na sledecoj slici:
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y=arcsin(sin x)

_ﬂ?/z o x>
""" =
(ii) Arkus kosinus. Funkcija
g1:[0,7] — [-1,1], gi(x) =cosz, = € [0, 7]
je neprekidna i opadajuca. Njena inverzna funkcija
G:[-1,1] — [0,7], G(x) = arccosz, = € [—1,1]
je takode neprekidna i opadajuca.
Grafik funkcije y = arccos « prikazan je na sledecoj slici:
A
&=0rccos®
7 z
Vaze jednakosti:
‘arccos(cos )=z, x€[0,7], cos(arccosz) =z, x € [—1,1]. ‘

Osnovna svojstva funkcije G(x) = arccosx, ¢ € [—1,1] su:

e funkcija G nije ni parna ni neparna, veé¢ vazi

arccos(—x) = ™ — arccos x

e funkcija G je pozitivna za svako € [—1,1)
e nula funkcija G jex =1

e funkcija je monotono opadajuéa
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STAV 7.1. Za svako = € [—1, 1] vaze jednakosti:

arccos(—xz) = m — arccos x, (A)
™
arcsin x + arccosx = 5 (B)

DOKAZ: (a) Ozna¢imo sa arccosxz = a. Tada prema definiciji funkcije arccos  je cosa = =,
0<a<7w Ondaje0 <7m—a < mwicos(m —a) = —cosa = —zx. Opet prema definiciji
funkcije arccos ¢ je m — a = arccos(—z). Ovim je formula (A) dokazana.

(b) Oznacimo sa arcsinx = «. Tada prema definciji funkcije arcsin je sina =z, —w/2 < a <
7/2. Ondaje 0 < w/2 —a < wicos(mr/2 — a) = sina = x. Sada prema definiciji funkcije
arccos x je /2 — a = arccos z. Ovim je i formula (B) dokazana. W

(iii) Arkus tanges. Funkcija

hy : {—g,g} — R, hi(x)=tgx, x € {—g,g}

je neprekidna i rastuc¢a. Njena inverzna funkcija

H:R—>{— H(x) = arctgz, = €R

T
2’ 5} ’
je takode neprekidna i rastuca.

Vaze jednakosti:

tg(arctgz) =, = €R.

arctg(tgz) =z, =z € [——, —

Za funkciju H(z) = arcctg z, x € R vazi:
o funkcija H je neparna, tj. arctg(—x) = —arctga, x € R
o funkcija je negativna za x < 0, pozitivna za > 0 i nula funkcije je x = 0
e funkcija je monotono rastuca

(iv) Arkus kotanges. Funkcija K(x) = arcctgez, K : R — [0, 7] je inverzna za monotonu
funkciju k1 : [0, 7] — R datu sa kq(x) = ctgz, = € [0, w].

Vaze jednakosti:

‘arcctg(ctg x) =z, « € [0,n], ctg(arcctgx) =z, x €R.

Za funkciju y = K (x) = arcctg x vazi:
e funkcija K nije ni parna ni neparna, veé vazi

arcctg(—x) = —arcctgz + 7

o funkcija K nema nule

e funkcija je monotono opadajuca
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Grafici funkcija y = arctgx i y = arcctg x su:

STAV 7.2. Za svako x € R vaze jednakosti:
arctgx + arcctgz = 7, (©)

arcctg(—x) = — arcctgx + . (D)

Veze izmedu ciklometrijskih funkcija istog ugla:

STAV 7.3. Vaze sledeée jednakosti:

x
arcsinx = arccos v/1 — x2 = arctg \/17—7’ x € [0,1]
T

arccos x = arcsiny/1 — 2 = arcctg ﬁ, x € [0,1]

t t ! i :B ! €R
arctg x = arcctg — = arcsin ——— = arccos ——, <«

& o V1 F a2 V1Fa?
DOKAZ: Oznagimo sa arcsinxz = «. Tada prema definiciji funkcije arcsinz je sina = =,

0 < a < w/2. Onda je

sinx
cosa=1/1—sin’a=+1—22, tga= ——

1—sin“x

odakle je @ = arccos /1 — &2 = arctg

1—x2



