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PREDGOVOR

Ova knjiga je proistekla iz visegodisnjeg iskustva autora u drzanju teorijske
i prakticne nastave na Elektronskom fakultetu u NiSu. Zato je, pre svega,
prilagodena studentima tehnickih nauka. Naravno, mogu da je koriste i stu-
denti drugacije profesionalne orijentacije, koji u okviru predvidenog nastavnog
programa imaju ovde iznetu materiju.

Knjiga se odnosi na samo jednu oblast matematike, Diferencijalne jednacine,
jer u ovom trenutku nije poznato da li ¢e i na kojem studijskom programu
biti izu¢avana ta oblast. Detaljno su obradene samo linearne diferencijalne
jednacine (obi¢ne i parcijalne) jer se one trenutno izuc¢avaju na studijskom
programu Elektroenergetika pri Elektronskom fakultetu u Nisu, na kojem au-
tori izvode nastavu. Ostali delovi ove oblasti matematike, inace veoma obimne
i jos§ uvek nedovoljno istrazene, dati su samo u onoj meri koja je potrebna stu-
dentima tehnickih nauka. Pri tome su mnogobrojni znacajni teorijski pojmovi
i zakljucivanja precutani ili samo napomenuti. Takve su, npr., teoreme o egzis-
tenciji i jedinstvenosti reSenja. Zainteresovanima za bolji uvid u razmatranu
problematiku citirana je adekvatna literatura. S tim u vezi, autori narocito
preporucuju knjige dr Svetlane Jankovi¢, profesora Prirodno—matematickog
fakultetu u Nisu.

Knjiga sadrzi teoriju i reSene primere, koji u potpunosti ilustruju izlozenu
teoriju. Takode, knjiga sadrzi i zadatke predvidene za vezbu, ali sa resenjima
ili neophodnim uputstvima, uz Cesto osvrtanje na ranije izuCavano gradivo.
Autori smatraju da je upravo u prezentovanim primerima i zadacima glavna
prednost ove knjige nad ostalom literaturom koja se bavi istom problemati-
kom. S obzirom na veliki broj reSenih zadataka, knjiga moze da se koristi
istovremeno kao udzbenik i kao zbirka zadataka.

Osim matematicki korektnog izlaganja materije, autori su se trudili da knji-
ga ima pedagoske i metodoloske kvalitete. Na ¢itaocima ostaje krajnja pro-
cena da li su i koliko u tome uspeli.

Tekst knjige je uraden pomocéu programskog paketa EMTEX (verzija Ams-
tex 2.0), a slike pomoc¢u programskog paketa MATHEMATICA (verzija 5.0).
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iv PREDGOVOR

Autori duguju i ovom prilikom iskazuju zahvalnost mr Branislavu Ran-
delovi¢u jer je procitao rukopis u celini i ukazao na njegove manjkavosti,
kako po pitanju materijalnih gresaka, tako i u svakom drugom pogledu.
Takode, autori iskreno zahvaljuju recenzentima, prof. dr Ljubisi Kociéu i
prof. dr Predragu Ranci¢u, koji su svojim dobronamernim sugestijama do-
prineli kona¢nom uoblicenju teksta. Prof. dr Ljubisa Koci¢ je ukazao na
lepotu grafickog prikaza dobijenih rezultata, koji su ilustrativno dati u Pri-
logu ove knjige. Prof. dr Predrag Ranci¢ je ukazao na neophodnost elemen-
tarnog poznavanja parcijalnih diferencijalnih jednac¢ina od strane studenata
tehnickih nauka, ¢ime je doprineo nastanku dela teksta koji se odnosi na
tu vrstu jednacina. Autori smatraju da bi bez pomenutih dodatih delova, u
odnosu na prvobitni rukopis, knjiga bila estetski i smisaono znatno siromasnija
i za praksu manje upotrebljiva. I na kraju, autori zahvaljuju Dekanu Elek-
tronskog fakulteta u NiSu, prof. dr Draganu Anticu, za istrajnu i odluénu
podrsku na publikovanju ove knjige.

Nis, 2006. g. Autori
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1. OSNOVNI POJMOVI

1.1. Pojam diferencijalne jednacine i
reSenja diferencijalne jednacine

Diferencijalna jednacina je svaka jednacina u kojoj se javljaju nezavis-
no promenljiva x, nepoznata funkcija y(z) i izvodi te funkcije. Opsti oblik
ove jednacine je

(1.1.1) ®(z,y,y,... ,y(”)) =0.

Ovo je "obi¢na” diferencijalna jednacina jer nepoznata funkcija zavisi samo
od jedne nezavisno promenljive. Sem obi¢nih, postoje i parcijalne dife-
rencijalne jednacine kod kojih nepoznata funkcija zavisi od viSe nezavisno
promenljivih. Nadalje ¢emo za diferencijalne jednacine koristiti oznaku DJ.

Red diferencijalne jednacine je red najviseg izvoda koji se javlja u DJ.

Resavanje diferencijalne jednacine je odredivanje nepoznate funkcije y(z)
koja se u njoj javlja. Funkcija y(x) koja identicki zadovoljava DJ (1.1.1) je
reSenje (integral) diferencijalne jednacine.

Resenje DJ (1.1.1) moze da bude opste, partikularno i singularno.

Opste resenje sadrzi onoliko proizvoljnih konstanata koliki je red DJ. U
posmatranom slucaju (1.1.1) opste resenje je oblika

(1.1.2) y=y(z,c1,...,cn) .

Proizvoljne konstante ci, ... , ¢, su, u stvari, integracione konstante koje se
javljaju pri reSavanju DJ neodredenom integracijom. Geometrijski, opste
resenje (1.1.2) predstavlja familiju krivih u zy koordinatnoj ravni.
Partikularno resenje se dobija iz opsteg izborom konkretnih vrednosti
za neke ili sve proizvoljne konstante. Ukoliko se konkretizuju sve kon-
stante u (1.1.2), partikularno resenje je samo jedna kriva iz familije krivih

1



2 DIFERENCIJALNE JEDNACINE

(1.1.2). Za odredivanje partikularnog resenja najcesce se zadaju tzv. pocetni
(Cauchyevi) uslovi:

(1.1.3) y(ro) =ao, y(xe)=ai, ..., y("_l)(ajg) = Qp_1 ,

gde su xg, ag, ... ,a,—1 € R zadati brojevi. Dobijeno partikularno resenje se
zove Cauchyevo.

Singularno reSenje ne moze da se dobije iz opsteg, ali jeste resenje jer
zadovoljava DJ. Obi¢no se dobija iz ogranic¢enja pod kojima se resava DJ,
tj. nalazi opste resenje.

Ogranicenja pod kojima se resava DJ uti¢u na oblast definisanosti opsteg
reSenja. Radi ilustracije, ova ogranicenja ¢emo da razmatramo samo u
pocetku, a kasnije ¢emo da ih podrazumevamo. Oblast definisanosti DJ,
egzistencija i jedinstvenost njenog resenja, a s tim u vezi i oblast definisa-
nosti resenja, detaljno su obradeni u [1], str. 1-6, 14-15, 67-69, itd.

Sistem diferencijalnih jednaéina se sastoji od vise DJ sa vise nepoz-
natih funkcija, npr.

(1.1.4) P (z;y1,. . ,y%n);... Y - 7(72‘)) =0 (i=1,...,m).
U ovom slucaju, opste resenje sistema je uredena m—torka funkcija
(1.1.5) (yl(m, Cllye e sCn1) s -+ s Ym (T, Clmy - .. ,cnm)> ,

a Cauchyevi uslovi za nalazenje partikularnog reSenja su:

(1.1.6) yi(®o) = aio ,  yi(xo) = a1 , ..., y§”*”(xo) = Qi n-1
(t=1,...,m).

Parcijalna diferencijalna jednacina reda m ima opsti oblik

of of 9*f 9*f omf
1.1.7 <I)( yeee s T [, ; , yeee s ):0,
( ) 1 i f 0x1 0z, 023" 01029 Az
gdeje f(x1,... ,z,) nepoznata funkcija n nezavisno promenljivih z1, ... , x,.
Specijalno, parcijalna diferencijalna jednac¢ina I reda je oblika
of of
1.1.8 <1>< e T ;—,...,—):0.
( ) T Tn; f s .

Parcijalne diferencijalne jedna¢ine ¢emo nadalje oznacavati sa PDJ.



OSNOVNI POJMOVI 3

Kao i kod DJ (1.1.1), resavanje PDJ (1.1.7) je odredivanje nepoznate
funkcije f(x1,...,x,) koja se u njoj javlja i koja je njeno resenje (integral).
Po pitanju tipova resenja, kod PDJ je situacija znatno slozenija nego kod DJ.
Postoji vise definicija, npr. Lagrangeove definicije (videti [1], str. 256-260).
Ove definicije ne navodimo, a pojmove opsteg i partikularnog resenja ¢emo
da uvedemo kasnije, za konkretne slucajeve PDJ koje budemo razmatrali.

1.2. Snizavanje reda diferencijalne jednacine

Ako u DJ (1.1.1) n—tog reda funkcija ® ima poseban oblik, resavanje ove
DJ moze da se svede na resavanje nove DJ reda n—1. Navodimo dva najcesca
slucaja.

Neka funkcija ® ne zavisi od nepoznate funkcije y, ve¢ samo od nezavisno
promenljive x i izvoda funkcije y. Oblik ove DJ je

(1.2.1) ®(z,yy", - y™) =0.

Uvodenjem smene
z(z) =y (2) ,

dobijase vy = 2/,... ,y™ = 2(»=1 pase DJ (1.2.1) svodi na DJ reda n — 1
po nepoznatoj funkciji z = z(z),

@(m,z,z’,... ,z(”_l)) =0,

Cije je opste resenje z = z(x, ¢y, ... ,cp—1). OpSte resenje polazne DJ (1.2.1)
dobija se resavanjem DJ prvog reda

vy =z(z,c1,... ,Cn1) -

Neka funkcija ® ne zavisi od nezavisno promenljive x, ve¢ samo od nepoz-
nate funkcije y i njenih izvoda. Oblik ovakve DJ je

(122) (I)(ya y/a y//’ Tt 7y(n)) =0.

U ovom sluc¢aju se uvodi smena

2(y) =y .



4 DIFERENCIJALNE JEDNACINE
Imajudéi u vidu da je y = y(z) i y'(x) = 2(y(z)), iz prethodne smene sledi:

gy Ay dz  dzdy  ,,

_%_%:@%_Zy =2z,
dy” d dz' dz d7 dy dz
"o — = Pz _ 2z 2 /
- dx _dx(zz) d:cz+z dr dy da:z+z dx

2
:Z//y/2++z/y//221/22+2/ z,

y" = u(z,2,... ,z(”fl)) ,

gde je u odgovarajuca funkcija. Zamenom nadenih izvoda u polaznu DJ
(1.2.2), ona se svodi na DJ reda n — 1 po nepoznatoj funkciji z = z(y),

Dy, z,2'2,... ,u(z, 2, ... ,z("_l))) =0,
tj.
Py (y,2,2,... ,z("fl)) =0.
Opste resenje poslednje DJ je z = z(y, ¢1,... ,¢n—1), Pa se opSte resenje DJ

(1.2.2) dobija resavanjem DJ prvog reda

y/ = z(yaclv s >Cn—1) .



2. DIFERENCIJALNE
JEDNACINE I REDA

2.1. DJ sa razdvojenim promenljivama

Najjednostavniji oblik ove DJ je

(2.1.1) y' = f(),

gde je f zadata funkcija. Ovo je oc¢igledno DJ tipa (1.1.1) i to prvog reda.
Kako je
y =2
dx ’
DJ (2.1.1) se transformise u
dy = f(z)dz

§to se resava direktnom integracijom,
Yy = / f(z)dx .

Opésti oblik DJ sa razdvojenim promenljivama je

(2.1.2) f(z)dr = g(y)dy ,

gde su f i g zadate funkcije. Ako ovu DJ zapisemo drugacije,

dy _ f(z) ,_ f(=)

dz — g(y)’ 9(y)

Y

ona je takode tipa (1.1.1), prvog reda. Resava se direktnom integracijom

(2.1.3) [ t@yds= [ gtw)ay.

5



6 DIFERENCIJALNE JEDNACINE

Ako je F(z) primitivna funkcija za f(z) i G(y) primitivna funkcija za g(y),
iz (2.1.3) dobijamo
Fz)+a=Gy) +c,

pa je
Flz)-Gly)=c2—c1 .

Zbog proizvoljnosti integracionih konstanata c; i co, proizvoljna je i kon-
stanta ¢ = co — ¢1, pa je opste resenje DJ (2.1.2) dato implicitno sa

F(z)-G(y)=c.
Nacéi opste resenje DJ

3y2y' + 16z = 2xy3 R

a zatim naci ono partikularno resenje koje sadrzi tacku (0, 0).
Datu DJ dovodimo na oblik (2.1.2):

d
3y YW _ 16z + 2293 = 22(y® - 8)
dx
3 2
Y dy = 2xdx .
y3 -8

Dobijenu DJ resavamo integracijom, uz ogranicenje y 7# 2. Dobija se redom:

2
/Sy dy:/Qacdac,
y> —8
d(y® —
/ =2 / ) |
y> — 8

Injy3 -8/ +ec1 =22 +ca,

Injy> =8| =22 4+c3 (c3=ca—c1),
2 2 2
ly? =8| =™ B =B " =cge” (s =€),

y3 — 8= :I:céleI2 = ceUCQ (¢ =*tcaq) .

Dakle, opste resenje je dato implicitno sa

2
Y3 — 8 =ce”

Primetimo da u ovom sluc¢aju opste resenje moze da se iskaze i eksplicitno sa

Yy = 3V8+ce“52.
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Do opsteg resenja smo dosli uz ogranicenje y # 2. Proveravamo §ta je sa funkcijom
y = 2. Direktnom smenom y = 2 u datu DJ dobijamo 16z = 16x. Dakle, y = 2 identicki
zadovoljava DJ, pa to jeste njeno reSenje. Ovo reSenje je partikularno jer se dobija iz
opsteg za ¢ = 0.

Smenom x = 0, y = 0 u opste resenje sledi ¢ = —8, pa je trazeno partikularno resenje

Y3 —8=—8e"

Primeéujemo da je uslov prolaska krive y(x) kroz tacku (0,0) isto $to i y¥(0) = 0, pa je
ovo pocetni (Cauchyev) uslov (1.1.3) i nadeno partikularno resenje je Cauchyevo. A

2.2. Homogena DJ

Opsti oblik ove DJ je

221 =12,

T

gde je f zadata funkcija i © # 0. ReSava se smenom

gde je u = u(z) nova nepoznata funkcija. Za ovu smenu je
y=2zxu, y/:u—}—xu/,

pa se DJ (2.2.1) redom transformise u:

u+zu = f(u),
v = fl)
du _dx
Fow

Poslednja DJ je sa razdvojenim promenljivama koja se resava integracijom,
pod ogranic¢enjem f(u) # w:

du
1 = _ :F
n |zl /f(u)—u (u) +c1
z =+l W

z=ce' ™ (c=4e) .



8 DIFERENCIJALNE JEDNACINE
Imajuéi u vidu smenu u = y/x, dobijamo opste resenje u implicitnom obliku

v = ceFW/m)

gde je I’ odgovarajuéa primitivna funkcija i ¢ proizvoljna konstanta.
Ako je f(u) = u, polazna DJ (2.2.1) je

s-s(2)-2
tj.
dy _dz
y x

§to je DJ sa razdvojenim promenljivama.

PRIMER 2.2.1.| Nadi opste resenje DJ

, x4 2x%y — P
x3 + 22y
Ako i brojilac i imenilac na desnoj strani prethodne jednakosti podelimo sa z3, data
DJ dobija oblik
3
1+23—<9)
’ x T

y = ———,
142
x

§to je oblik (2.2.1) homogene DJ. Zato uvodimo smenu u = y/z, iz koje je y' = u + zu’,
pa DJ dalje postaje:

14 2u —ud
1’1/:7jL u-u —u:l—uQ,
1+u
d
x—uzl—u2,
dx
du  dz
1—u2 z

Poslednja DJ je sa razdvojenim promenljivama i reSava se pod ogranienjima u # +1.

Resenje je:

du 1 u+1

1 = ==1 +ec1

nlzl /1—u2 2 " u—l‘ “

1
T =cy ‘u—i— ‘, (co = +et)

u—1
1

x2=cu+ (c=+c2) .

u—1
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Vra¢amo se sa smenom u = y/x i dobijamo trazeno opste resenje u implicitnom obliku

2 yt+tz
r = cC
y—x

ili u eksplicitnom obliku
m(m2 + c)

CCQ—C

PRIMER 2.2.2.| Nadi opste reSenje DJ

2 2
yIZQ(L) ‘
r+y—1

Posmatrajmo DJ oblika

+ a2y + a3
2.2.2 - <“1m—>
(222) V=T et bay 1 bg

u kojoj je f poznata funkcija, a;,b; € R (i = 1,2, 3) konstante i a1ba —biaz # 0. Uvodimo
smene
r=X+a1, y=Y+az,

gde su a1,z € R privremeno neodredene konstante, X nova nezavisno promenljiva i
Y = Y (X) nova nepoznata funkcija. Kako je dr = dX i dy = dY, to je

y,:@:dix/:§//7
dzx dX

pa se DJ (2.2.2) transformise u

v’ :f<a1X+a2Y—|—a1a1 +a2a2+a3> .

b1 X +b2Y +bra + boas + b3
Konstante a1, as odredujemo tako da je

aray +asaz+a3 =0, biay +baz+b3 =0,
¢ime poslednja DJ postaje

Y
alX—l—agY) y ay +a2§

yo (B rey
b1 X +bY

Y
b by —
1+ 25

sto je homogena DJ oblika (2.2.1) po nepoznatoj funkciji Y = Y (X).

Ako je ajba —braz = 0, DJ (2.2.2) se smenom u = ajx+azy svodi na DJ sa razdvojenim
promenljivama po nepoznatoj funkciji u = u(x).
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Lako se uocava da je zadata DJ oblika (2.2.2) saa; =0,a2 =1,a3 =2,b1 =1, by =1,
b3 = —1liaiba —bias = —1 # 0. Zato za njeno reSavanje primenjujemo prethodno opisani
postupak. Iz sistema

a2+2=0, a1+ax—1=0

odredujemo a1 = 3, @z = —2. Smene
r=X+3, y=Y -2

dovode do homogene DJ

koja se resava uobicajeno.
Za u =Y /X dobijena homogena DJ postaje DJ sa razdvojenim promenljivama

(1+w)?  dX

u(1+u2) v X

po nepoznatoj funkciji v = u(X). Ako je u # 0, razlomak na levoj strani prethodne
jednakosti rastavljamo na delimi¢ne razlomke i vrgimo integraciju. Dobija se redom:

du du de

u 14 u? X’
—In|u| — 2arctanu = In|X|+¢1 ,

2arctanu + In|Xu|=c (c=—c1) .

Kakojeu=Y/X, X =2 —3,Y =y + 2, iz poslednje jednakosti sledi

Y
2arctan — +In|Y| =
arcanX+n| |=c

2
2 arctan y+
r—3

+Injy+2[=c,

S§to je trazeno opste reSenje u implicitnom obliku. A

2.3. Linearna DJ

Opésti oblik ove DJ je

(2.3.1) y' + f(2)y = h(z)
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gde su f i h zadate funkcije. Linearne DJ ¢emo nadalje oznacavati sa LDJ.
Za h(x) # 0, LDJ (2.3.1) je nehomogena LDJ. Ako je h(z) = 0, (2.3.1)
postaje

(2.3.2) y' + fla)y=0,

§to je homogena LDJ.

Resavamo prvo homogenu LDJ (2.3.2). Ova jednac¢ina moze da se zapise
u obliku

dy

dr —f(:l:)y ;
tj.

C;y = —f(z)dz ,

§to je DJ sa razdvojenim promenljivama. Njeno reSenje je

(2.3.3) y—cexp(—/f(ac) dm) ,

uz ogranicenje y # 0. Kako y = 0 zadovoljava polaznu homogenu LDJ
(2.3.2), to jeste njeno resenje. Ovo reSenje je partikularno jer se dobija iz
opsteg resenja (2.3.3) za ¢ = 0.

Da bismo nasli reSenje nehomogene LDJ (2.3.1), pretpostavimo da c¢ iz

(2.3.3) nije konstanta, veé¢ funkcija od x i opste resenje nehomogene LDJ
potrazimo u obliku

(2.3.4) y = c(z) exp(— / £(x) dx) .
Iz poslednje jednakosti je
v =@ exp(~ [ f@)ds) - cla)f@)exn(~ [ fo)ds) .
Zamenom ovako iskazanih 3 i 3’ u nehomogenu LDJ (2.3.1) dobijamo
¢ (x) exp(— / f(x) daz) — h(z) .

Odavde je
¢/(x) = i) exp / flw)de) |
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§to integracijom daje

c(w):/h(x)exp(/f(x)dx) de =F(x)+k,

gde je F(x) odgovarajuca primitivna funkcija i k& proizvoljna integraciona
konstanta. Smenom nadenog c¢(x) u (2.3.4) dobijamo opste resenje nehomo-
gene LDJ (2.3.1). PoSto moguénost zabune vise ne postoji, upotrebi¢emo
uobicajenu oznaku ¢ za proizvoljnu konstantu, umesto prethodno koris¢ene
oznake k. Tako opSte resenje nehomogene LDJ glasi

(235 y=esp(- / () de) {c—i— / () exp / () de) dx] .

Prethodno opisani metod, kojim smo dosli do resenja (2.3.5), zove se metod
varijacije konstanata jer je konstanta c iz (2.3.3) ”varirala” u funkciju ¢(x)
iz (2.3.4).

Sem metoda varijacije konstanata, koristi se i metod smene y = uv, gde
su u = u(z) i v = v(z) nove nepoznate funkcije. Ovaj metod ¢emo da
prosledimo kroz primer, a detaljno ¢emo da ga razmotrimo kod LDJ II reda.
Metod smene y = uv se drugacije zove metod invarijanata.

Naravno, za nalazenje opsteg resenja LDJ (2.3.1) uvek moze da se iskoristi
i gotova formula (2.3.5).

PRIMER 2.3.1.| Nadéi opste resenje LDJ

1) Prosledujemo postupak varijacije konstanata.

Prvo resavamo homogenu LDJ

y——y=0.
x

Dovodimo je na oblik
dy dx

Y T
Uz ogranicenja = # 0, y # 0, reSenje poslednje LDJ se dobija integracijom,
InJy| = Inja| + 1 ,

tj.
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Neka je proizvoljna konstanta c funkcija od x. Potrazimo resenje date LDJ u obliku

y=c(z)r .
Iz poslednje jednakosti je y’ = ¢’z + ¢, §to zamenom u datu LDJ daje
d(z)==.

Integracijom se dobija
pa je trazeno opste reSenje

i, zamenom oznake k oznakom c,

=|—+4clx.
Y=\
2) Pokazujemo sada metod smene y = uwv.

Diferenciranjem smene nalazimo y’ = u/v + uv’, $to zamenom u polaznu LDJ daje

1
/
u'v + uv —fuv:a:2,
T

tj.

(2.3.6) vu' + (v’ — E>u =2 .
x

S obzirom da smenom y = wv funkcije v i v nisu jednozna¢no odredene, jednu od njih

mozemo da izaberemo proizvoljno. Izaberimo funkciju v tako da je
(2.3.7) -2 =0.
T

Iz (2.3.7) je
dvidix

)

v x

uz uslov v # 0. Integracijom se dobija v = cx, gde je ¢ proizvoljna konstanta. Konstantu

¢ biramo tako da funkcija v bude §to jednostavnija. Ovde je to ¢ =1, pa je
v(z) =2 .

Vracajudéi se u (2.3.6) dobijamo

odakle jeu =z i
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gde je c proizvoljna konstanta. Dakle, trazeno opste reSenje je
2
x
y:uv:(;—&—c)x AN

PRIMER 2.3.2.| Naéi opste resenje LDJ

(22 = 1)y — 22y +22—223=0.

Opste resenje date LDJ odredujemo prema gotovoj formuli (2.3.5).
Deobom sa 2 — 1 (z # £1) datu LDJ dovodimo na oblik (2.3.1),

, 2x _ oy
V- y=2,
odakle je
2z
f@) = h() =2
Odredujemo

2
/f(a:)dac—/ Qxldm:fln|x271|,
2 —

pa opste reSenje, prema (2.3.5), postaje

— |2 x

. 9 2 2z

tj.

Kako ispred integrala i u podintegralnoj funkciji figurise isti izraz |2 — 1| = +(22 — 1),
to se znaci £+ ponistavaju, pa poslednja jednakost postaje

2z
$2_1dx (¢ ==c1) .

yzc($2—1)+(w2—1)/

Zato je dalje

y=ela? )+ (2 o) [ A2
c(z? = 1) + (22 — 1) In|z? — 1]
= (22 - 1)(c+1n|z? - 1|),

Sto je trazeno opsSte reSenje.



DIFERENCIJALNE JEDNACINE I REDA 15

Primetimo da ovo opSte reSenje mozemo da predstavimo i u drugacijem obliku.
Oznagimo c sa cg i stavimo c3 = e“2. Tada prethodno opste reSenje postaje

y:(:172—1)(02+1n|x2—1‘):(:L’Q—l)(ln03+ln|m2—1|):(m2—1)ln(03|m2—1|)
=(z> =1 Inc(z? —1) (c==c3). A

2.4. Bernoullieva DJ

Opésti oblik ove DJ je

(2.4.1) v + f(x)y = h(z)y" (r €R).

Zar =01ir =1 ova DJ je linearna. Zato pretpostavljamo da je r # 0 i

r# 1.

DJ (2.4.1) se resava smenom
(2.4.2) y =2,

gde je z = z(x) nova nepoznata funkcija, a k£ pogodno izabrana konstanta.
Iz ove smene je 3’ = kz*~12/, §to zamenom u polaznu DJ daje

kzF712 4 f2F = habr
i, deobom sa zF~1,

(2.4.3) k' 4 fz = haFr=kt1

Konstanta k se bira tako da bude kr — k + 1 = 0, dakle

1
k= 1—7
Zato (2.4.3) postaje
LZ’ + fz=h,
1—-7r
.
(2.4.4) Z+ (1 —=r)f(x)z=(1—-7r)h(x),

sto je LDJ po nepoznatoj funkciji z = z(z). Resavamo LDJ (2.4.4) i nalazimo
njeno opste reSenje
z=z(z,c) .
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Povratkom u (2.4.2) dobijamo opste resenje Bernoullieve D.J

1/(1—7r)

Yy = Z(SL‘, C)

PRIMER 2.4.1.| Nadi opste resenje DJ

xy —dy —a?y=0.

Datu DJ prvo dovodimo na oblik Bernoullieve (2.4.1),

4
Y ——y=ay,
T
uz ogranicenje x # 0. Ovde je:

4 1
f@) ===, h@)=c, r=5.

Uvodimo smenu y = z*, gde je k = 1/(1 — r) = 2. Dakle, smena je
y==z
Zato je y' = 222/, pa se DJ transformise u

4
sz/—szsz,
T

tj.

z= = .

2

/ g z
T

Dobijena DJ je nehomogena LDJ po nepoznatoj funkciji z = z(x). Njeno resenje odredu-

jemo prema formuli (2.3.5),
2 2
z:exp(—/—dm) c+/mexp</—dx):|
T 2 T

1
2
- 71 .
T [c—l— 2 n|xq

Zato je trazeno opste resenje

2 4 L 2
y=z"=uz c+§ln|:p| LA
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2.5. Riccatieva DJ

Opésti oblik ove DJ je
(2.5.1) y' = P(2)y* + Q(z)y + R(z)
gde su P, @, R zadate funkcije. DJ (2.5.1) ne moze da se resi u opStem

slucaju. U slede¢im slucajevima se svodi na resive DJ.
Neka su a; (i = 1,2, 3) poznate konstante i f(z) poznata funkcija. Ako je

y' = f(z) (Ubly2 + a2y + a3) 3
DJ (2.5.1) je DJ sa razdvojenim promenljivama. Ako je

a1 ag
v =5y +—"ytas,
x x

DJ (2.5.1) je homogena. Ako je
a a
V=ay’+ Zy+
x x

DJ (2.5.1) se smenom y = z/x svodi na DJ sa razdvojenim promenljivama
po nepoznatoj funkciji z = z(z).

Riccatieva DJ uvek moze da se resi ako je poznato neko njeno partikularno
resenje y; = y1(x). Uvodenjem smene

1
y:y1+77
z

gde je z = z(x) nova nepoznata funkcija, dobija se

!/

B z
Y =W - 2

i DJ (2.5.1) postaje
2y — Py — Qi — R) =2 +2Py12+ Q2+ P,

odnosno

(2.5.2) 2+ 2Py +Q)z+ P =0,
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§to je LDJ po nepoznatoj funkciji z. Analogno, smenom
y=1uy+z

se Riccatieva DJ svodi na Bernoullievu

(2.5.3) 27— (2Py; + Q)z = P2* .
PRIMER 2.5.1.| Nadi opste resenje DJ
, 1 x2 2x

y 3V

_ 2 _ _
_1—x3y 1—2 1—a3

ako je y1 = ax? jedno njeno partikularno resenje i a konstanta koju treba odrediti.
Iz y1 = az? sledi Y} = 2az, §to zamenom u datu DJ daje
9 4 x2 2 2x

2ar = —— a“z” — ax® —
1— 23 1— 23 1— 23

i sredivanjem
20a+ 1)z —ala+1)z*=0.

Poslednja jednakost vazi za svako z ako je a+ 1 = 0, tj. a = —1. Zato je partikularno
reSenje
y1 = —x2 .

Data DJ je Riccatieva sa

x 2x

P@)= =, Qu=-—"—, R@)=-1om.

Uvodimo smenu
1 9 1
y=yi+-=-c"+—,
z z

posle koje se DJ transformise u LDJ (2.5.2), tj. u

, 32 1
Z - —z=— .
1— 23 1— a3

Opste resenje ove LDJ se odreduje prema formuli (2.3.5) i glasi

CcC—X
= 1—a3’

pa je trazeno opSte reSenje

1 9 1— 23 1— cx?
y=y+-=—a’+ = :
z c—x c—x
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gde je ¢ proizvoljna konstanta.

Smenom
y=y1+z=—-2>+z

se polazna DJ svodi na Bernoullievu (2.5.3), tj.

32 1
/ 2
z + z= z
1—a3 1— a3 ’
¢ijim reSavanjem se dobija
1— a3
z =
c—zx
i, jasno, isto opste resenje
1 — cx?
y= A
c—z

2.6. DJ u totalnom diferencijalu

Opésti oblik ove DJ je
(2.6.1) M(z,y)dx + N(z,y)dy =0,

uz obavezan uslov

oM  ON
2.6.2 oM _ O
( ) oy or

Uslov (2.6.2) obezbeduje egzistenciju funkcije u(x,y), takve da je njen
totalni diferencijal
du = M(z,y) de + N(z,y)dy

(videti [1], str. 33-35), pa DJ (2.6.1) zato i nosi ime ”u totalnom diferenci-
jalu”. Primec¢ujemo da iz poslednje jednakosti sledi

ou ou

(2.6.3) M(z,y) = e N(z,y) = 3

Jednakosti (2.6.3) se koriste za izvodenje formule kojom je dato opste resenje
polazne DJ (2.6.1). To izvodenje ne¢emo teorijski da razmatramo, veé ¢emo
da ga prosledimo kroz konkretan primer. Gotova formula opsteg resenja, do
koje pomenuto izvodenje dovodi, glasi

z y
(2.6.4) / M(t,y) dt + / N(zo,t)dt =c .
Zo Yo
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U formuli (2.6.4) je (zg,yo) proizvoljna tacka iz oblasti u kojoj vazi uslov
(2.6.2). Ova tacka se obi¢no konkretno bira i to tako da drugi integral iz

(2.6.4), ,

N(l‘o, t) dt y
Yo

bude jednostavan za reSavanje.

Postoje DJ koje nisu u totalnom diferencijalu, ali pomocu tzv. integra-
cionog faktora mogu da se dovedu na oblik totalnog diferencijala (2.6.1)
(videti [1], str. 37-40).

PRIMER 2.6.1.| Nadi opste resenje DJ

(322 4 6xy?) dx + (62%y + 4y*)dy = 0 .

Ovde je
M(z,y) = 3z + 6zy®> , N(z,y) =62’y +4y> .
Zato je
M ON
— =122y, — = 12zy,
ox

pa je uslov (2.6.2) ispunjen i data DJ je u totalnom diferencijalu.
1) Prosledujemo prethodno pomenuti postupak.

Zbog ispunjenog uslova (2.6.2), postoji funkcija u(z,y) takva da vazi (2.6.3), tj.

1%} 0
(2.6.5) 8—:; = M(z,y) = 322 + 6292 , a—Z = N(z,y) = 622y + 4y° .

Uzimamo, npr., prvu jednacinu iz (2.6.5) i integracijom dobijamo

(2.6.6) u(z,y) = / % dz = /(33;2 + 6xy?) dx

= 2% 4+ 32%y% + o(y) ,

gde je p(y) proizvoljna integraciona konstanta u odnosu na integraciju po z.
Diferencirajuéi (2.6.6) po y i koristeéi drugu jednacinu iz (2.6.5), imamo

ou
Foie 62°y + ¢'(y) = N(z,y) = 6z°y + 4y° .

Odavde je
¢'(y) = 4y*
pa je

4
w(y)—/4y2dy—3y3+cu
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gde je c1 proizvoljna konstanta. Zato je, prema (2.6.6),
3 2,2 4 3
u(z,y) = x° + 3z°y —|—§y +c1 .
S druge strane, iz zadate DJ je du = 0, pa je
U(I, y) =C2 .
Poslednje dve jednakosti zajedno daju trazeno opste resenje
3 2,2 4 3
z° + 3%y —|—§y +c1=c2,

tj.
4
x3+3x2y2+§y3:c (c=ca—c1).

2) Do istog resenja dolazimo koriséenjem gotove formule (2.6.4).

Prvo primecéujemo da je uslov (2.6.2) ispunjen za svako = i y. Zato za tacku (zo, yo)
mozemo da uzmemo bilo koju, npr. (zg,y0) = (0,0). Formula (2.6.4) sada glasi

z Y
/M(t,y)dt+/ N(0,t)dt =c,
0 0
z )
/(3t2+6ty2)dt+/ 4 dt =c .
0 0

t=y
= C 5
t=0

ili konkretno

Integracijom dobijamo

= 4
+-t°

(£ + 3t%y%)
t=0 3

tj.
4
z3 + 39623;2 + 73 y3 =c,

Sto je trazeno opste resenje. A

2.7. Lagrangeova i Clairautova DJ

Lagrangeova i Clairautova DJ spadaju u grupu DJ ¢iji je opsti oblik

(2.7.1) y=fzy),

sa poznatom funkcijom f. DJ (2.7.1) se resava smenom

t=y ,
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posle koje postaje

(2.7.2) y = flz,t) .

Kako je y = y(z), to je
dy =y dx = tdx .

S druge strane, f(z,t) je funkcija dve nezavisno promenljive, pa diferenci-
ranjem (2.7.2) sledi

of of
d dr + —dt .
TR T
Iz poslednje dve jednakosti dobijamo
_of of
2.7.3 tdx dr + — dt
(2.7.3) BT
i
(t 8f> dr 8i
ox/ dt Ot
Pod uslovom
t— — 75 0,
odredujemo opste resenje x = z(t, c) DJ
of
dx ot
2.7.4 — =
(27.4) =
or

Sto smenom u (2.7.2) daje y = f(z(t,¢),t). Jednakosti

(2.7.5) z=uz(t,c), y=f(z(t,c), 1),

gde je ¢ proizvoljna konstanta, definisu opste resenje DJ (2.7.1) u parame-
tarskom obliku.
Iz jednakosti

of
(2.7.6) t—5-=0

se odreduje singularno resenje DJ (2.7.1). Ovo resenje predstavlja obvojnicu
familije krivih (2.7.5) (videti [1], str. 54-55).
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Lagrangeova DJ ima opsti oblik

(2.7.7) y=xzPy)+Q),

gde su P, @ zadate funkcije i P(y') # 3'. Dakle, DJ (2.7.7) je specijalan
slucaj DJ (2.7.1) koji nastaje za

fl@,y)=2Py)+ QW) ,
tj.
f(z,t) =z P(t) + Q(1) .

Kako je
of of
_— = P —_— =
Ox ® ot
DJ (2.7.4) dobija oblik

zP'(t) + Q'(t) ,

dv  xP'(t) + Q'(t)

(2.7.8) Ry = ey

Pod ogranic¢enjem
opste resenje (2.7.5) postaje
v=ua(t,c), y=u(t,c)P(t)+Q(),

gde je x = z(t, ¢) opste resenje DJ (2.7.8) i ¢ proizvoljna konstanta.
Neka je a konstanta takva da je t = a neko resenje jednacine (2.7.6), tj.

t—P(t)=0.

Tada je
y = 2P(a) + Q(a)

singularno resenje Lagrangeove DJ (2.7.7).
Clairautova DJ ima opsti oblik

(2.7.9) y=y + Q) ,

gde je @ zadata funkcija. Ocigledno je (2.7.9) specijalan slucaj DJ (2.7.1)
za

flzy) =z + Q) .
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Smenom ¢ =y, DJ (2.7.9) postaje

(2.7.10) y=axt+Q(t) .
Kako je
of _ of _ /

(2.7.3) se svodi na
tde =tdr+ (x4 Q'(t)) dt

tj.
(2.7.11) (z+Qt)dt=0.

Jednakost (2.7.11) vazi ako je dt =0 ili z + Q'(t) = 0.
Iz dt =0 sledi t = ¢, $to zamenom u (2.7.10) daje opste resenje Clairaut-
ove DJ
y=cz+Q(c),

gde je ¢ proizvoljna konstanta.
Iz 2+ Q'(t) = 0 sledi x = —Q'(t), $to zamenom u (2.7.10) dovodi do
singularnog reSenja u parametarskom obliku

z=-Q'(t), y=-tQ'®)+Q).
Nadi opste i singularno resenje DJ

Sy =22 +ay —y'?.

Data DJ je oblika (2.7.1) sa
! 1 2 ’ 12
F@y) = (@ +ay —y"7),
pa se smenom t = 3y’ transformise u
1 2 2
(2.7.12) y= g(ar; +at —t%) .
. ]' 2 2 .
Kako je f(z,t) = g(:L’ +xt —t2), to je

of
ox

of

1
9l
ot 52

1
=-(2 t
= (2a+1),
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i (2.7.4) postaje

dr.  1lxz—2
dt  2z-2t°
Ako je x — 2t # 0, tada je:
d 1
o D dr=——dt
dt 2
i integracijom
1
r=——=t+4+c,
2

gde je ¢ proizvoljna konstanta. Zamenom nadenog x = z(t,c) u (2.7.12) sledi

1{( 1t+ >2+( 1t+ )t t2] 1t2+1 2
=—||l-= c —= c|t— = —— —-c,
v=5 2 2 4 5

pa je trazeno opste resenje

1 PR
r=—= c, =—= —c
2 Y= 5

U ovom slucaju je jednostavno eliminisati parametar ¢, ¢ime se sa prethodnog parame-
tarskog oblika prelazi na eksplicitni oblik. Iz prve jednacine je t = 2¢ — 2z, $to smenom u
drugu jednacinu daje

1 1 1
y:—Z(Qc—2:c)2+502:—(c—m)Q—l—gcQ.

Neka je sada z — 2t = 0. Tada je = 2t i, zamenom u (2.7.12), y = t2. Dakle, trazeno
singularno resenje u parametarskom obliku je

r=2t, y=t

ili u eksplicitnom obliku

y=-z°. A

PRIMER 2.7.2.| Nadi opste i singularno resenje DJ

y=2zy +y°.
Ovo je Lagrangeova DJ (2.7.7) sa
2
Py)=2, QW)=y",
pa se smenom t = y’ transformise u

(2.7.13) y =2zt + 12 .
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Kako je P(t) = 2t, Q(t) = t2, to je P'(t) = 2, Q'(t) = 2t i (2.7.8) postaje
dx g% +t

dt t
Neka je t # 0. Poslednja jednakost je tada LDJ

, 2
T+ —-—x=-2
t

po nepoznatoj funkciji z = z(t) i ima opste resenje
c 2

2 37

gde je c¢ proizvoljna konstanta. Zamenom nadenog z = xz(¢,c¢) u (2.7.13) sledi trazeno
opste reSenje u parametarskom obliku

c 2t 2c 4t2—|—t3
r=——-t, =— = .
2 3 YT T3
Zat =0 je P(0) =0, Q(0) =0, pa je
y = 2P(0)+Q(0) =0

singularno resenje date DJ. A

PRIMER 2.7.3.| Nadi opste i singularno reSenje DJ

1 3
—x — 23
Yy Y 3 Yy
Ovo je Clairautova DJ (2.7.9) sa
1 s
Q(y/) =—=v )
pa se smenom t = y’ transformise u
1
(2.7.14) y=at— 3 2.
Kako je Q(t) = —t3/3, to je Q' (t) = —t2 i (2.7.11) postaje
(x—t3)dt=0.
Iz dt = 0 sledi t = ¢, $to zamenom u (2.7.14) daje opste reSenje polazne DJ
1 3
=cx——-c",
v 3

gde je ¢ proizvoljna konstanta.
Iz x —t2 = 0 je x = t2 i, prema (2.7.14), y = 2t3/3. Zato je trazeno singularno resenje
u parametarskom obliku
z =t Yy = 2 3
) 3 .
Ovo singularno reSenje moze da se iskaze i na eksplicitan nacin. Iz prve jednakosti je

t = ++/z, pa je iz druge jednakosti

2
y::l:ga:\/f. AN



3. LINEARNE
DIFERENCIJALNE
JEDNACINE II REDA

3.1. Opsta teorija o LDJ II reda

I ovde, kao i u slucaju linearnih DJ I reda, koristimo krac¢u oznaku LDJ.
Opésti oblik LDJ 1T reda je

(3.1.1) y' + f(z)y + g(x)y = h(z) ,

gde su f, g i h zadate funkcije. Ovo je nehomogena LDJ II reda za h(x) # 0.
Ako je h(z) =0, (3.1.1) postaje

(3.1.2) Y+ f@)y +g(x)y=0,

sto je homogena LDJ II reda. U obe jednacine su koeficijenti uz y i ¢’
funkcije, pa su (3.1.1) i (3.1.2) redom nehomogena i homogena LDJ II reda
sa funkcionalnim koeficijentima. Ako su koeficijenti uz y, v’ i y” realne
konstante, dobija se

(3.1.3) y" +ay + by = h(z),
§to je nehomogena LDJ II reda sa konstantnim koeficijentima i
(3.1.4) y' +ay +by=0,

§to je homogena LDJ II reda sa konstantnim koeficijentima.

Tvrdenja koja navodimo u nastavku odnose se na homogene (3.1.2) i
(3.1.4), odnosno na nehomogene (3.1.1) i (3.1.3). Zato ih dajemo samo za
opstiji slucaj jednacina (3.1.2) i (3.1.1).

Teorema 3.1.1. Ako je y1(x) reSenje homogene LDJ (3.1.2), tada je
cy1(x) takode resenje LDJ (3.1.2), gde je ¢ proizvoljna konstanta.

27
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Dokaz. Imajuéi u vidu da je y; resenje LDJ (3.1.2), diferenciranjem cy; i
zamenom u (3.1.2) dobijamo

eyl + feyy +geyy = eyl + fyy +9p) =0. O

Teorema 3.1.2. Ako su y1(z) i y2(x) resenja homogene LDJ (3.1.2),
tada je i c1y1(x) + caya(z) resenje LDJ (3.1.2), gde su ¢y i co proizvoljne
konstante.

Dokaz. Kako su y; i yo resenja LDJ (3.1.2), diferenciranjem ¢1y; + cayo,
zamenom u LDJ (3.1.2) i sredivanjem dobijamo

ey + fyL + o) + ey + fys +gy2) =0 O

Teorema 3.1.3. Ako su y1(x) i y2(z) linearno nezavisna resenja homo-
gene LDJ (3.1.2), tada je

(3.1.5) y = cy1(x) + cay2(x)

opste resenje LDJ (3.1.2), gde su ¢y i co proizvoljne konstante.

Prema Teoremi 3.1.2, (3.1.5) jeste reSenje LDJ (3.1.2). Dokaz da je to
opste, a ne partikularno reSenje, zahteva poznavanje Sire teorije od ovde
iznete, pa ga izostavljamo (videti [1], str. 79).

Linearna nezavisnost reSenja y1 1 yo znaci da ne postoje konstante kp i
ks, od kojih je bar jedna razlicita od 0, takve da je kiy1 + koys = 0 za
svako x € D, gde je D presek oblasti definisanosti LDJ (3.1.2) i oblasti
definisanosti resenja y1, y2. Linearna nezavisnost (zavisnost) se prakti¢no
ispituje pomocu jednakosti

=1y —Y1y2=0.

/

’ Yy Y2
U1 yé

Ako ova jednakost vazi za svako x € D, y1 i yo su linearno zavisna reSenja.
Zaista, iz prethodne jednakosti je

odakle je redom:

Injyi| =Injya| +¢, yi=kys (k==e), y1—ky2=0,
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pa postoje konstante k1 = 11 ko = —k takve da je kiy1 + kays = 0. Sli¢no,
y1 1 y2 su linearno nezavisna reSenja ako za svako x € D vazi

(3.1.6) V1Yo —Y1y2 #0 .

NAPOMENA 3.1.1. Za razliku od Teoreme 3.1.3, Teorema 3.1.2 dozvoljava da y1, y2
budu linearno zavisna resenja. U ovom slu¢aju je sa (3.1.5) dato partikularno resenje, sto
se lako proverava. Iz linearne zavisnosti reSenja y; i y2 sledi da postoje konstante k1 i ka,
od kojih je bar jedna razli¢ita od 0, takve da je k1y1 + kays = 0 za svako x € D. Tada je,
npr., g1 = —(ka/k1)y2, pa je

ka

Y = cC1y1 + c2y2 = —C1
k1

ka2
Y2 +y2 = €2 =Gy~ JY2 =Cl2,
1

gde je ¢ = ¢ — c1(k2/k1). Dakle, (3.1.5) sadrzi samo jednu proizvoljnu konstantu ¢, pa
je to partikularno reSenje. A

NAPOMENA 3.1.2. Definicije i teoreme koje se odnose na oblast definisanosti DJ,
sistema DJ i njihovih reSenja su veoma komplikovane. Zato ih ne navodimo, a Citaoce
upuéujemo na literaturu, npr. na [1], [2]. A

Teorema 3.1.4. Ako je y1(z) jedno partikularno resenje homogene LD.J
(3.1.2), drugo linearno nezavisno partikularno resenje yo(x) se odreduje
smenom

(3.1.7) y=1uz,

gde je z = z(x) nova nepoznata funkcija.

Dokaz. Diferenciranjem (3.1.7) i zamenom nadenih izvoda 3’ i y”/ u LDJ
(3.1.2), dobijamo

"

z yi

SN § - .
=28 )
Uz uslove y; # 0, 2’ # 0, integracijom sledi

/! "/ !/
/Z,dx:/(zl) d:z::/d(z) =In|7/|
P P

Z/

i analogno

/[_Qy,l_f(x)} dw:_2ln|y1|—/f(3:)dx,

251

§to zajedno daje

In|z'| = —2In|y| — /f(:n) dz .
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Iz poslednje jednakosti se nalazi 2’ i jo$ jednom integrali. Pri obe integracije
se proizvoljne konstante biraju konkretno. Nadenu funkciju z(x) zamenju-
jemo u (3.1.7) i dobijamo drugo partikularno resenje

y2() = y1(x)z(x) .
Resenja y1 i yo su linearno nezavisna jer je
/ / / / / 2,7
vy — 2 =iz +z) —yppz =yi2 #0. O
NAPOMENA 3.1.3. Ako se pri odredivanju funkcije z(x) zadrze proizvoljne konstante,

dobija se z = z(z, c1,c2), pa
y(z) = y1(2)2(z, c1, ¢2)

daje opste resenje LDJ (3.1.2). A

Teorema 3.1.5. Ako je poznato jedno partikularno resenje y,(x) neho-
mogene LDJ (3.1.1), tada se smenom

(3.1.8) Yy=yp+2

nehomogena LDJ (3.1.1) svodi na homogenu (3.1.2) po nepoznatoj funkciji
z = z(x).

Dokaz. Nalazenjem y’ i y” iz (3.1.8) i zamenom u (3.1.1) sledi
2+ f(x) +gx)z=0. O
Teorema 3.1.6. Neka je y,(x) partikularno resenje nehomogene LD.J

(3.1.1) i yp(z) opste reSenje homogene (3.1.2). Tada je opste reSenje neho-
mogene LDJ (3.1.1) dato sa

(3.1.9) y = yp(z) +yn(z) .

Dokaz. Ova teorema je posledica Teoreme 3.1.5. Vidimo da je, posle
smene y = Y, + z, dobijena LDJ po z ista kao homogena LDJ (3.1.2). Dakle,
za datu nehomogenu (3.1.1) treba formirati odgovarajuéu homogenu (3.1.2),

y' + f@)y +g(x)y =0
i na¢i njeno opSte reSenje

yn = c1y1(z) + caye(z) |
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a zatim ga smeniti u (3.1.8). O

Teorema 3.1.7. Ako je poznato opste resenje yn(x) homogene LD.J
(3.1.2), tada se moze odrediti i opste resenje nehomogene LDJ (3.1.1).

Dokaz. Neka je
Yn = c1y1(z) + cay2(w)

opste resenje homogene LDJ (3.1.2). Pretpostavimo da c; i ¢o nisu konstante,
veé funkcije

a(z), c2(x)

i potrazimo opste resenje nehomogene (3.1.1) u obliku
(3.1.10) y=ci(x)yr + c2(x)y2 .
Iz (3.1.10) nalazimo
(3.L.11) ¢ =y +cryy + by + cayy = (C1y1 + chy2) + c1y) + cays
i stavljamo
(3.1.12) Ay + chy2 =0,
posle ¢ega (3.1.11) postaje
y' = ciyr + oy -

Daljim diferenciranjem sledi

y" = chyr + eyt + chyy + ey
Zamenom ovako iskazanih ¢’ i ¢y’ u LDJ (3.1.1) i sredivanjem, dobijamo

cr(yi + fun + gun) +ca(vy + fys + gy2) + chyy + chys = h(x)

Kako su y; 1 y2 reSenja homogene LDJ (3.1.2), to su izrazi u zagradama
jednaki 0, pa je

(3.1.13) Yy + chyh = h(x) .
Resavanjem sistema (3.1.12)—(3.1.13) odredujemo ¢} (z), c4(x), a zatim
integracijom i ¢;(x), ca(x). Pri integraciji se javljaju proizvoljne konstante

k1 i ko, tako da je

c1(x) =c1(z, k1), ca(z) = co(x, ka)
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$to zamenom u (3.1.10) daje opste resenje LDJ (3.1.1). O

Metod izlozen u Teoremi 3.1.7 zove se metod varijacije konstanata. Teo-
remama 3.1.6 i 3.1.7 su data dva razli¢ita nacina za nalazenje opsteg resenja
LDJ (3.1.1). Obe teoreme zahtevaju poznavanje opsteg resenja homogene
LDJ (3.1.2), ali Teorema 3.1.6 zahteva joS i poznavanje partikularnog resenja
nehomogene LDJ. Zato je Teorema 3.1.6 na prvi pogled komplikovanija od
Teoreme 3.1.7. Medutim, ¢este su situacije u kojima je Teorema 3.1.6 mnogo
pogodnija za primenu.

Teorema 3.1.8. Neka je u nehomogenoj LDJ (3.1.1) funkcija h(x) oblika
h(z) =hi(x) + -+ hp(2) .
Takode, neka su yp1(x), ... ,Ypm(x) redom partikularna resenja jednacina
y' + f2)y +g(x)y = hi(z) (i=1,...,m).
Tada je

(3.1.14) Yp(®) = yp1(z) + - + ypm ()

partikularno resenje LDJ (3.1.1).
Dokaz. Diferenciranjem (3.1.14) sledi

m m
/ / 1 1
yp = § ypi ’ yp = E ypi ’
=1 =1

sto zamenom u (3.1.1) daje

m m

uy+ fun +gue = > (U + b+ 9upi) = D hi(x) = h(x) .

=1 i=1

Dakle, y, jeste resenje za (3.1.1). O

3.2. Homogena LDJ II reda sa
konstantnim koeficijentima

Opsti oblik ove LDJ smo veé dali kao (3.1.4). Radi preglednosti izlaganja,
ovde ga navodimo pod novom oznakom,

(3.2.1) y' +ay +by=0,
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gde su a, b € R poznate realne konstante. Ovo je samo specijalan slu¢aj LDJ
(3.1.2), pa ranije navedene Teoreme 3.1.1-3.1.8 vaze i ovde.

Resavanje LDJ (3.2.1) se sastoji u sledeéem. Pretpostavimo da je neko
resenje jednacine (3.2.1) oblika

y=¢—,

gde je A € C kompleksna konstanta u opstem slucaju. Tada je 3y = \e’?,

y" = A\2eM | §to zamenom u (3.2.1) daje

A2eM 4 axe™ + ber =0
.
(3.2.2) M4ra+b=0.

Dobijena jednacina (3.2.2) se zove karakteristicna jednacina za LDJ (3.2.1).
Ovo je kvadratna jednacina po A, ¢ijim reSavanjem mogu da nastupe sledeci
slucajevi.

1° Neka su A1 i Ay resenja karakteristicne jednacine (3.2.2), takva da je
(3.2.3) A, A ER . A # Ag .
U ovom slucaju su funkcije
(3.2.4) y1(z) = e . yao(x) = 2T

reSenja LDJ (3.2.1), §to se zamenom u (3.2.1) lako proverava. Takode, ovo

su linearno nezavisna resenja jer je, zbog A1 # A2, za svako x ispunjen uslov
(3.1.6), tj.

iy — gy = (A1 — Ag)elM T A2)Z 2
Prema Teoremi 3.1.3, opste resenje LDJ (3.2.1) dato je sa
(325) y — cle)\lx + 026)\237 ’

gde su ¢; 1 ¢y proizvoljne konstante.

2° Neka su A; i Ay resenja karakteristiéne jednacine (3.2.2), takva da je

(326) )\1,)\2 eC , A1 7’5 Ag .
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Koeficijenti karakteristicne jednacine a, b su realni brojevi, pa se kompleksna
reSenja A1 o javljaju u paru, kao konjugovani brojevi. Neka su to

M=a+if, l=a-—1iF,
gde su o, f € Rii=+—1 imaginarna jedinica. Kako je A\; # Ag, imamo
Mz _ (a+iB)z

(z) = A2t _ (a—if)x

yi(z) =e y Y2

i odgovarajuce opSte resenje

y = c1y1(z) + caya(z) .

Umesto dobijenih partikularnih reSenja y; i y» u praksi se koriste druga
dva partikularna reSenja. Birajuéi konkretno ¢; = co = 1, iz opSteg reSenja
dobijamo partikularno

Yp1(T) = y1 +y2 .

Takode, za ¢c; = 11 co = —1, iz opsteg se dobija drugo partikularno resenje
Yp2(z) =y1 —y2 -
Kako su 1 i y2 linearno nezavisna resenja, to su i y,1, yp2 linearno nezavisna,
§to se vidi iz
Yp1Ypa — Yp1¥Yp2 = —2(y1Y5 — Y1y2) # 0 .

U posmatranom slucaju imamo:

yp1(T) = y1 + 42
= e*(cos fx + isin fzx) + e (cos Sz — isin fx) = 2€** cos [z ,

Yp2(T) = Y1 — Y2
= e**(cos Sz + isin fz) — e**(cos fx — isin fz) = 2ie*” sin fx .

Kona¢no, prema Teoremi 3.1.1, za linearno nezavisna partikularna reSenja
umesto nadenih y,1, yp2 mozemo da uzmemo

(3.2.7) yi(x) =e**cosfr, ya(z)=e*sinfx,
gde su upotrebljene iste oznake y1, y2 kao ranije. Zato je opste resenje
(3.2.8) y = e**(cq cos Bz + cysin fz)

sa proizvoljnim konstantama ci, co.
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3° Neka su A; i Ay resSenja karakteristicne jednacine (3.2.2), takva da je
(3.2.9) A, ER A =X(=2).
Za A1 # Ag, prema (3.2.5) sa ¢; = —co = 1/(A1 — Ag), funkcija

1

_ . (e)\lx . e)\gx)

Y

je resenje LDJ (3.2.1). Trazimo grani¢nu vrednost te funkcije kad Ao — A1 =
A. Dobijamo

)\116 _

e e
3.2.10 lim —————— = ze™
( ) /\21—%\1 AL — A2 B
pa je i
y = e
reSenje LDJ (3.2.1). Imajuéi u vidu da je A = A2 = —a/2, zamenom

nadenog y u (3.2.1) tacnost prethodnog zakljucka se neposredno proverava.
Partikularna resenja

(3.2.11) yi(z) = e, yo(z) = ze®
su nezavisna jer je za svako x zadovoljen uslov

Y1y — Y1y = € £ 0.
Opste resenje LDJ (3.2.1) dato je sa

(3.2.12) y = (c1 + com)e™ |

gde su c; i ¢y proizvoljne konstante.
NAPOMENA 3.2.1. Grani¢nu vrednost (3.2.10) smo nasli prema sledeéem.
Posmatrajmo funkciju f datu sa
FO) =M
i stavimo
AXN= AN =1 — X2 .

Tada je
Af(X) = Af(A1) = f(A) — f(h2)
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pa je

AF(N)  f0) = fa)  eMT — et

AN M-X A—X
Kad A2 — A1, imamo AX — 0, pa je
A1z _ A2z Af(\
im & %" = lim Af) =N =z . A
A=Az A1 — A9 AX—0 AN

NAPOMENA 3.2.2. Posto smo znali jedno resenje y1 = e**, umesto nalazenja grani¢ne

vrednosti (3.2.10), do drugog resenja smo mogli da dodemo i koris¢enjem Teoreme 3.1.4,
tj. smenom y = y12 = e %z, A

PRIMER 3.2.1.| Nadi opste resenje LDJ

y'—2y —3y=0.

Za datu LDJ karakteristicna jednacina je

A _—2x-3=0,

odakle je A1 = 3, A2 —1. Ovo je slucaj (3.2.3), pa se opste resenje odreduje prema
(3.2.5),
y= cle)‘lx + 026)‘2x

PRIMER 3.2.2.| Nadi opste reSenje LDJ

=c1e®® +ege . A

y"+y'+y:0.

Karakteristi¢na jednacina

N4HA+1=0
ima kompleksna resenja
1 V3 1 V3
A ——+i— Ag = —— — 14—
1 2+Z 9 ) 2 2 7 2 5

pa se radi o slucaju (3.2.6) sa o = —1/2, 3 = /3/2. Zato je opste resenje oblika (3.2.8),

3 3
y = e*"(c1 cos Bz + cg sin fx) = e~ /2 (cl cos g 4 c2 sin £ x) A
PRIMER 3.2.3.| Nadi opste reSenje LDJ
y' — 4y +4y=0.

Karakteristi¢na jednacina

A2 —4N+4=0
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ima reSenja A\12 = XA = 2, §to je slucaj (3.2.9). Zato je opSte resenje, prema (3.2.12),

y = (c1 + c22)e™® = (c1 + caz)e?® . A

3.3. Nehomogena LDJ II reda sa
konstantnim koeficijentima

Opsti oblik ove LDJ smo veé dali i on je
(3.3.1) v +ay +by = h(x)

gde su a,b € R poznate konstante.

Posto uvek mozemo da nademo opste reSenje odgovaraju¢e homogene LDJ
(3.2.1), metodom varijacije konstanata (Teorema 3.1.7) mozemo da nademo
i opste resenje nehomogene LDJ (3.3.1).

U nekim specijalnim slucajevima, koji se odnose na oblik funkcije h(z),
korisnije je primeniti Teoremu 3.1.6 jer se u tim slucajevima lako odreduje
partikularno resenje nehomogene LDJ (3.3.1). Takode, Teorema 3.1.6 se
lako generalizuje na LDJ viseg reda, dok metod varijacije konstanata kod
ovih LDJ moze da bude veoma komplikovan.

1° Neka je h(z) oblika
(3.3.2) h(z) = e** P,(x) ,
gde je
Py (x) = box™ +brz" ' -+ b,

polinom n—tog stepena sa realnim koeficijentima i o € R.
Razlikujemo sledeé¢e podslucajeve.
a) a nije nula karakteristi¢ne jednacine (3.2.2).

U ovom slucaju partikularno resenje ima oblik

(3.3.3) yp(@) = € Ry (2) |
gde je

(3.3.4) R,(z) = Boz" + Byz" ' +--- 4+ B,

polinom n—tog stepena, ¢iji se koeficijenti By,... , B, odreduju smenom y,,

Yp» Yp U polaznu LDJ (3.3.1).
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b) a je nula reda 1 karakteristi¢ne jednacine (3.2.2).

Partikularno resenje ima oblik
(3.3.5) yp(x) = e Ry () ,

gde je R, (z) polinom (3.3.4).
¢) « je nula reda 2 karakteristi¢ne jednacine (3.2.2).

Partikularno resenje ima oblik
(3.3.6) yp(z) = 22" R, (z) |
gde je R, (z) polinom (3.3.4).
2° Neka je h(x) oblika
(3.3.7) h(z) = e** [Py () cos Bz + Qy(z) sin Bz ] ,

gde su P,(z) i Qn(z) polinomi n—tog stepena sa realnim koeficijentima i
a, B eR.

Podslucajevi su slededi.

a) o £ i nisu nule karakteristicne jednacine (3.2.2).

Partikularno reSenje ima oblik
(3.3.8) Yp(z) = e**[Ry,(2) cos Bz + Sy, (2) sin fz] |

gde su R, (z) i Sy, (x) polinomi n-tog stepena oblika (3.3.4), ¢iji koeficijenti
se odreduju smenom y,, y,,, ¥, u polaznu LDJ (3.3.1).

b) a+if su nule, svaka reda 1, karakteristi¢ne jednacine (3.2.2).

Partikularno resenje ima oblik
(3.3.9) Yp(z) = 2e** [ Ry, (2) cos Bz + Sy (z) sin Bz]

gde R, (x) i S,(x) imaju isto znacenje kao u (3.3.8).
3° Neka je h(z) oblika

(3.3.10) h(z) = hi(z) + ha(z) + - + hun(z)

pri éemu su h;(z) (i =1,...,m) oblika 1° ili 2°.

Ovaj slucaj je objasnjen u Teoremi 3.1.8. Partikularno resenje je dato sa
(3.1.14), tj. sa

(3.3.11) Yp() = yp1 () + - + Ypm () .
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PRIMER 3.3.1.| Metodom varijacije konstanata naé¢i opste resenje LDJ
Yy —dy =4e73% .

Prvo resavamo odgovaraju¢u homogenu LDJ

y' —4y=0.
Karakteristi¢na jednacina je
M —4=0,
pa su njena reSenja A\ = 2, Ag = —2. Ovo je slucaj (3.2.3), pa se partikularna resenja

homogene LDJ odreduju prema (3.2.4),

Y1 (m) = 62z ) yQ(m) = e_QI )

a opSte resenje prema (3.2.5),
y = c1e2® 4+ coe™ 27
Stavimo da su c; i c2 funkcije od « i potrazimo opste reSenje nehomogene LDJ u obliku

(3.3.12) y = c1(2)e?® + ca(x)e 2% .

Primenom metoda varijacije konstanata (Teorema 3.1.7), formiramo sistem (3.1.12)—
(3.1.13),

i +chy2 =0,
) + chyy = h(z) ,

koji u konkretnom slucaju dobija oblik

ce®® 4 che ™2 =0,

26/ 6290 _ 20/ 67290 — 467290
1 2 )

tj.
c’leh + 0126_21 =0,
(3.3.13) o

cie® — clge_ZI =2e72%% .

Sabiranjem jednacina sistema sledi
2611621 =2e727

4x

odakle je ¢} (xz) = e~** i integracijom

1
c1(x) —/6_475 de = 7 e Lk .
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Zamenom nadenog ¢} (), npr., u prvu jednacinu sistema (3.3.13) sledi

1—|—c'2:O7

ca(x) —/dw— —z+ ko .

Sa k1 i k2 smo oznagili proizvoljne integracione konstante.
Zamenom nadenih ¢1(z) i ca(z) u (3.3.12) dobijamo opste reSenje polazne nehomogene

LDJ

paje ch(x) =—11

1
y = <_Z e 4% 4 kl)e% + (—z + lsg)efz‘C .

Posto vise ne moze da dode do zabune, upotrebi¢éemo uobicajene oznake c; i c2 za
proizvoljne konstante umesto prethodno koris¢enih k1 i k2. Tako opste resenje glasi

1
y= (_Z e 4% 4 cl)e% + (—z + 02)6_2I .
Dobijeno opste resenje zapisujemo drugacije,

1
y= _Z 8—2:1: + cleQz _ we—Zz + 026—2:1:

1
—ze” 2" 4 %% + (cz — 1)6_21 .

Kako je c2 proizvoljna konstanta, to je i ca — 1/4 proizvoljna konstanta. Zato za ca —1/4
mozemo da Kkoristimo istu oznaku c2 i dobijamo

(3.3.14) y=—ze 2% 4 (c1?® + c2e2%) .

—2x

Lako se proverava da je —ze reSenje polazne nehomogene LDJ, dakle

yp(x) = —ze 2% .
Imajuéi u vidu opste resenje homogene LDJ, y = y;, = c1e?® 4 coe™ 27, (3.3.14) postaje
Y=Ypt+n,
Sto je oblik (3.1.9) opSteg resenja nehomogene. A
Nadéi partikularno, a zatim i opSte resenje LDJ

Yy — 4y = 4e7 2"

Ovo je ista LDJ kao u prethodnom primeru. Zato su reSenja karakteristi¢ne jednacine
A1 = 2, A = —2. Funkcija koja daje nehomogenost jednacini je

h(z) = 4e™2 |
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sto je oblika (3.3.2) sa P, (z) = Py(z) =41 a = —2. Kako je
a=—2= X

nula reda 1 karakteristicne jednacine, radi se o podsluc¢aju b), pa je partikularno resenje
oblika (3.3.5), tj.

yp(x) = e Ry (z) = ze 2 Ry (x) = Aze 2% |

gde je Ro(z) = A privremeno neodredena konstanta. Da bismo odredili konstantu A,
nalazimo:
v, = A(l — 2z)e” 2% y, = —4A(1 - z)e 2T

Zamenom yp, Yy, ¥y u polaznu LDJ dobijamo

—4A(1 — x)e™%® — 4Aze™ %" = 472

A=-1.
Dakle, trazeno partikularno reSenje je

yp(z) = Aze™2® = —ze™2®
U Primeru 3.3.1 je ve¢ nadeno opste resenje odgovarajué¢e homogene LDJ
yp = c1€°% 4 coe 2% |
Prema Teoremi 3.1.6, opste reSenje nehomogene LDJ je
Y=1yp+uyn = —we 2+ (c16®" + cze” ")

)

§to je isto kao u Primeru 3.3.1. A
Nadéi partikularno, a zatim i opSte resenje LDJ
y' +4y =2+ (8 — 1)sin2z .
Odgovarajuc¢a homogena LDJ je
y” +4y=0.
Njena karakteristicna jednacina je
NM+4=0,

sa reSenjima Aq,2 = +2i. Ovo je slucaj (3.2.6), pa se opste redenje homogene LDJ nalazi
prema (3.2.8),
Yp = €1 cos2x + c2sin 2x .
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Funkcija h(z) koja jednacinu ¢ini nehomogenom je oblika (3.3.10), tj.
h(z) = hi(z) + ha(z) ,

gde je
hi(z) =2, ha(z)=(8z—1)sin2z .

Zato je partikularno reSenje polazne LDJ oblika (3.3.11), tj.
(3.3.15) Up(®) = 41 (2) + ypa (@) -
Prema Teoremi 3.1.8, yp1 i yp2 su redom partikularna reSenja nehomogenih LDJ
v/ +ay=hi(z), y"+4y=ha(z).
Funkcija hi(z) moze da se predstavi u obliku (3.3.2),
hi(z) =2 =e**Pp(z) ,

gde je a = 01 Py(z) = Py(z) = 2. Kako a = 0 nije resenje karakteristi¢ne jednacine,
prema (3.3.3) partikularno resenje yp1 ima oblik

ypl(x) = RO('T) = A I

gde je A privremeno neodredena konstanta.
Funkcija ha(z) ima oblik (3.3.7),

ha(z) = (8z — 1) sin2z = e** [Py (z) cos Bz + Qn(x) sin Bz] ,
gdejea=0,8=2, P(zx) = Py(z) =0iQn(z) =Qi1(xr) =8z —1. Kakosu a+if = +2i
resenja karakteristi¢ne jednacine, svako reda 1, prema (3.3.9) partikularno resenje yp2 ima

oblik
yp2(x) = [R1(z) cos 2z + S1(x) sin 2z] ,

gde su R1(z) = Bx 4+ C' i S1(z) = Dz + E polinomi ¢ije koeficijente treba odrediti.
Prema prethodnom, partikularno resenje (3.3.15) postaje

yp(x) = A+ z[(Bzx + C) cos 2z + (Dzx + E)sin2z] .
Diferenciranjem nalazimo:

y;, = [2Da:2 +2(B+ E)x+ C] cos 2x + [—23:1:2 —2(C - D)z + E] sin 2x
yy = 2[-2Bx® +2(2D — C)x + B + 2E] cos 2z
+2[-2Dz? — 2(2B 4 E)x — 2C + D] sin 2z ,

§to smenom u polaznu LDJ daje

(8Dx 4+ 2B + 4F) cos 2z + (—8Bx — 4C' 4+ 2D) sin 2z + 4A = 2 + (8¢ — 1) sin 2z ,
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tj.
4A —242(B+2E)cos2x + (1 —4C + 2D) sin2x 4+ 8Dz cos 2z — 8(B + 1)xsin2x =0 .
Iz poslednje jednakosti je:
4A—-2=0, 2(B+2E)=0, 1-4C+2D=0, 8D=0, —-8B+1)=0,

odakle je A=FE=1/2, B=—-1,C =1/41 D = 0. Kona¢no, partikularno resenje je
(@) =2+ (1 ) 20+ © wsin?
z)==-+z| - —x)cos2z+ - zsin2z .
v 2 "\ 2 °%
Prema Teoremi 3.1.6, opste reSenje nehomogene LDJ je

1 1 1
Y = Yp + yp = c¢1 cos2x + cg sin 2x + 3 +$(Z —x) cos 2z + 5xsin2x. VAN

3.4. Homogena LDJ II reda sa
funkcionalnim koeficijentima

Opsti oblik ove LDJ je

(3.4.1) y' + f(@)y +g(x)y=0.

Ako je poznato jedno partikularno resenje y;(x) ove LDJ, Teorema 3.1.4
objasnjava kako se nalazi drugo partikularno resenje yo(x), pri ¢emu su y;
i yo linearno nezavisna reSenja. Prema Teoremi 3.1.3, tada znamo i opste
reSenje

y = ayi(z) + caya(z) -
PRIMER 3.4.1.| Data je LDJ
' +2+a)y +y=0,
¢ije je jedno partikularno resenje y; = 1/x. Nadéi drugo partikularno, a zatim i opSte

reSenje date LDJ.

Prema Teoremi 3.1.4, uvodimo smenu
1
(3.4.2) Yy=11z2= . Z,

gde je z = z(x) nova nepoznata funkcija. Diferenciranjem (3.4.2) nalazimo

1 1 2 2 1
y/:_72z_i_7zl7 y”:—gz——Zz/—f—sz,
x €T x x x
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§to smenom u zadatu LDJ daje
(3.4.3) 2+ =0.

Dobijena jednacina je homogena sa konstantnim koeficijentima. Njena karakteristi¢na
jednacina je

N+a=0,
pa su reSenja A1 = 01 A2 = —1. Zato su partikularna resenja DJ (3.4.3)
z1(x) = eMT =1, z(z) = 2T =77

Vracajuéi se u smenu (3.4.2), dobijamo y1(z) = (1/x)z1 = 1/z, $to smo veé znali i

1 1
y2(0) = —z2 = —e ",
T T

sto je trazeno drugo partikularno resenje. Zato je opste resenje

1 1 1
(3.4.4) y=ci1—+ca—e ¥ ==(c1 +coe¥).
x x x

Primetimo da smo do drugog partikularnog resenja DJ (3.4.3) mogli da dodemo i
drugacije, s obzirom da je ova DJ oblika (1.2.1). Uvodenjem smene

u(z) = 2'(z) ,
(3.4.3) postaje LDJ I reda po nepoznatoj funkciji u = u(zx),
uw+u=0.

Ovo je, u stvari, DJ sa razdvojenim promenljivama

du
— = —dz
U
Cije reSenje se nalazi direktnom integracijom
In|u| = -z
i dalje
u(z) =e *

Dakle, imamo 2’ = e~ %, pa je

z(x) = /e_m dr=—e 7

—XT

1
y2(z) =y1z=——e
T
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Zato je
1 1
y=c1— —ca—e
x T

—I

Kako je co proizvoljna konstanta, to je i —cg proizvoljna konstanta, pa za —cg koristimo
istu oznaku cg i dobijamo opste resenje (3.4.4),

1 1
y=c1—+co—e *. A
T T

Za nalazenje jednog partikularnog resenja ne postoje posebni metodi, pa
to reSenje u opstem slucaju ne umemo da nademo. Zato su razvijeni drugi
metodi za resavanje LDJ (3.4.1). Neki od njih se zasnivaju na transformaciji
DJ sa funkcionalnim koeficijentima u DJ sa konstantnim koeficijentima. Na
zalost, oni mogu da se primene samo u specijalnim slucajevima, ne i ge-
neralno. Navodimo dva takva metoda: metod invarijanata i metod smene
nezavisno promenljive.

Metod invarijanata je zasnovan na smeni
(3.4.5) Yy =uv,

gde su v = u(z) i v = v(z) privremeno nepoznate funkcije. Nalazenjem
izvoda
y/ = v+ u' : y// = u"v + 20V + uv”

i zamenom u (3.4.1), dobija se
(3.4.6) u’v 420"+ w” + fu'v+ fur' + guv =0

Poslednju DJ mozemo da sredimo na dva nacina, po funkciji u i njenim
izvodima ili po funkciji v i njenim izvodima:

4.7) vu” 4+ (20" + fo)u’' + (V" + fo' + gu)u =0,
w' + (2u' + fu)v' + (W + fu' + gu)v=0.

Primecéujemo da (3.4.7) i (3.4.8) imaju isti oblik (oznake u i v su uzajamno
promenile mesta), pa se metod smene y = uv zato i zove metod invarijanata.
Svejedno je koji ¢emo od oblika da tretiramo. Uzmimo, npr., oblik (3.4.7).
Kako smenom y = uv funkcije v i v nisu jednoznaéno odredene, jednu od
njih mozemo da izaberemo proizvoljno. Za oblik (3.4.7) biramo funkciju v
tako da je

(3.4.9) 20"+ fo=0,



46 DIFERENCIJALNE JEDNACINE

sto je homogena LDJ I reda po nepoznatoj funkciji v = v(z) i njeno resenje
je oblika (2.3.3), tj.

(3.4.10) o() :exp(—; / F(2) dg;) .

Ovde je uzeto partikularno resenje (¢ = 1) zbog ”proizvoljnosti” funkcije v, a
radi jednostavnosti daljeg rada sa tom funkcijom. LDJ (3.4.7) sada postaje

v+ (V" + fo' + gu)u=0,
.

,U// / v
an + fv'+g "
v

=0.

Dobijena LDJ po nepoznatoj funkciji u = u(z) je sa konstantnim koeficijen-
tima ako je

o' -|—f1}/ + gv

(3.4.11) .

=K,

gde je K € R konstanta. Imajuéi u vidu nadeni izraz (3.4.10) za funkciju v,
imamo

1 1 1
v':—ifv, v”:—if’U—I—Zva,

pa se uslov (3.4.11) svodi na

(3.4.12) I2) = g(a) - = F(@) - 5

Dakle, da bismo LDJ (3.4.1) resavali smenom y = uwv, prvo treba proveriti
da li je

(3.4.13) I(x) = K (K = const.)
jer se samo tada (3.4.1) svodi na LDJ sa konstantnim koeficijentima

W+ Ku=0,
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tj.
(3.4.14) W+ I(z)u=0.
Resavanjem poslednje DJ nalazimo
u=u(z,c1,c2) ,

gde su ¢ i ¢o proizvoljne konstante. Vracajuéi se u (3.4.5), dobijamo opste
resenje LDJ (3.4.1),
y =u(z,c1,c2)v(x) .

NAPOMENA 3.4.1. Uporedimo Teoremu 3.1.4 i metod invarijanata. U oba slucaja se
uvodi smena istog tipa, tj. y se predstavlja kao proizvod dve druge funkcije. Medutim,
u Teoremi 3.1.4 jedna od funkcija je poznato partikularno resenje y; LDJ (3.4.1), dok su
kod metoda invarijanata obe funkcije u i v proizvoljne. U slucaju Teoreme 3.1.4 opSte
reSenje je

y= yl(x) Z(Qﬁ, C1, 62) )

dok je kod metoda invarijanata
y =v(z)u(z,c1,c2)

gde je funkcija v odredena sa (3.4.10). Funkcija v u op$tem slucaju nije partikularno
resenje LDJ (3.4.1). Direktnom smenom (3.4.10) u (3.4.1) dobijamo

I(z)v=0,
$to je ta¢no samo ako je
(3.4.15) I(x)=0.
Dakle, v(x) jeste partikularno reSenje za (3.4.1) samo ako je I(z) = 0. Na osnovu

prethodnog sledi da su Teorema 3.1.4 i metod invarijanata isti samo ako vazi (3.4.15).
U ovom slucaju moze da se uzme y1(x) = v(x).

Zaklju¢ujemo da je Teoremu 3.1.4 moguée uvek primeniti, dok se metod invarijanata
primenjuje samo u specijalnim slu¢ajevima (3.4.13). A

PRIMER 3.4.2.| Metodom invarijanata naci opSte reSenje LDJ
" 2z, / 1 4x 2z
Yy + ey + 1 e +e y=20.

U zadatoj LDJ je
1
f(x) = e2® , glx) = 1 el 4 2 s

pa je, prema (3.4.12), I(x) = 0. Zato za resavanje date LDJ moze da se primeni smena
y = wv, gde se v odreduje pomoéu (3.4.10) i nalazi se

v(z) = exp(—i 62”) .
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Zadata LDJ postaje u” + I(z)u = 0, tj.
u' =0.

1z poslednje DJ je

u=c1, u(z)=cizx+ca,

gde su ¢ i c2 proizvoljne integracione konstante. OpSte reSenje je
1 2x
y=uv = (c12 + c2) exp —71° VAN

Metod smene nezavisno promenljive je zasnovan na smeni = z(t) i njoj
inverznoj smeni ¢t = t(x), gde je t argument nove funkcije u = u(t) takve da
je u(t) = y(z(t)), odnosno

(3.4.16) y(z) = u(t(z)) .

Tada je

pri ¢emu je u’ = - = u’(t(g:)), u' = -7 =
(3.4.1) dobijamo

0 (4 O+ gu=0,
tj.
t// _|_ ft, u/ g

+ <u=0.

1
(3.4.17) o+ e

Funkciju ¢(x) biramo tako da je

gde je K7 € R konstanta. Iz poslednje jednakosti je redom:

1
o9y VI g K =
K’ VK, Vo < \/K1>

(3.4.18) t=t(z) = K/ Vg(x)dr (K = const.) .
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Konstanta K se bira konkretno, tako da t(x) bude pogodna funkcija za dalji
rad. Ako je jos

(3.4.19)

gde je Ko € R konstanta, jednacina (3.4.17) se svodi na LDJ sa konstantnim
koeficijentima
v + Kou' + Kju=0

po nepoznatoj funkciji u = u(t).

Prakti¢no, treba odrediti funkciju ¢(x) iz (3.4.18), a zatim proveriti da li
vazi (3.4.19). Ako je za nadeno ¢(x) jednacina (3.4.19) zadovoljena, LDJ
(3.4.17) je sa konstantnim koeficijentima i reSava se prema ranije izlozenoj
teoriji. Po nalazenju opSteg resenja

u=u(t,cy,c2)
treba zameniti ¢t = ¢(z), ¢ime se dobija se opste resenje polazne LDJ (3.4.1),
y= y('ra 61702) = U(t(l’), C1, C2) .

PRIMER 3.4.3.| Metodom smene nezavisno promenljive naéi opste resenje LDJ

y' +tanx y’—cosQ:cy:O.

U datoj LDJ je f(z) = tanx i g(z) = — cos? , pa prema (3.4.18) imamo

t(:r:):K/\/costdw:Ki/cosmdx:Kisinm:sinx,

gde je K izabrano tako da je 2Ki = 1. Kako jet’ = cosz i t/ = — sinz, lako se proverava
da vazi (3.4.19), tj.

t'"+ ft —sinx + tanx cosx —sinz 4 sinz 0
/2 cos? cos?
Diferenciranjem nalazimo
/ 147 i 1 . ’ 1141 . I 1
Yy =ut =cosxu , Yy =-—sinzxu +cosxu't =—sinzu +cos’z u ,

§to smenom u zadatu LDJ daje

u' —u=0.

Poslednja jednac¢ina je sa konstantnim koeficijentima po nepoznatoj funkciji v = wu(t).
Njena karakteristi¢na jednacina je

X —-1=0,
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pa su reSenja A1 = 1 i Ag = —1. Zato su partikularna reSenja

ui(t) =et, wus(t)=et.
Zamenom t = sin z, dobijamo partikularna resenja polazne LDJ

yl(m):esinx , yQ(x):efsinx ,

pa je trazeno opste resenje

y20165inz+026_5inw. A

Posebno vazna LDJ tipa (3.4.1) je Eulerova DJ. Opsti oblik ove jednacine

je
(3.4.20) aox®y" + arxy + ay =0,

gde su ag, a1, as € R konstante. Deobom sa agz?, za x # 0, dobija se

a a
y//_‘_ily/_‘_ 2

sy=0,
agl apgl

pa je (3.4.20) zaista oblika (3.4.1) sa f(z) = a1/(apz) i g(x) = az/(apz?).

Za reSavanje ove LDJ moze da se primeni prethodno opisani metod smene
nezavisno promenljive. Prema (3.4.18) imamo

/Mdz:i\/glnpc

i, za K = :E\/ao/CLQ,

(3.4.21) t=In|x| .
Iz smene (3.4.21) sledi
Y= l ' — _i
xz’ x?
Imajuéi u vidu (3.4.16), dalje je
y = Wt = l u , y// _ u//t/Z +ult = % ' — iz u'
x x x

sto smenom u (3.4.20) daje LDJ sa konstantnim koeficijentima

(3.4.22) aou” + (a; — ag)u’ + asu =0,
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gde je u = u(t) nova nepoznata funkcija takva da vazi (3.4.16).

Drugi nacin za resavanje LDJ (3.4.20) se sastoji u slede¢em. Partikularna
reSenja se traze u obliku

y =z .

Smenom u LDJ se dobija kvadratna jednacina po k
(3423) (10]452 + (a1 - ao)k + a9 = 0 5

odakle se nalaze kq i ka. Ako je ki # ko, partikularna resenja su

yi(z) =2 ya(x) =2k,

pa je opsSte reSenje
Yy = clxkl + 023:’“2 .

Ako je k1 = ko = k, dobija se samo jedno partikularno resenje y; = z¥, a

zatim se primeni Teorema 3.1.4 za nalazenje drugog partikularnog resenja
Y2, ili direktno opsteg (videti Napomenu 3.1.3).

NAPOMENA 3.4.2. Primetimo da je jednakost (3.4.23) karakteristicna jednacina za
LDJ (3.4.22). Zato je moguée kombinovati navedena dva nacina. Prvo se formira karak-
teristi¢na jednacina (3.4.23). Ako je k1 # ko, primenjuje se drugi nac¢in. Ako je ki1 = ko,
primenjuje se prvi nac¢in. Sam drugi na¢in se u praksi rede koristi zbog moguéih komp-
likacija u slucaju k1 = ka. A

PRIMER 3.4.4.| Nadi opste resenje Eulerove DJ

x2y’/ —3zy’ +4y=0.
1) Prosledujemo prvi nac¢in. U zadatoj DJ je
ap=1, ar1=-3, ax=4,
pa DJ (3.4.22) glasi
u' —du +4u=0.

Karakteristi¢na jednacina je
N —d\+4=0

i njena reSenja su A\; = A2 = 2. Zato su partikularna resenja
ur(t) = e?t | ua(t) = te?t .
Kako je t = In|z|, to su partikularna resenja Eulerove DJ

yi(z) =2 1el =22 | yo(z) =In|z| ™17 = 22 In |z .
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Opste resenje je
y=c12? + caz®Inz| = 2%(c1 + caIn|z|) .

2) Prosledujemo drugi na¢in. Smenom
y = mk: , y/ — kxk_l , y// — k(k} _ 1)$k_2

u polaznu LDJ dobijamo
k2 —4k4+4=0,

odakle je k1 = ko2 = 2. Jedno partikularno resenje je
y1(z) =2 .

Drugo partikularno resenje nalazimo smenom y = y12z = 22z, posle koje dobijamo LDJ
22 +2 =0

po nepoznatoj funkciji z = z(z). Prema dokazu Teoreme 3.1.4, ovu DJ transformisemo u

" 1
2! x
i integracijom nalazimo
/
Inlz'|=—In|z|,
tj.
1
/
z=—.
T

Ponovnom integracijom se dobija
z(z) =In|z|,
pa je drugo partikularno resenje
yo(z) = 2?2(x) = 2% In || .

Opste resenje je
_ 2 2 _ .2
y=ciz‘ 4+ cox”In|z| = 2*(c1 + c2In|z|) .
Dobili smo, naravno, isti rezultat kao i primenom metoda smene nezavisno promenljive.

Ovaj primer nam ukazuje na ociglednu prednost prvog nacina u sluc¢aju dvostruke nule
karakteristi¢ne jednacine. A
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3.5. Nehomogena LDJ 1I reda sa
funkcionalnim koeficijentima

Opésti oblik ove LDJ je
(3.5.1) y' + f@)y +g(x)y = h(z) .
Ako je poznato opste resenje
Yn = yn(z,c1,02)
odgovarajué¢e homogene LDJ (3.4.1), za resavanje LDJ (3.5.1) se primenjuje

ranije opisani metod varijacije konstanata (videti Teoremu 3.1.7), tj. reSenje
LDJ (3.5.1) se trazi u obliku

Y= y(SU,Cl(iE)aCz(f’?)) .

Metodom varijacije konstanata naci opste resenje LDJ
vy’ +2+a)y ty=e".

Opste reSenje homogene

wy' +2+2)y +y=0

smo ve¢ nasli u Primeru 3.4.1 i ono glasi
1 —X
yn = —(c1+c2e” ") .
T
Odavde uotavamo partikularna resenja
1 1 _
vi(z) ==, walz)=—-e".
x x
Formiramo sistem (3.1.12)—(3.1.13), tj.

iy +coy2 =0,
) + chyy = h(z) .

Deobom polazne LDJ sa z dobijamo funkciju h(z),

1
h(z) = —e™%.
x
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Nalazenjem y1, y5 i smenom u prethodni sistem, on postaje

c/l + 6/26_”D =0,
A trch(l+x)e ™ = —ze™® .
Resavanjem ovog sistema sledi
dx)=e", cx)=-1,
odakle se integracijom dobija

ci1(x) =—e""+k1, cax)=—x+ka.

U izrazima za c1(x) i c2(z) su k1 i k2 proizvoljne integracione konstante. Umesto ovih
oznaka, u izrazu za opste reSenje koristimo standardne oznake c; i c2. OpSte resenje je

y=c1(z)y1 + ca(x)y2

1 1
(—e ™" +ca)—+(—z+ cg); e ",

T
sto sredivanjem daje
_ 1 _
y=—e m—‘r;(Cl—‘rCQe ).

Zbog proizvoljnosti konstante ca, pri sredivanju je za konstantu ca — 1 upotrebljena ista
oznaka ca. A

Veé smo videli da opste resenje y;, odgovarajuée homogene LDJ (3.4.1)
nije jednostavno naéi. Zato se LDJ (3.5.1), kao i LDJ (3.4.1), uglavnom
reSava tako Sto se transformise u nehomogenu LDJ sa konstantnim koeficijen-
tima (3.3.1), koja se dalje resava primenom Teoreme 3.1.6 ili Teoreme 3.1.7.
Medutim, transformacija (3.5.1) u (3.3.1) je moguéa samo u nekim specijal-
nim slu¢ajevima. To su isti oni sluc¢ajevi koji su veé opisani kod homogenih
LDJ (3.4.1).

Jedan od slucajeva je (3.4.13), tj.

1 1
I(m):g—zja—if':const.,

kada se primenjuje metod invarijanata. Ponavljajuéi postupak kao kod ho-
mogenih LDJ, dolazimo do novih DJ iz kojih se odreduju funkcije u i v:

(3.5.2) 20"+ fo=0,

(3.5.3) W 4 I(@)u = % .
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Prva jednacina (3.5.2) je ista kao (3.4.9) kod homogenih, dok se druga (3.5.3)
razlikuje u odnosu na (3.4.14) zbog nehomogenosti LDJ (3.5.1).
Drugi je slucaj (3.4.18), (3.4.19), tj.

tl/ tl
t(x) = K/\/§d$ , Z—Zf = const. ,

sa pogodnom izabranom konstantom K, kada se primenjuje metod smene
nezavisno promenljive.

PRIMER 3.5.2.| Metodom invarijanata naci opste resenje LDJ

1 1
y// Jre2acy/ + (16490 +e2m>y = exp(7162x> .

U Primeru 3.4.2 je veé provereno da vazi I(z) = 0 i prema (3.4.10) je odredena funkcija

v(z) = exp(—i 6237) .

Zato (3.5.3) postaje

1 1
u’ =ex (—f 621> /ex (—7 62I> =1.
P\7% P\71

Uzastopnom integracijom se lako nalazi

’ 2
v =x+c1, u(m):?+clx+cz,

pa je opste resSenje

2 1
Y =uv = (%4—0117-1-02) exp(—ze%) LA

NAPOMENA 3.5.1. Metod invarijanata se primenjuje i na nehomogene LDJ I reda,
Sto smo pokazali kroz Primer 2.3.1. A

PRIMER 3.5.3.| Metodom smene nezavisno promenljive naéi opste resenje LDJ

y" +tanz y' —cos®z y = cos®x e SINT |

Primenom (3.4.18) je u Primeru 3.4.3 ve¢ odredena smena
t=1t(x) =sinx
i provereno je da vazi (3.4.19), tj.

t// _|_ft/ B

7 =0
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Istu smenu uvodimo i u zadatu nehomogenu LDJ. Dobija se
(3.5.4) w —u=e",

gde je u = u(t) nova nepoznata funkcija. Dobijena LDJ (3.5.4) je nehomogena sa kon-
stantnim koeficijentima u kojoj je

h(t) = et = Py(t)e®! |
sa Pp(t) =11 a = —1. ReSenja karakteristi¢ne jedna¢ine smo veé nasli u Primeru 3.4.3,

A1 =11X2 = -1, paje a = A2 = —1 nula prvog reda karakteristicne jednacine. Zato je
partikularno resenje u, oblika

up(t) = Ro(t)te® = Ate™" .
Diferenciranjem nalazimo
u, = A(l — te !, uy = A(t — 2e !,
§to smenom u LDJ (3.5.4) daje

A=—=,
2

pa je
1
up(t) = —=te t .
MOESS

Kako je up, = ci1et 4 coe™* opste resenje odgovarajuée homogene LDJ u”/ — u = 0, prema
Teoremi 3.1.6 opste resenje LDJ (3.5.4) je

[ t —t
u:up+uh:—5te +cie +coe " .
Zamenom t = — sin x, dobija se opste resenje zadate LDJ
1. —sinz sin x —sinx
y:yp+yh:—§s1nxe + c1e + coe A

Kao i kod homogenih, izdvajamo slucaj Eulerove DJ
(3.5.5) aoz®y” + a1xy’ + asy = h(x) .
Ova DJ se resava smenom (3.4.21) za x # 0, tj.
t=In|z|,

posle koje se svodi na nehomogenu LDJ sa konstantnim koeficijentima oblika
(3.3.1).
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PRIMER 3.5.4.| Nadi opste resenje Eulerove DJ

2+2)%y" —32+a)y +4y=(2+2)°.

o7

Da ne bismo komplikovali oznake uvodenjem nove promenljive £ smenom £ = 2 + x,

reSavacemo DJ
(3.5.6) z2y" — 3xy’ + 4y = 22

i u dobijeni rezultat samo zameniti x sa x + 2.

Poslednja DJ je Eulerova (3.5.5), koja smenom t = In |z| postaje

(3.5.7) u —du’ 4 du = €2t

Ovde je
h(t) = e* = et Py(t) ,

gde je Po(t) = 11 a = 2. Odgovarajué¢u homogenu Eulerovu DJ smo veé resavali u
Primeru 3.4.4 i nasli reSenje drugog reda karakteristi¢ne jednacine A\; = A2 = 2. Kako je

o = 2, to je partikularno reSenje uy oblika
up(t) = Ro(t)t2e?t = At2e?t .
! 1

u” 1 zamenom u (3.5.7) sledi

NalaZenjem uy,, u,

1
A= -,
2

pa je
1
up(t) = 72 t2e?t .

Zamenom t = In |z|, partikularno resenje zadate Eulerove DJ je

1 9 1
yp(@) = 5 (nfa])?e2 1o = = o2 102 Jo]

Opste resenje homogene smo nasli u Primeru 3.4.4 i ono je
yn(x) = z%(c1 + caln|z]) .

Sada je opste resenje DJ (3.5.6)

1 1
Y=yp+yn= 5 221n? |z| + 22 (c1 + c2In|z]) = 22 (5 In? |z|+¢1 +c2ln |x|) .
Zamenom x sa = + 2 konac¢no dobijamo trazeno opste reSenje polazne LDJ

1
y:(x+2)2(§ln2|ac+2|+cl +021n\x+2\> LA



4. LINEARNE
DIFERENCIJALNE
JEDNACINE VISEG REDA

4.1. Opsta teorija o LDJ viseg reda

Opsti oblik ovih LDJ je
(4.1.1) y "+ fi(@)y" T e fa(@)y = h(2)

gde su fi,..., fn 1 h zadate funkcije. Ovo je nehomogena LDJ n—tog reda
ako je h(x) # 0. Ako je h(zx) =0, (4.1.1) postaje

(4.1.2) v+ fi(@)y T 4+ fu(2)y =0,

§to je homogena LDJ n-tog reda. U obe jednacine su koeficijenti uz y i
odgovarajuée izvode funkcije, pa su (4.1.1) i (4.1.2) redom nehomogena i ho-
mogena LDJ n—tog reda sa funkcionalnim koeficijentima. Ako su koeficijenti
realne konstante, dobija se

(4.1.3) y™ +ay™ Y 4 any = h(z)
§to je nehomogena LDJ n—tog reda sa konstantnim koeficijentima i
(4.1.4) v +ay™ Y 4+ tay =0,

§to je homogena LDJ n—tog reda sa konstantnim koeficijentima.

Vaze analogne teoreme ranije navedenim Teoremama 3.1.1-3.1.8 kod LDJ
IT reda. Ovde ih samo navodimo.

Teorema 4.1.1. Ako je yi(x) reSenje homogene LDJ (4.1.2), tada je
cy1(x) takode resenje LDJ (4.1.2), gde je ¢ proizvoljna konstanta.

Teorema 4.1.2. Ako suyi(x),y2(x),... ,yx(x) (k < n) resenja homogene
LDJ (4.1.2), tada je i c1y1(z) + caya () + - - - + cpyr(x) resenje LDJ (4.1.2),
gde su ¢y, ... ,c proizvoljne konstante.

58
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Teorema 4.1.3. Ako su y1(x),y2(x),... ,yn(x) linearno nezavisna rese-
nja homogene LDJ (4.1.2), tada je

(4.1.5) y = c1y1(z) + caya(z) + - + cpyn ()

opste resenje LDJ (4.1.2), gde su ¢y, ... ,c, proizvoljne konstante.

Linearna nezavisnost reSenja yi,...,Yy, se prakticno ispituje pomocu
uslova
woomo
(4.1.6) " G T
yi”:_l) w' Y

Teorema 4.1.4. Neka je y,(x) partikularno resenje nehomogene LD.J
(4.1.1) i yp(z) opste resenje homogene (4.1.2). Tada je opste resenje neho-
mogene LDJ (4.1.1) dato sa

(4.1.7) y=1yp(z) +yn(z) .

Teorema 4.1.5. Ako je poznato opste resenje homogene LDJ (4.1.2)

yn = c1yi(z) + cay2 () + - + coyn(z) |

gde su cq,...,c, proizvoljne konstante, tada je opste reSenje nehomogene
LDJ (4.1.1) oblika
y=ci(z)yr + -+ cnl)yn

Nepoznate funkcije c1(x), ..., cn(x) odreduju se iz sistema jednacina
Ay +chya -+ ey =0,
Ayr+hys oy, =0,
(4.1.8)
; (n—2) r (n—2) r o (n—2) _
Clyl +C2y2 +"'+Cnyn —0 B
"V " ey = h(x)

Ovo je generalizacija ranije opisanog metoda varijacije konstanata.
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Teorema 4.1.6. Neka je u nehomogenoj LDJ (4.1.1) funkcija h(x) oblika
h(z) =hi(x) + -+ hm(2) .
Takode, neka su yp1(x), ... ,Ypm(x) redom partikularna resenja jednacina
y ™+ A2y ot fa@y =hi) (=1, ,m)
Tada je

(4.1.9) Yp(®) = Yp1(z) + - + ypm ()

partikularno resenje LDJ (4.1.1).

4.2. Homogena LDJ viSeg reda sa
konstantnim koeficijentima

Opsti oblik ove LDJ smo veé dali kao (4.1.4). Radi preglednosti izlaganja,
ovde ga navodimo pod novom oznakom,

(421) y(n) + aly("*l) 4+ tay = 0 ,

gde su ay,...,a, € R poznate konstante.
Neposredno se proverava da je

y:e)\r

resenje LDJ (4.2.1) ako je A resenje karakteristi¢ne jednacine
(4.2.2) N4+ a AN+ ta, =0

Pri resavanju jednacine (4.2.2) mogu da nastupe sledeéi slucajevi.

1° Neka je A € R resenje karakteristi¢ne jednacine (4.2.2) reda 1, tj. neka
je A prost koren jednacine (4.2.2). Ovom A odgovara partikularno resenje
LDJ (4.2.1)

(4.2.3) yp(z) = e .

2° Neka je A € C resenje karakteristi¢ne jednacine (4.2.2) reda 1. Kako
su koeficijenti karakteristicne jednacine a1, ... ,a, realni brojevi, to se kom-
pleksna resenja javljaju u parovima, kao konjugovani brojevi. Neka su to

A= N =a+if, N=a—if,
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gde je A, takode reda 1. Ovom paru kompleksnih reSenja odgovaraju par-
tikularna resenja LDJ (4.2.1),

(4.2.4) yp(x) = e cosfr, yg(x) = e sinfr .

3° Neka je A € R resenje karakteristi¢ne jednacine (4.2.2) reda r, tj. A je
viestruki koren jednacine (4.2.2). Ovom A odgovara r partikularnih resenja
LDJ (4.2.1):

Az

(4.2.5) Yp1(x) = e yp2(x) =z, ..., ype(x) = "l

4° Neka je A € C resenje karakteristi¢ne jednacine (4.2.2) reda r. Kako se
kompleksna reSenja javljaju u parovima, uzimamo
A= =a+if, N=a—1if,

gde je )\, takode reda r. Ovom paru kompleksnih resenja odgovara 2r par-
tikularnih resenja LDJ (4.2.1):

yp1(x) = e cos P, ypa(x) =z cosfx , ,
(4.2.6) Ypr(z) = 2" 1" cos Bz ;
> Y (2) = € sin Bz | yga(e) = 2 sin B, ...
Ygr(¥) = 2" 1" sin Bx

Navedena partikularna resenja (4.2.3), (4.2.4), (4.2.5), (4.2.6) su linearno
nezavisna u bilo kojoj medusobnoj kombinaciji (videti [1], str. 88-89).

NAPOMENA 4.2.1. Leva strana karakteristicne jednacine (4.2.2) je polinom stepena
n. Zato je nalazenje reSenja jednacine (4.2.2) isto $to i odredivanje nula polinoma n—tog
stepena. Ovo, u op$tem slu¢aju, nije nimalo jednostavan problem. A

PRIMER 4.2.1.| Nadi opste reSenje LDJ

y" —3y" +4y —2y=0.
Za datu LDJ karakteristi¢cna jednacina (4.2.2) je
A —3A%+4X—-2=0
ili, u faktorizovanom obliku,

A=A\ =2)1+2)=0.
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Kvadratni trinom A2 — 2\ + 2 ima kompleksne nule 1+, pa su sva reSenja karakteristi¢ne
jednagcine:
AM=1, Xo=144i, A3g=1-—1.
Kako je A1 = 1 prost koren karakteristi¢ne jednacine, njemu odgovara partikularno

resenje LDJ oblika (4.2.3), tj.

yi(@) = M7 = et

ResSenja A2,3 = oo = i3 = 1 £ i su konjugovano kompleksna sa o« = 8 = 1, svako reda 1.
Prema (4.2.4), njima odgovaraju partikularna resenja LDJ

y2(z) = e*FcosBr =e®cosxz, y3(z) =e**sinfr =€ sinz .

Lako se proverava da je

Yy Y2 Y3 e e? cosx e’ sinx

! / / . .
Y1 Yy Ys|=|e® e®(cosz —sinz) e*(cosx +sinz)| = e
VA T T4 e* —2e% sinx 2e® cos T

pa su nadena partikularna reSenja linearno nezavisna jer zadovoljavaju uslov (4.1.6) za
svako x.
Prema Teoremi 4.1.3, opste resenje je oblika (4.1.5), tj.

y = c1y1(z) + coya(x) + c3ya(x)

=c1e® + cae” cosx + c3e® sina = (¢1 + ca cosx + czsinx)e” |
gde su c1, c2 i c3 proizvoljne konstante. A
PRIMER 4.2.2.| Nadéi opste resenje LDJ
y" =3y +2y=0.

Karakteristi¢na jednacina je
X —3x+2=0,

§to u faktorizovanom obliku glasi
A+2)(A-1)2 =0,

pa su resSenja
AM=-2, MX3=1.

Resenje A\1 = —2 je prosto, pa mu odgovara partikularno resenje LDJ oblika (4.2.3),
yi(z) = eM?T = 727
Resenje A = A2 3 = 1 je dvostruko, pa mu odgovaraju partikularna resenja oblika (4.2.5),

(@) = = e, ys(e) = 26 = we”
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Opste resenje je oblika (4.1.5),
y=cie 2® 4+ coe® + c3we® = cre” 2T + (c2 + cax)e®

gde su c1, c2 i c3 proizvoljne konstante. A

PRIMER 4.2.3.| Nadi opste resenje LDJ

y(ﬁ) + 2y(4) +y"=0.
Karakteristi¢na jednacina je
A +2xt+ A% =0

ili
NAt42X241)=0.

Odmah uocavamo realni dvostruki koren A1 2 = 0 karakteristi¢ne jednacine. Ostale korene
odredujemo iz bikvadratne jednacine

M4+2X2+1=0.
Uvodimo smenu g = A2 i dobijamo kvadratnu jednaginu
p+2u+1=0,
koja ima dvostruko resenje u = p1,2 = —1. Iz smene u = A? nalazimo
A=t/p=+vV-1=%i,

pa su A3 4 = %, A5,6 = —% kompleksna reSenja karakteristicne jednacine, svako reda 2.
Dakle, sva resenja karakteristi¢ne jednacine su:

A2=0, A3a=1i, As6=—1.
Resenju A = A1 2 = 0 odgovaraju partikularna resenja LDJ oblika (4.2.5),
Az _

yl(x)zekle, y2(z) = ze T .

U reSenjima A3 4.5.6 = axi8 = £ije « = 0, § = 1, pa im odgovaraju partikularna resenja
oblika (4.2.6),

y3(z) = e*®cosPBr =cosz, ya(x)=ze** cosfBx =zcosz,

ys(z) = e*sinfxr =sinz , ye(x) = xe**sinfr = zsinx .
Opste resenje je oblika (4.1.5),

Yy =c1 + 22+ c3CoST + cqxCcosx + cssinx + cgxrsinx

=c1 4+ c2x + (c3 + cax) cosx + (¢c5 + cx) sinx ,

gde suc; (i =1,...,6) proizvoljne konstante. A
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4.3. Nehomogena LDJ viSeg reda sa
konstantnim koeficijentima

Opésti oblik ove LDJ smo veé dali i on je
(4.3.1) y™ +ary" T+t a,y = k() ,

gde su aq, ... ,a, € R poznate konstante i h(z) poznata funkcija.

Prema Teoremi 4.1.5, opste reSenje moze da se nade metodom varijacije
konstanata ako je poznato opste resenje odgovaraju¢e homogene LDJ (4.2.1).
Ovde ¢emo da razmotrimo primenu Teoreme 4.1.4. Navodimo neke slucajeve
u kojima se lako prepoznaje oblik partikularnog resenja LDJ (4.3.1).

1° Neka je h(z) oblika
(4.3.2) h(zx) = e** P, (x) ,
gde je
Py (x) = box™ +byaz™ -+ b,

polinom n—tog stepena sa realnim koeficijentima i a € R.
Razlikujemo sledece podslucajeve.
a) a nije nula karakteristicne jednacine (4.2.2).

U ovom slucaju partikularno reSenje ima oblik

(4.3.3) yp(x) = e Ry (z) ,

gde je

(4.3.4) R, (x) = Boz" + Bijz" ' +---+ B,

polinom n-tog stepena, ¢iji se koeficijenti By,... , B, odreduju smenom v,

i odgovarajuéih izvoda u polaznu LDJ (4.3.1).
b) « je nula reda r karakteristicne jednacine (4.2.2).

Partikularno resenje ima oblik
(4.3.5) yp(x) = 2"e** Ry, (z) ,

gde je R, (z) polinom (4.3.4).
2° Neka je h(x) oblika

(4.3.6) h(z) = e*" [P, (z) cos Bz + Qn(z) sin Bz] |
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gde su P,(z) i Qn(z) polinomi n—tog stepena sa realnim koeficijentima i
o, B eR.

Podslucajevi su slededi.
a) « £ if nisu nule karakteristi¢ne jednacine (4.2.2).

Partikularno resenje ima oblik
(4.3.7) Yp(x) = €**[Ry(z) cos Bz + Sy (z) sin Bz] |

gde su R, (x) i S,(x) polinomi n—tog stepena, ¢iji koeficijenti se odreduju
smenom ¥, i odgovarajucih izvoda u polaznu LDJ (4.3.1).
b) a+if su nule, svaka reda r, karakteristicne jednacine (4.2.2).

Partikularno resenje ima oblik
(4.3.8) Yp(2) = 2" e [R, () cos Bz + S, () sin Bz] |
gde R, (z) 1 S,(x) imaju isto znacenje kao u (4.3.7).

3° Neka je h(z) oblika
(4.3.9) h(z) = hi(x) + hao(x) + - + hp(x) .

Ovaj slucaj je objasnjen u Teoremi 4.1.6. Partikularno resenje je dato sa
(4.1.9), tj. sa

(4.3.10) Yp(®) = Yp1(z) + - + Ypm () .

PRIMER 4.3.1.| Metodom varijacije konstanata naci opste resenje LDJ

y/// _ Sy” + 41// —2y=e" .
Partikularna resenja odgovarajuée homogene LDJ smo nagli u Primeru 4.2.1:
Y1 (m) =e” ’ y2(‘r) =ecosz ) y3(m) =e"sinx )

kao i opste reSenje
y=-c1e” + coe® cosx + czesinx .

Prema Teoremi 4.1.5, opste reSenje nehomogene LDJ je oblika
y=ci(z)e” + ca(z)e” cosz + c3(z)e” sinx ,
gde se funkcije ¢;(z) (i = 1,2,3) odreduju iz sistema (4.1.8),

dy1 + chya + c5y3 =0,
Yl + cays + iy =0,

/1 1 /1

c1y1 + chys +czys = h(z) .
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Ovaj sistem u konkretnom slucaju glasi

che® + che® cosx + che” sinz =0 ,
che® + che*(cosx —sinz) + cye*(cosx +sinz) =0,

c’lem — 20’261 sinx + 2cgem cosx = e |
tj.
f el +clsing =0
¢l +chcosz+cysine =0,

¢y + ch(cosx — sinz) + ch(cosx +sinz) =0,

¢y —2chsinz + 2chcosz =1 .
Oduzimamo prvu od druge jednac¢ine. Dobijamo

/oo /
—cysinx + c3cosx =0

, cosx
Cy = — c3 .
sinx
Smenom ¢}, u prvu jednacinu dobijamo
1
=t .
sinx

Smenom nadenih ¢} i ¢}, u treéu jednacinu sistema sledi

1, . cosr , ,
—— c3 — 2sinz — c3+2cosxez =1,
sinz sinz
odakle je
ch(z) = —sinz
i dalje
x)y=1, cy(z)=—cosx .
Integracijom nalazimo:
ci(z)=x+4+c1, ca(z)=—-sinz+cz2, c3(zx)=cosz+c3,

gde su ci1, c2 i c3 proizvoljne konstante.
Trazeno opste reSenje sada glasi

y=(x+c1)e® + (—sinz + c2)e” cosz + (cosz + c3)e” sinx

= (x+c1)e” + c2e® cosz + cze®sinz . A

PRIMER 4.3.2.| Nadi partikularno, a zatim i opste resenje LDJ

y" — 3y + 4y — 2y =€ .



LINEARNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE VISEG REDA 67

Ovo je ista LDJ kao u prethodnom primeru. U Primeru 4.2.1 smo nasli resenja karak-
teristicne jednacine

A1=1, X3=1%£14,

kao i opste reSenje odgovarajuée homogene LDJ
yn = c1€” + cae” cosx + cze” sinx .

Funkcija
h(z) =€

je oblika (4.3.2) sa a =11 Pp(z) = Py(z) = 1. Kako je
a=1=X\
nula reda 1 karakteristi¢ne jednacine, partikularno resenje date LDJ ima oblik (4.3.5), tj.
yp(z) = 2e** Ry () = ze® Ro(z) = Aze” |
gde je Ro(x) = A konstanta. Diferenciranjem sledi:

yp = A(e” + ze®) = A(1 4 2)e” ,
yy = A(e” + (1 +z)e”) = A2+ z)e”
yy = A(e” + (2+z)e”) = AB+z)e” .

Zamenom ¥, i nadenih izvoda u datu LDJ dobijamo

A(B+x)e” —3A(2+ x)e” +4A(1 + x)e” — 2Azxe” = e®

A=1,

pa je trazeno partikularno resenje
yp () = ze” .
Prema Teoremi 4.1.4, opste reSenje date nehomogene LDJ je

Y =Yp +Yn
=xe® + c1e” + coe® cosx + cze” sinx

= (z+ c1)e” + c2e” cosz + c3e¥sinz

§to je, naravno, isto kao u Primeru 4.3.1. A
PRIMER 4.3.3.| Nadéi partikularno, a zatim i opste resenje LDJ

y" =3y +2y=243e".
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Odgovaraju¢u homogenu LDJ smo resavali u Primeru 4.2.2 i na§li smo reSenja karak-
teristicne jednacine
AM=-2, X3=1,

kao i opste resenje
Yp = cle 2% 4+ (c2 + c3x)e® .

Funkcija
h(z) =2+ 3"

je oblika h(xz) = hi(z) 4+ ha(x), gde je

hi(z) =2, ha(z)=3e".
Prema Teoremi 4.1.6, partikularno resenje je

Yp(z) = yp1(x) + yp2(z) ,
gde su yp1 i yp2 redom partikularna resenja nehomogenih LDJ:

Yy =3y +2y=ha(x), y" =3y +2y=ha(z).
Funkcija hi(z) je oblika (4.3.2),
hi(z) =2 =e**Pp(z) ,

gde je a = 01 Py(z) = Py(z) = 2. Kako a = 0 nije resenje karakteristi¢ne jednacine,
prema (4.3.3) partikularno resenje yp1 ima oblik

yp1(z) = Ro(z) = A .

Funkcija ha(z) je istog oblika (4.3.2), sa a =11 Pp(x) = Py(z) = 3. Kako je « = 1 nula
reda 2 karakteristi¢ne jednacine, partikularno resenje yp2 ima oblik (4.3.5), tj.

yp2(z) = z2e® Ro(x) = Bxe® .
Prema prethodnom, partikularno resenje y, je

yp(z) = A+ BzZe® .

1 1"

Nalazenjem potrebnih izvoda y;,, Yp, Yp 1 zamenom u datu LDJ dobijamo vrednosti

konstanata 1
A=1, B=-,
2

pa je partikularno resenje

1
yp(z) =1+ 5.’E26x .
Trazeno opste resenje je
Y=Yp+Yn
1 2 x —2x T
:1—|—§m e’ 4+ cre + (c2 + c3x)e

1
=1+4cie 2+ (cz + czx + 5:172)695 VAN
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PRIMER 4.3.4.| Nadi opste reSenje LDJ

y(G) + 2y(4) + y” =0.
Ovo je homogena LDJ koju smo veé resili u Primeru 4.2.3. Ovde je razmatramo s

drugog aspekta.
Datu LDJ mozemo da zapiSemo u obliku

(y(4) + 2y// Jry)// -0.

Uzastopnom integracijom dobijamo:

(D +2y +y) =1,
v+ 2 ty=crztea,
gde su cj i ca proizvoljne konstante.
Dobijena DJ je nehomogena LDJ sa konstantnim koeficijentima, koja ima isto reSenje
kao i polazna homogena LDJ. Medutim, polazna LDJ je Sestog reda, a dobijena LDJ
cetvrtog, dakle nizeg reda. Snizavanje reda DJ u mnogim situacijama moze znacajno da

olaksa resavanje DJ, pa se preporucuje kad god oblik DJ to dozvoljava (videti deo 1.2.
Snizavanje reda diferencijalne jednac¢ine). A

4.4. Homogena LDJ viSeg reda sa
funkcionalnim koeficijentima

Opésti oblik ove LDJ je
(4.4.1) y" + fi(@)y" Y+ fa(@)y =0

Videli smo da se ovaj tip LDJ, veé¢ u slucaju LDJ II reda, tesko resava.
Uglavnom se reSavaju specijalni slucajevi kada je moguée ovu LDJ prevesti
na LDJ sa konstantnim koeficijentima. Zato neéemo da razmatramo opsti
slucaj ovih LDJ. Posmatra¢emo samo Eulerovu DJ, koja ima opsti oblik

(4.4.2) apr"y™ +a;z" YD o b,y =0,

Kao i usluc¢aju Eulerove DJ Il reda, DJ (4.4.2) se resava smenom nezavisno
promenljive
t=In|z|,

posle koje se svodi na homogenu LDJ sa konstantnim koeficijentima.

PRIMER 4.4.1.| Nadi opste resenje Eulerove DJ

:v?’y’”—l—Q:EQy”—my'—i-y:O.
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Imajuéi u vidu (3.4.16), tj.
y(x) = u(t(@)) ,

nalazimo:

t/:l t”:—i t///_i
I7 I27 I37
pa je
1 1 1 1 3
r_ L A R S
y_IU7 y_$2u $u7 Y _$3u .’,Usu +.’E3

Zamenom funkcije y i nadenih izvoda u datu LDJ dobijamo
(4.4.3) v —u +u=0.

Poslednja DJ je homogena sa konstantnim koeficijentima po nepoznatoj funkeiji u = u(x).
Karakteristi¢na jednacina DJ (4.4.3) je

AN -X—A+1=0
i njena reSenja su
AM=-1, X3=1.

Kako je A1 = —1 prosta, a A = X2,3 = 1 dvostruka nula, partikularna resenja DJ (4.4.3)
su:
ui(t) =e v, wua(t)=¢€b, wua(t)=te",

pa je opste resenje
u = c1e*t + czet + cstet s

gde su c¢1, c2 1 c3 proizvoljne konstante. PoSto je ¢ = In|z|, iz poslednje jednakosti
dobijamo opS$te resenje polazne Eulerove DJ

1
y=ci1—+cx+czzlnjz|. A
x

NAPOMENA 4.4.1. Iz Primera 4.4.1 vidimo da je kod Eulerovih DJ viSeg reda naporno
nalaziti vise izvode funkcije y. Zato se, izmedu ostalog, Eulerove DJ viSeg reda u literaturi
uglavnom i ne razmatraju. A

4.5. Nehomogena LDJ viSeg reda sa
funkcionalnim koeficijentima

Opsti oblik ove LDJ je

(4.5.1) y™  fi(@)y Y 4t fo(2)y = h(z)
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Ova LDJ se resava tako sto se na neki nac¢in prevede u LDJ sa konstantnim
koeficijentima (4.3.1), koja se zatim resava prema prethodno izlozenoj teoriji.
Naravno, ako je poznato opste resenje odgovarajuée homogene LDJ (4.4.1),
moguce je primeniti metod varijacije konstanata (Teorema 4.1.5).

Specijalan slucaj je Eulerova DJ

(4.5.2) aoz"y"™ + arz" Yy 4 gy = h(z) .
Resava se istom smenom nezavisno promenljive
t=In|x|,

posle koje se svodi na nehomogenu LDJ sa konstantnim koeficijentima.

PRIMER 4.5.1.| Nadi opste resenje Eulerove DJ

wgy/” + 2;327// _ azy’ +y= mz .

Smenom ¢ = In |z| data DJ postaje

(4.5.3) u" — ! — ' u =€

Ovde je
h(t) = et = eo‘tPo(t) ,

gde je Po(t) = 11 a = 2. Odgovaraju¢u homogenu LDJ smo resavali u Primeru 4.4.1 i
nasli smo reSenja karakteristicne jednacine A\ = —1, A2 = 1. Kako je a =2 # A1 2, to je
partikularno reSenje up oblika

up(t) = Ae?t .

Nalazenjem izvoda uy,, uy, uy’ i zamenom u (4.5.3) sledi

1
A=—,
3
pa je
T oo
up(t):§e .

Imajuéi u vidu veé nadeno opste resenje odgovarajuée homogene DJ (Primer 4.4.1),
opste resenje DJ (4.5.3) je

1
u = 56% + cle_t + czet + c;;tet .
S obzirom na smenu ¢t = In |z|, trazeno opste reSenje polazne LDJ je

1 1
y = §x2+clf—|—02x+03mln|m| VAN
T
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4.6. Resavanje DJ pomoc¢u redova

Posmatrajmo DJ n-tog reda
(4.6.1) y™ = F(x,y,y', . ,y(”fl))

i pretpostavimo da su funkcija y = y(z) i njeni izvodi definisani u nekoj
okolini tacke x = zg. Neka je:

(4~6-2) y(ﬂﬁo) =ap , y/(fﬁo) =a1, ..., y(n_l)(fﬂo) = Qp-1 -

Ako je funkcija F' analiticka u tacki (zg, ag, a1,... ,an—1) ([1], str. 117-119),
tada postoji jedinstveno resenje DJ (4.6.1) koje moze da se predstavi u obliku
potencijalnog reda

(4.6.3) y= Z cr(x —x0)*
k=0

gde z pripada oblasti konvergencije tog reda, a ¢ € R (k =0,1,2,...) su
privremeno neodredene konstante (videti [5], str. 45-48, 54-56). Konstante
¢k odreduju se diferenciranjem (4.6.3) i zamenom funkcije i nadenih izvoda u
(4.6.1). Ako n konstanata ostane neodredeno, (4.6.3) daje opste resenje. Ako
je broj neodredenih konstanata manji od n, sa (4.6.3) je dato partikularno
reSenje.

Primetimo da je (4.6.3) Taylorov razvoj funkcije y u okolini tacke xg za

1
ck:Hy(k)(xg) (k=0,1,2,...),

pa je, prema (4.6.2),
ag

(4.6.4) =1y (k=01....n-1).

Imajuéi u vidu da su sa (4.6.2) dati Cauchyevi uslovi (1.1.3), resenje (4.6.3)
sa konstantama (4.6.4) je Cauchyevo.

Pod navedenim pretpostavkama, izlozeni metod moze da se primeni na sve
DJ oblika (4.6.1), ne samo na linearne DJ. Medutim, izuzetno je pogodan
za reSavanje upravo linearnih DJ, pa je zato svrstan u ovaj deo teksta.

Primenu metoda ilustrova¢emo slede¢im primerom.

PRIMER 4.6.1.| Odrediti resenje DJ

zy" +(2+2)y +y=0.
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Resenje date DJ trazimo u obliku potencijalnog reda

ckmk .

oo
(4.6.5) y=
k=0

Red iz (4.6.5) ima oblik reda iz (4.6.3) za o = 0. U oblasti konvergencije moze da se vrsi
diferenciranje ¢lan po ¢lan (videti [5], str. 50), pa vazi

o0 o0
y = chkxk_l , Y= Zk(k - l)ckxk_2 .
k=1 k=2

Zamenom vy, 3y’ i y"" u polaznu DJ dobija se

ka(k — ez 2+ (2+x) chkwkfl —+ chxk =0,
k=2 k=1

k=0
tj.

oo oo oo o0
Z k(k — 1)cka:k_1 + Z2kckxk_l + chkazk + cha:k =0.
k=2 k=1 k=1 k=0

Izdvajanjem pocetnog Clana iz druge i ¢etvrte sume sledi

oo o0 oo o0
Z k(k — l)ckxk_l + 2c¢1 + Z 2kckmk_1 + Z kckmk +co + Z ckmk =0.
k=2 k=2 k=1 k=1

Sve sume dovodimo na istu pocetnu vrednost indeksa k£ = 1 i dobijamo

co + 2c1 + Z(k + l)kck_._lmk + Z 2(k + 1)ck+1xk + Z kepx® + Z ez’ =0,
k=1 k=1 k=1 k=1

Sto dovodenjem na zajednicku sumu postaje

oo

co + 2c1 + Z [(k + Dkcgg1 +2(k+ 1)cp41 + ke, + ck} ¥ =0.
k=1

Izjednacavanjem koeficijenata uz iste stepene od x na levoj i desnoj strani poslednje
jednakosti, sledi

co+2c1 =0, (k+2)cg41+cr=0 (k=1,2,...).
Iz dobijenih rekurentnih veza odreduju se konstante

_(=DF

=t co (k=1,2,...),

Ck
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pa (4.6.5) postaje

k
(4.6.6) y=co Z (5{: +1)1)' :

gde je cg proizvoljna konstanta.

Polupreénik konvergencije R reda iz (4.6.6) odreduje se prema D’Alambertovom kri-
terijumu (videti [5], str. 48) i dobija se

(="

(n+1)!

R= lim —— =+4o00.
n—oo | (—1)n+1
’ (n+2)!

Zato red konvergira za svako x € R. Sumiranjem reda iz (4.6.6) sledi

— (—D)F I (o)t (—m>k
Z_:(k:+ =t =—2 W—“Z

e k
:_7( (=) —1) —(1—-e"?),
x k! x
k=0
pa je reSenje
1—e*
Yy=co ,

gde je cg € R proizvoljna konstanta. Posto reSenje sadrzi jednu proizvoljnu konstantu,
a data DJ je drugog reda, radi se o partikularnom resenju. Opste reSenje je odredeno u
Primeru 3.4.1. A



5. SISTEMI
DIFERENCIJALNIH
JEDNACINA

Sistemi DJ predstavljaju posebnu, veoma obimnu oblast u teoriji dife-
rencijalnih jednacina (videti [1], str. 155-238; [2], str. 3-79). U detaljnije
razmatranje ove problematike netemo da se upustamo. Izlozi¢emo samo
sisteme DJ I reda i to u osnovnim crtama.

5.1. Normalni oblik sistema DJ

Normalni oblik sistema DJ (ili normalni sistem DJ) je

vy =Fi(z,y1,... ,un)

yé :FQ(x7y17"' 7yn) )
(5.1.1)

y;:Fn(xvyla"' ayn) ;

gde su Fy,...,F, zadate, a yi(x),...,yn(x) nepoznate funkcije. Opste
reSenje ovog sistema DJ je uredena n—torka funkcija

(5.1.2) (yl(x, Cly-+ s Cn) s oo s Yn(myc1,. .. ,cn)) ,
gde su ¢y, ... ,c, proizvoljne konstante. Za konkretan izbor konstanata do-
bija se partikularno resenje.

Ako se funkcije iz (5.1.2) grupiSu u sistem jednacina

Y1 :yl(xacla"' 7Cn) P

Yn = yn(xvcla cee 7Cn)

75
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i ovaj sistem resi po konstantama c1, ... ,c,, dobija se

(5.1.3) ci =@i(Ty1, .- ,yn) (=1,...,n).

Svaka od prethodnih jednacina zove se prvo (primarno) resenge (integral)
sistema (5.1.1). Ukoliko su sva primarna reSenja iz (5.1.3) nezavisna, skupom
jednacina (5.1.3) je definisano opste resenje sistema (5.1.1) u implicitnom
obliku. Pri tome, za primarna reSenja kazemo da su nezavisna ako i samo
ako vazi uslov

o om

Iy Oy
(5.1.4) : #0

8¢n i,

dy1 Oy

za svako x iz oblasti definisanosti sistema (5.1.1) i oblasti definisanosti
reSenja (5.1.2) (videti Napomenu 3.1.2). Sistem (5.1.1) moze da ima naj-
vise n nezavisnih primarnih resenja ([2], str. 17-18).

Svaki sistem (1.1.4) moze da se svede na normalni sistem oblika (5.1.1),
pri ¢emu su ovi sistemi ekvivalentni u smislu resivosti. Preciznije, na os-
novu poznatog resenja (1.1.5) moze da se odredi resenje (5.1.2) i obrnuto
([2], str. 4, 9-10). Zato je za proucavanje sistema DJ dovoljno posmatrati
normalne sisteme.

Svakoj DJ n-tog reda oblika

(515) y(n) — F(x, y, y/, - ’y(n_l))
moze da se pridruzi sistem DJ oblika (5.1.1). Zaista, ako u (5.1.5) stavimo
=91y =19,...,y, =y Y, dobija se normalni sistem
Vi=v2,
yé =Ys3,
(5.1.6)

y;z :F(xaylw" ayn) .

Sto je red DJ (5.1.5) vedi, to sistem (5.1.6) ima veéi broj jednacina, tj. sadrzi
veéi broj nepoznatih funkcija y1,... , yYn.

Pod izvesnim uslovima vazi i obrnuto. Normalnom sistemu (5.1.1) moze
da se pridruzi odgovarajuéa DJ (5.1.5) (videti [1], str. 156-157). Postupak
kojim se vrsi ovo pridruzivanje poznat je kao metod eliminacije.
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PRIMER 5.1.1.| Ako suy = y(z) i z = z(x) nepoznate funkcije, prevesti sistem DJ

y///:my//+y7zl+m+l ,
2 =sinzy’ +y— z + z2
na normalni sistem.
Odmah uo¢avamo da je dati sistem oblika (1.1.4). Uvodenjem novih funkcija:

/! 1" !/

g1 =Y, Y2 =y , Y3 =y ; Ya =2, Ys =z ,

dobija se normalni sistem oblika (5.1.1),

Y1 =12

Y2 =3
ys=ays+y1 —ys +az+1,
Yi=Ys
yg:sinxy2+y1—y4—|—x2. A

PRIMER 5.1.2.| Ako su y = y(z) i 2 = z(z) nepoznate funkcije, naéi opste resenje

normalnog sistema DJ
Yy =8cr+y—z,
2 =5y—=z.

Resenje nalazimo metodom eliminacije.

Diferenciranjem prve jednacine i zamenom vy’ i 2’ iz datog sistema, dobijamo
y' =84y -2 =8+8r+y—2—(by—2)=8+8x— 4y,
sto je DJ oblika (5.1.5). Ako ovu DJ zapisemo kao
(5.1.7) Y +4y=8(z+1),

vidimo da je to nehomogena LDJ II reda sa konstantnim koeficijentima. Odgovarajuéa
homogena DJ ima karakteristi¢nu jednacinu

AN tr4=0,
sa reSenjima A1 2 = 27, pa je njeno opste reSenje
Yp, = €1 cos 2z + c2 sin 2z .
S obzirom da DJ (5.1.7) nehomogenom ¢ini funkcija h(x) = 8(z 4 1), partikularno resenje
trazimo u obliku yp = Az + B. Zamenom y, i y;,' = 0 u jednacinu, dobijamo A = B =2

i yp = 2z + 2. Opste reenje DJ (5.1.7) je

(5.1.8) Yy=yn+yYp =crcos2x + casin2z + 2z + 2.
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Kako je
y' = —2c¢1 sin2x + 2cg cos2x + 2,

iz prve jednacine sistema dobija se i druga nepoznata funkcija
(5.1.9) z2=8x+y—vy = (c1 —2c2)cos2zx + (2¢1 + c2)sin 2z + 10z .

Resenje datog normalnog sistema je uredeni par nadenih funkcija (5.1.8) i (5.1.9),

<y(:r,61,CQ),z(x,C1,62)>. A

5.2. Simetricni oblik sistema DJ

Simetri¢ni oblik sistema DJ (ili simetricni sistem DJ) je

d d
(5.2.1) ’ - Y1 -
Gl(xvyl,”- ayn) GZ(xayla--' 7yn)
B dyn,
Gn—&—l(‘r,yl? e 7yn) ’
gde su Gy, ... ,G,11 zadate, a y1(z), ... ,yn(z) nepoznate funkcije. Ovo je

sistem od n DJ i lako se svodi na normalni oblik (5.1.1),

@ _ GQ(x)ylw .. 7yn)

=F
dx Gl(flf,yl,. .. 7yn) 1(%?417 ,yn) s

Yy =

g = B _ CGnn@ g1 yn)
" dx Gl(xvylv"' ayn)

:Fn(xayla--' 7yn) .

Takode, imajuéi u vidu da iz y, = dy;/dx = F; sledi doe = dy;/F; (i =
1,...,n), sistem (5.1.1) moze da se predstavi u simetricnom obliku (5.2.1),

dzr _ dy1 _ dy2 o dyn
1 F1(5U73117--~7yn> FQ(x7y17"'7yn) Fn(x7y17"'7yn) ,

saGi =1, G =F (i=1,...,n).
U sistemu (5.2.1) pretpostavljeno je da je z nezavisno promenljiva, a

Y1,--- ,Yn funkcije od x. Opstiji od oblika (5.2.1) je simetri¢ni oblik

diL‘l - dxz dxn
Gi(x1,...,xy)  Go(x1,...,2p) Gn(z1,... o)

(5.2.2)
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Prednost ovakvog oblika je u tome §to su sve promenljive ravnopravne, pa
bilo koja od njih moze da se uzme za nezavisnu, dok su ostale zavisne.
Neka je, npr., nezavisna x;. Tada su ostale promenljive funkcije od x7, tj.
x; = zi(x1) (1 = 2,...,n). Sistem (5.2.2) ima n — 1 DJ i lako se svodi na
normalni oblik

dry  Go(z1,... ,xn)
Cll‘l N Gl(CCl,... ,l‘n)

/_
x2_

dl’n Gn(l'l ce xn)
I = = d . F, e X)) -
n dxl Gl(xla"' axn) (xl’ " )

Opsta resenja sistema (5.2.1) i (5.2.2) su opsta reSenja odgovarajuéih nor-
malnih sistema, oblika (5.1.2) ili (5.1.3). Analogno vazi i za primarna reSenja.

Primetimo da je simetri¢ni oblik, u stvari, oblik visestruke (produzene)
proporcije. Ova ¢injenica se koristi pri reSavanju sistema DJ, a postupak
reSavanja se ¢esto zove metod integralnih kombinacija.

PRIMER 5.2.1.| Nadi opste reSenje simetri¢nog sistema DJ

7d:c dy _ %

x2 7my—2z2 Czz

Neka je x nezavisno promenljiva, a y = y(z) i 2 = z(z) funkcije. Tada je normalni oblik
datog sistema

,_dy 222 —xy

=Y _ L
(5.2.3) dx x
p_dz _ 2
T dr  =x

Druga jednacina sistema (5.2.3) je DJ sa razdvojenim promenljivama

dz  dx
=-—
iz koje se integracijom dobija In|z| = —In|z| + ¢, tj. jedno primarno resenje
(5.2.4) zz=c1 ,

gde je ¢c1 = +e°. Zamenom z = ¢1/x u prvu jednacinu sistema (5.2.3), ona postaje

2
c
2—;—307;
y = &
z? ’
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Sto sredjivanjem daje LDJ I reda

2
1,2

4

Resavanjem ove DJ po formuli (2.3.5) dobija se

dz 26% dx 1 c%
y=exp<— —) 2+ | — exp< —) de| = 7<02——2)
x x T x x

i, vratanjem c1 = zz,
1
2
Yy = 7(02 -z ) )
T

tj. drugo primarno reSenje
(5.2.5) zy+22=co.

Nadena primarna reSenja su nezavisna. Zaista, za

01:@1(m7yaz):xzv CQ:QDQ(Q?,y,Z):ZCy—FZQ

je
dor 01
oy oz | _ |10 x| _ 2
dpa Opo | T |z 22|
e

Za x = 0 nije definisan razlomak —dz/z?, pa = 0 ne pripada oblasti definisanosti datog
sistema i uslov (5.1.4) vazi.

Jednakostima (5.2.4) i (5.2.5) je dato opste reSenje polaznog sistema DJ u implicitnom
obliku. A

PRIMER 5.2.2.| Na¢i ono partikularno resenje simetri¢nog sistema DJ

dx dy dz

2—yz z(z+y)

2 —yz oy

koje zadovoljava uslove y(0) = 1, z(0) = —1.

Za produzenu proporciju

a a a
ar %2 _ % (k> 2)
br b2 b
vazi
a1a1 tagag +---togap a1 a2z 0
a1by + agba + - - - + oy by b1 b2 by
gde je a1,...,ar € R. Ova osobina produzene proporcije se jednostavno dokazuje, a

poznata je iz nizih kurseva matematike.
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Koristeéi navedenu osobinu proporcije, iz datog sistema dobijamo

dr —dy dz
T sty

tj.
dlz—y) _ dz

T—y z

odakle integracijom sledi In|z —y| =1In|z| +c i

r—y
z

(5.2.6) =c1,

§to je jedan primarni integral datog sistema.
Zamenom z = y + c1 2 iz (5.2.6) u jednakost

dy dz
yv?—yz  z(z+y)
dobija se
z
e %t (;)
dy - _ f ’
Yy

§to je homogena DJ oblika (2.2.1), tj. 2’ = f(z/y), po nepoznatoj funkciji z = z(y).
Uvodenjem smene u = z/y, ova DJ se transformise u DJ sa razdvojenim promenljivama

dy 1—u

W_ ST
y u+ (14 c1)u?

po nepoznatoj funkciji v = u(y), €ijim resavanjem se dobija

(2+4c1)/(1+c1)
} = cou .

y[l+(1+c1)u

Kako je u = z/y i c1 = (z — y)/z, iz poslednje jednakosti sledi drugi primarni integral

(5.2.7)

=ca2 .

y? (x + z) (z—y+22)/(z—y+2)
z\ y
Opste resenje u implicitnom obliku je dato jednakostima (5.2.6) i (5.2.7).

Prema datim uslovima z = 0, y(0) = 1, 2(0) = —1, iz jednakosti (5.2.6) i (5.2.7) sledi
c1 =1, co = —i, pa ove jednakosti postaju

(5.2.8) z—y=z, yly+22>3+22=0

i definisu trazeno partikularno resenje. Kako su zadati uslovi oblika (1.1.6), partikularno
resenje (5.2.8) je Cauchyevo.
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Primetimo da smo do resenja (5.2.8) mogli da dodemo i bez nalazenja drugog primarnog
i opSteg resenja. Smenom datih uslova u prvi primarni integral (5.2.6) odmah se odreduje
c1 = 1, ¢ime (5.2.6) postaje

(5.2.9) T-Yy==2.
Postupak se dalje ponavlja sa * = y + z i dobija se reSenje odgovaraju¢e homogene
jednacine

y(y + 22)3 = c22?

iz kojeg se, smenom pocetnih uslova, odreduje cg = —1 i

(5.2.10) y(y+22)3+22=0.

Jednakosti (5.2.9) i (5.2.10) definisu trazeno partikularno reSenje, Sto je prirodno isti
rezultat kao (5.2.8). A



6. PARCIJALNE
DIFERENCIJALNE
JEDNACINE

Algoritmi za analiticko reSsavanje PDJ u generalnom slucaju ne postoje.
Ve¢ kod PDJ II reda se razmatraju samo specijalni tipovi. Takvi su, npr.,
elipticki, parabolicki i hiperbolicki tip, u koje spadaju i poznate jednacine
matematicke fizike (videti [4]): Laplaceova jednacina (elipticki tip), jedna-
¢ina provodenja toplote ili Fourierova jednacina (parabolicki tip), talasna
jednacina ili jednacina zice koja treperi (hiperbolicki tip).

Za resavanje PDJ je razvijen veliki broj numerickih metoda (videti [3]),
¢ime se u praksi znac¢ajno prevazilazi nedostatak analitickih metoda.

U svom izlaganju se ograni¢avamo samo na PDJ I reda (1.1.8), a medu
njima na homogenu linearnu i kvazilinearnu PDJ.

6.1. Linearna homogena PDJ

Opésti oblik ove PDJ je

0 0
(6.1.1) Gi(z1,. .. ,xn)ai+...+gn(ggl,”_ @n)&i _0.
gde su Gq,...,G, zadate, a f(x1,...,x,) nepoznata funkcija.

Jednag¢ini (6.1.1) pridruzujemo sistem DJ oblika (5.2.2), tj.

dxy dx,
6.1.2 L = ,
( ) Gl(.’L‘l,... ,fL‘n) Gn(l'l,... ,$n)

koji je poznat kao sistem karakteristika PDJ (6.1.1). Ovaj sistem moze da
se zapiSe u ekvivalentnom obliku

(6.1.3) dry = MGy, ..., dx, = \G, ,
gde je uvedena oznaka A = dx;/G; (i=1,...,n).

83
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Ako je poznato neko resenje PDJ (6.1.1), tada je poznat jedan primarni
integral sistema (6.1.2) i obrnuto, o ¢emu govori sledeca teorema.

Teorema 6.1.1. ReSavanje linearne homogene PDJ (6.1.1) i reSavanje
sistema karakteristika (6.1.2) su ekvivalentni problemi.

Dokaz. Pretpostavimo da je poznat jedan prvi integral sistema (6.1.2),

(6.1.4) c=p(r1,...,x,),

gde je c proizvoljna konstanta. Pokazimo da je tada

(6.1.5) f=wvl,...,z,)

resenje PDJ (6.1.1).
Diferenciranjem (6.1.4) sledi dp = 0, tj.

Iy Iy
1. —d cor 4+ ——dx, =0.
(6.1.6) pr. 1 + +8xn xn =0

Zamenjujuéi diferencijale dx1, ... ,dz, iz (6.1.3) u (6.1.6), dobija se

Oy Oy B
o AGi + -+ Do G, =0,

tj.

Iy Ip

(6.1.7) G gyt G = =0,
sto je PDJ (6.1.1) sa f = ¢. Dakle, funkcija ¢ zadovoljava PDJ (6.1.1), pa
je (6.1.5) zaista njeno resenje.

Obrnuto, neka je (6.1.5) neko resenje PDJ (6.1.1), tj. neka vazi (6.1.7).
Pokazimo da je tada (6.1.4) jedan prvi integral sistema (6.1.2).

Diferenciranjem (6.1.4) sledi dp = 0, tj. (6.1.6). Uporedivanjem (6.1.6) sa
(6.1.7) zaklju¢ujemo da vazi (6.1.3), tj. (6.1.2). Dakle, (6.1.4) zadovoljava
sistem (6.1.2), pa je (6.1.4) primarni integral sistema (6.1.2). O

Na osnovu poznatih resenja oblika (6.1.5) moze da se odredi jos jedno
resenje PDJ (6.1.1), koje se razlikuje od (6.1.5) u opstem slucaju, a for-
mulisano je slede¢om teoremom.

Teorema 6.1.2. Neka su f; = ¢i(x1,...,2,) (i=1,... k; k<n-—1)
reSenja PDJ (6.1.1) i neka je v proizvoljna diferencijabilna funkcija od k
argumenata. Tada je

(6.1.8) f=v(p1,..,01)
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takode resenje PDJ (6.1.1).
Dokaz. Kako je f; = p; resenje PDJ (6.1.1) za svako ¢ =1,... |k, to vazi

Do i )
n = =1,...,k).
G 011 oG oz, 0 @ )
Mnozenjem svake od jednacina sa 90 i sabiranjem po ¢ =1,... ,k, dobija
e ) Pi
dp; i\ OY
G o+ Gy =0,
;( ! 0z Tt 8xn)8goi
tj.
k
o &pz oY Dpi
G + G, =
' ; i oy Z dp; Oxn

Imajuéi u vidu da je f; = wi(x1,...,2,) (i = 1,...,k), ¥(o1,...,0k) je
slozena funkcija, pa je svaka od dobijenih suma njen odgovarajuéi parcijalni
izvod. Zato poslednja jednakost moze da se zapise u obliku

oY oy
Crgy, Tt Gng =0,

sto je PDJ (6.1.1) sa f = 1. Dakle, funkcija (6.1.8) je zaista resenje PDJ
(6.1.1). O

Neka su

(6.1.9) i =wi(ry,...,xn) (i=1,...,n—1)

sva nezavisna resenja sistema (6.1.2) i

(6.1.10) fi=wvi(x1,...,xn) (i=1,...,n—1)

njima odgovarajuca resenja PDJ (6.1.1). Kako (6.1.9) definise opste resenje
sistema (6.1.2), to i (6.1.10) odreduje opste resenje PDJ (6.1.1). Imajuéi u
vidu Teoremu 6.1.2, opste resenje PDJ (6.1.1) je dato sa

(6.1.11) f=v(po1,  on-1)

gde je 1 proizvoljna diferencijabilna funkcija od n — 1 argumenata. Prime-
¢ujemo da opste resenje (6.1.11) sadrzi jednu proizvoljnu funkciju, analogno
obi¢nim DJ ¢ije opste reSenje sadrzi jednu proizvoljnu konstantu. Dakle,
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broj proizvoljnih elemenata u opstem resenju DJ i PDJ I reda je isti, ali se
razlikuje njihova priroda.

Pod partikularnim resenjem é¢emo da podrazumevamo svako resenje PDJ
(6.1.1) koje se dobija iz opSteg, a nije opste. Napominjemo da ovo nije
precizna definicija partikularnog resenja, ve¢ samo nas interni dogovor. Tako
je resenje (6.1.8) partikularno ako su resenja ¢; = ¢1,...,¢h_1 = @n_1
medusobno zavisna ili ako je K < n — 1. Takode, svako od resenja (6.1.10)
je partikularno jer se dobija iz opsteg ako je funkcija v konkretno izabrana
kao

Plprssona) =@ (i=1,...,n—1).
Za partikularna resenja (6.1.10) kazemo da su nezavisna ili bazna resenja.
Za nalazenje partikularnog reSenja zadaju se dodatni uslovi, medu ko-
jima su najpoznatiji Cauchyevi uslovi. Tada se partikularno resenje zove

Cauchyevo resenje (videti [2], str. 137-138). Zadavanje Cauchyevih uslova i
nalazenje Cauchyevog resenja ilustrova¢emo primerom.

PRIMER 6.1.1.| Ako je f(z,y, z) nepoznata funkcija, na¢i opste resenje PDJ

of of of
2L —y) L 4z-L=0.
x@x—’—(m y)8y+Z8z

Zatim naci ona partikularna reSenja koja zadovoljavaju uslove:

(10) Z:]'a f(mvyrl):x72yv
(2°) y=2z, f(z,2z,2)=a?+22.

Formiramo sistem karakteristika

dr dz
Iz DJ sa razdvojenim promenljivama — = — integracijom se dobija jedan prvi integral
x z

sistema karakteristika

—=c1 .
T
dx dy . , 1 B L. . .
DJ — = —— je LDJ I reda ¢y’ + — y = 1, Cije se opste reSenje nalazi prema formuli
x T — T
(2.3.5) i glasi
T + c
Y= D) 7’

§to sredivanjem daje drugi prvi integral sistema karakteristika

2$y—$2262.
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Lako se proverava, prema (5.1.4), da su dobijeni prvi integrali nezavisni. Zato su
z
(6112) 1 :wl(xﬂ%z): ; ) f2:§02(33,y,2):21"y—372

nezavisna (bazna) partikularna resenja date PDJ, pa je njeno opste resenje

F(z,y,2) = P(p1,02) = w(% , 2xy — w2) ,

gde je v proizvoljna diferencijabilna funkcija.

Pre nalazenja trazenih partikularnih resenja, obratimo paznju na date uslove. U slu¢aju
(1°) zadata je konkretna vrednost jedne od promenljivih z = 1, a u sluéaju (2°) veza
izmedu nezavisno promenljivih y = 2x. U oba slucaja data je i odgovarajuc¢a ”vrednost”
opsteg resenja f(z,y,1) = = — 2y, odnosno f(x,2z,2) = 2 + 22, koja nije uvek ekspli-
citnog oblika kao ovde. Ovo su dva nacina zadavanja Cauchyevih uslova, pa su trazena
partikularna resenja Cauchyeva.

(1°) Zamenjujuéi prvi Cauchyev uslov z =1 u (6.1.12), dobijamo

1
@1(m7y51):; ) (pg(l‘,y,l):2$y—l‘2 )
odakle odredujemo

1 14 pips
r=—, y= —.

1 2¢1
Nadene z, y zamenjujemo u drugi Cauchyev uslov i dobijamo

f(@,y,1) =2 -2y = —p1p2 .

S obzirom na f(z,y,z) = ¥(¢1,p2), iz poslednje jednakosti zaklju¢ujemo da funkcija 1
za date Cauchyeve uslove uzima konkretan oblik

Y1, 92) = —p1p2 .

Zato je trazeno Cauchyevo reSenje

f(l', ’y,Z) = 7w1(m7y7 2)502(1"7 y,Z) = Z(J) - 2y) .

(2°) Za y = 2z, (6.1.12) postaje
1(x, 2z, 2 :i, p2(x, 2z, 2z =3z?,
v T

odakle je

pa iz drugog uslova sledi

1 1 1
f(z,22,2) =2® + 2% = §902+§90%902: 5(1-1-90%)902.
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Dakle, u ovom slucaju je

P(p1,2) = = (14 ¢7)p2

W=

i Cauchyevo reSenje glasi

F@wa) = 5 (4@} y2) ea(e,,2) = 5- Gy +22) . 4

PRIMER 6.1.2.| Ako je f(z,y) nepoznata funkcija, naéi opste resenje PDJ

or _,or _

0.
yax xay

Zatim nadéi ona partikularna resenja koja zadovoljavaju uslove:

) (Z) +(Z) =6 407).

ox oy
0%f  02f
2° — +—==0.
(2%) 0x2 + Oy?

Sistem karakteristika se sastoji samo od jedne jednacine

dzr dy

y -z

Ovo je DJ sa razdvojenim promenljivama —x dx = y dy, ¢ije opSte reSenje odreduje prvi
integral sistema karakteristika
z2 + y2 =c.

Zato je
f=el@,y) =2 +y°

odgovarajuce partikularno resenje date PDJ, dok je

flay) =) = (= +y?)

njeno opste reSenje, sa proizvoljnom diferencijabilnom funkcijom .

Nalazimo sada trazena partikularna reSenja, uz napomenu da ni jedno od njih nije
Cauchyevo jer zadati uslovi nisu Cauchyevi.

(1°) Imajuéi u vidu da je ¥ = ¥(x? + y?) slozena funkcija, diferenciranjem opsteg
reSenja nalazimo

(6.1.13) of _ 2z of _ 259
ox oy

pa dati uslov postaje 4x2¢)'? 4 4y2¢'? = 4(22 4+ y2), tj. ¥ =11

Y=+l
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gde je o' = ¢/ (22 +y2). Za t = 2% + y2, integracijom sledi ¥(t) = £t + a, odnosno
1/)(932 + y2) = :I:(:r:2 + y2) +a.
Zato iz opsteg reSenja f(x,y) = 1/}(:62 + y2) dobijamo dva partikularna resenja:

filzy) =2*+y2 +a, folz,y)=—-(2®+1y?) +a,

gde je a proizvoljna konstanta.
(2°) Diferenciranjem (6.1.13) sledi
o%f

0x?

_ 211 / 827]‘._ 211 /

pa dati uslov postaje
(:C2 +y2)w// _’_w/ -0 ,
gde je o' = ¢ (22 +y?), " =" (2% + y?). Za t = 22 + y? poslednja jednakost glasi
t"(t) +¥'(t) =0,

du dt
koja se smenom u = 1)’ svodi na DJ sa razdvojenim promenljivama — = - PO nepoz-
U

natoj funkciji v = u(t) i ima opste reSenje tu = a. Dalje je

u(t) =4’ (t) =

a
t

i integracijom ¥ (t) = aln|t| + b, tj.
P +42) = aln(ac2 + y2) +b.
Trazeno partikularno resenje je
fla,y) =9(a + %) = aln(a® +47) + b,

gde su a i b proizvoljne konstante.

Primeéujemo da partikularna reSenja, nadena pod (1°) i (2°), sadrze proizvoljne kon-
stante. Pri tome, broj konstanata zavisi od zadatih uslova. Ako je uslov oblika parcijalne
DJ I reda (slucaj (1°)), partikularno resenje sadrzi jednu konstantu, ako je uslov parcijalna
DJ II reda (slucaj (2°)), javljaju se dve konstante, itd. A

6.2. Kvazilinearna PDJ

Opésti oblik ove PDJ je

+Gn(l'1,,l’n,f)ﬁ

oz,

(6.2.1) Gi(z1,... T, f)

of
oz, T

:GTL-"-l(ZL‘l?"' 7l‘n7f) ’
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gde su Gy,... ,Gp41 zadate, a f(x1,...,x,) nepoznata funkcija.
Kvazilinearnoj PDJ (6.2.1) pridruzimo linearnu homogenu PDJ

6.2.2 G B . + Gp(zy, ... T,
(6.2.2) (@1, f) 83:1 + Gu(z1,... f) a%
+ Gn+1($1, ey Tn, f)
f
po nepoznatoj funkeiji u(zy,...,x,, f), koja zavisi od n + 1 argumenata.

Sistem karakteristika PDJ (6.2.2) je

dxq dxy,

6.2.3 e

( ) Gl(mlv-" 7$n>f) Gn(l'l?"' 71'n7f)
_ df

B Gn+1($17"' 7zn7f) .

Ako je poznato neko resenje PDJ (6.2.2), tada je poznato jedno resenje
PDJ (6.2.1) i obrnuto, o ¢emu svedo¢i sledeca teorema.

Teorema 6.2.1. ReSavanje kvazilinearne PDJ (6.2.1) i resavanje linearne
homogene PDJ (6.2.2) su ekvivalentni problemi.

Dokaz. Neka je

(6.2.4) u=p(x1,... ,Tn,f)

resenje PDJ (6.2.2). Pokazimo da je tada funkcija f = f(x1,...,2,), im-
plicitno data sa

(6.2.5) o1, o0, ) =0,

resenje PDJ (6.2.1).
Kako je (6.2.4) resenje PDJ (6.2.2), to vazi
8@ Jp Oy

+ G+ G 5 =

3561 o, 0.

(6.2.6) Gy —
S druge strane, imajuéi u vidu da je

o(x1,. . xn, ) = go(xl,... R 0 PO ,acn))

slozena funkcija, diferenciranjem (6.2.5) po bilo kojoj od promenljivih
T1,...,Ty sledi

dp , 0p Of _

(6.2.7)
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Odavde je 5 oo 8

a;i :—ai]’j agi (i=1,...,n)
i, zamenom u (6.2.6),
tj.

2Ly, L G,

sto je kvazilinearna PDJ (6.2.1). Dakle, ako je (6.2.4) resenje PDJ (6.2.2),
tada je (6.2.5) implicitni oblik resenja f PDJ (6.2.1).

Obrnuto, neka je sa (6.2.5) implicitno dato resenje f = f(z1,...,x,) PDJ
(6.2.1). Pokazimo da je tada (6.2.4) resenje PDJ (6.2.2).

1z (6.2.7) iskazujemo

OF _ 90 /9% ;1 .
8:132- 8.’1]1 8f E

i zamenjujemo u (6.2.1). Dobija se (6.2.6), sto je PDJ (6.2.2) sa u = .
Dakle, (6.2.4) je resenje PDJ (6.2.2). O

Neka su

(6.2.8) ci=wi(x1,...,xn, f) (i=1,...,n)

sva nezavisna resenja sistema (6.2.3). Prema prethodnom izlaganju o line-
arnim homogenim PDJ, tada je

UZT/J(SDL--- a@’ﬂ)

opste resenje PDJ (6.2.2), gde je ¢ proizvoljna funkcija. Zato je, prema
Teoremi 6.2.1,

(6.2.9) Y(p1,. .- 5 on) =0

opste resenje PDJ (6.2.1) u implicitnom obliku. Opste resenje (6.2.9) moze
da se iskaze i u obliku

(6.2.10) Ok = V(1 Ph—1, Phtls---spn) (E=1,...,n),
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gde je za proizvoljnu funkciju upotrebljena ista oznaka . Zavisno od
konkretne situacije, koristi se pogodniji od oblika (6.2.9) ili (6.2.10).

Za pojam partikularnog resenja usvajamo isti dogovor kao kod linearnih
homogenih PDJ. Cauchyevi uslovi se zadaju analogno.

PRIMER 6.2.1.| Ako je f(x,y, 2) nepoznata funkcija, naéi opste resenje PDJ

of of of
x%—&-(z—i-f)a—y-&—(y—kf)a—y—i—z‘

Zatim naci ono Cauchyevo reSenje koje zadovoljava uslove
r=1, y+z+f=2.

Sistem karakteristika je

dr  dy  dz _ df
z  zt+f y+f y+z
dx dy s . y T
Iz — = = ——, koristeéi osobinu produzene proporcije (videti Primer 5.2.2),
T z+ f Y+ z
sledi

x y—f  y—f

odakle integracijom dobijamo jedno primarno resenje

de _ dy—df  dy—f)

(6.2.11) zly—f)=c .
d d

Analogno, iz @w_ 2z i se dobija drugo primarno reSenje
z  y+f y+z

(6.2.12) z(z—f)=ca.

Tretirajuéi (6.2.11) i (6.2.12) kao sistem, npr., po nepoznatima z, f i reSavajuéi ga, sledi

1 1
z=y+ —(c2—c1), f:y—;q.

T
dx dy . . . . . ..
Iz — = yl zamenom ovako iskazanih z, f i sredivanjem, dobija se LDJ I reda
T z
2 22
y ——y= % Opste reSenje poslednje DJ je
T T
201 —
Yy = 0372 =+ 761 2 y
3x

gde je ¢ proizvoljna konstanta. Iskazujuéi c1, c2 pomoéu (6.2.11) i (6.2.12) i oznacavajuéi
3c sa c3, iz prethodne jednakosti sledi tre¢e primarno reSenje

y+z+f

cs .
22
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Lako se proverava, prema (5.1.4), da su dobijena primarna reenja nezavisna. Stavljajuéi:

@1(Iay7z3f):$(y7f)7 302($,y7z,f):1'(27f)7

S03(937y,2',f): 2
x

prema (6.2.8) i (6.2.9) sledi trazeno opste resenje u implicitnom obliku

x2

1/1(901:902,903) :¢($(y—f), Z‘(Z—f),

gde je v proizvoljna funkcija.
Prema prvom Cauchyevom uslovu z = 1, (6.2.13) postaje

501(17yaz7f):y_fa w2(17yaz7f):Z_fa ¢3(17yaz7f):y+z+f7

pa drugi Cauchyev uslov
e3(Ly,z,f)=y+z+f=2

dovodi do trazenog Cauchyevog resenja u implicitnom obliku
@3(x7y7z7f) = 2 )

tj.
y+z+f =21,

ili u eksplicitnom obliku
f(mvyaz) :21}2 —Yy—z.

Primetimo da se ovo partikularno resenje dobija iz opsteg za konkretan oblik funkcije 1,

Y(p1,02,03) =p3 —2. A

PRIMER 6.2.2.| Ako je f(z,y) nepoznata funkcija, naé¢i opste resenje PDJ

af of

Zatim nadéi ono Cauchyevo resenje koje zadovoljava uslov
z=2y=1f.

Sistem karakteristika je

de _ dy _df

—x x—i—y:f'

Jednacina —d—x = dy
x T +y

koje sredivanjem daje primarno reSenje

IS NeY
N8

1
je LDJ I reda y' + —y = —1 sa opstim reSenjem y =
x

2

xy—l-?:cl.
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de_df

1z = 7 se dobija drugo primarno reSenje

zf =ca.

Dobijena primarna reSenja su nezavisna. Trazeno opSte reSenje predstavljamo u obliku
(6.2.10), npr. @2 = ¥ (p1), gde je 1 proizvoljna funkcija i

2
(6.2.14) e1(z,y, f) =zy + % o p2(zy f)=af .
Dobija se
2

r=o(mr Z).

tj.
1 x?

(6.2.15) flz,y) = - w(wy + ?) :

Cauchyevo reSenje nalazimo na dva nacina.

Prvi nac¢in se odnosi na nalazenje veze izmedu funkcija 1 i ¢2 na osnovu datih uslova.
Smenom z = 2y = f u (6.2.14) sledi

go(a:xx> z2 <p<xxac) z2
1 ) = ) 2 PR = )
2 2

pa za Cauchyevo reSenje mora da vazi

e1(z,y, ) = p2(,y, f) -
Dakle, trazeno Cauchyevo resenje je

2

wt+ o =af,

tj.
xT
flz,y) =y + 5

Nalazenjem veze izmedu 1 i @2 na$li smo, u stvari, oblik funkcije 1. Uporedivanjem
w2 =1P(p1) 1 w2 = ¢1 vidimo da je ¥ (p1) = ¢1, tj. funkcija ¢ ima oblik ¥ (t) = t.

Drugi nacin se sastoji u direktnom odredivanju oblika funkcije v iz opSteg reSenja.
Smenom z = 2y = f u (6.2.15) sledi
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trazeno Cauchyevo reSenje.
Koji od nacina se koristi, zavisi od njegove pogodnosti za reSavanje konkretnog prob-
lema. A

PRIMER 6.2.3.| Ako je f(z,y) nepoznata funkcija, naéi opste resenje PDJ

of of
— — =2zy .
m8x+y8y Y

Zatim nadéi ona partikularna resenja koja zadovoljavaju uslove:

(10) y:$27 f=2zy,

(2°) of af 222
T —y—=——.
ox yay x2 + 92

Sistem karakteristika je

dr _dy  df
oy 2wy
d d
1z @w_ 9 se dobija primarno reSenje
€ Yy
T
—=c1.
Yy
dy df _ C o S 2 _
Iz = = oy zamenom z = c1y, sledi df = 2c1ydy, odakle je f = c1y?+c2. Zaci =z/y
Yy ry

dobija se drugo primarno reSenje
f—xy=ca.

Opste resenje predstavljamo u obliku (6.2.10), npr. @2 = ¥(p1), gde je ¥ proizvoljna
funkcija i

(6.2.16) e1(z,y, f) = g o p2Azy, f)=f—=y.
Dobija se
X
tj.
(6.2.17) flz,y) =afy+w<§) .

(1°) Smenjujuéi date uslove u (6.2.17) dobijamo

f(a:,a:2):2x3:az3+w( ) ,

1
T
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odakle je 1(1/x) = 23, pa funkcija v ima oblik v (t) = 1/t3. Dakle, trazeno resenje je

ﬂ%y)zmy+<%>3.

Ovo resenje je Cauchyevo jer su zadati uslovi Cauchyevi.
(2°) Diferenciranjem (6.2.17) nalazimo
of 1 of x
— =y — =z

N,
o +y¢7 oy ”

Sto smenom u zadati uslov daje

2
Ty T

x4 y? ’
gde je ' = ¢/ (z/y). Uvodeéi smenu t = z/y, poslednja jednakost postaje

t

W) = 5

)

1
odakle integracijom sledi ¢(t) = 5 In(t2 + 1) + a, odnosno

T 1. z? 2
1p<,) _ 7lni+a.
Zato je trazeno partikularno resenje

1. 22 4 y?
f(a:,y):xy—kflniy—&—a,
2 y?

gde je a proizvoljna konstanta. Primetimo da zadati uslov nije Cauchyev, pa ni dobijeno
reSenje nije Cauchyevo. A



7. ZADACI ZA VEZBU

Naéi opste resenje DJ

yv1—22dy+xz\/1—y?>dex=0.

Resenje. Uz ogranicenja x # +1, y # +1, datu DJ dovodimo na oblik DJ sa razdvo-
jenim promenljivama (2.1.2),

Y gy
\/1—19y?2

Integracijom dobijamo redom:

L d
— = ax .
V1—2x2

d1—y?) 1 [d1-a?)

y __ = g 1 [d0-y?) (1 —=?)
/Mdy_ /md‘”’ z/m 2) Vi—a?
—V/1-y24+ca=y1—22+4c.

Za ¢ = c1 — c2, opste resenje je dato implicitno sa

\/1—3:2—1—\/1—3;2:0,

gde je c proizvoljna konstanta.

Zamenom u datu DJ neposredno utvrdujemo da prave x = £1 identicki zadovoljavaju
ovu DJ. Isto vazi i za prave y = +1. ZakljuCujemo da su x = +1 i y = +1 reSenja date
DJ. Ovo su singularna reSenja jer ne mogu da se dobiju iz opsteg ni za jednu vrednost
konstante c.

Na¢i opste resenje DJ
3y%y" + 16z = 2xy° |
a zatim nadi ono partikularno reSenje koje ostaje ograni¢eno kad xz — +oo.

97
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Resenje. Opste resenje date DJ smo odredili u Primeru 2.1.1 i ono glasi

Yy = \3/8—1—0612.

Kako je lim er? = +00, to funkcija y = y(x) moze da ostane ogranic¢ena jedino ako je
xr— 400
¢ = 0. Trazeno partikularno resenje je

y=2.
Naci opste resenje DJ
2,7
7y —cos2y=1,
a zatim nadi ono partikularno resenje za koje je liril y(z) =
Tr— 100

Z .

Resenje. Data DJ je sa razdvojenim promenljivama

dy _dx
1+ cos2y )
i reSava se integracijom
dy _ dx
14+cos2y | 2
Kako je
9 1+ cos2a
cos“a = ——
2
to je dalje:

dy dx 1t 1+ ¢ 2+
— = —, —tany=——+c¢, tany=-——+4c,
2cos?y 2 2 Y T Y x

Sto je implicitni oblik opsteg resenja. U prethodnim jednakostima smo proizvoljnu kon-
stantu uvek isto oznacavali sa ¢, §to ¢emo da radimo i nadalje.

Posmatrajuéi funkciju tany samo za y € (—g, g

(-3)
y = arctan{c— — )] .
T

) , dobija se

Iz datog uslova je

. . 2 7'r
lim y(z) = lim arctan|c— — ) = arctanc= — ,
r— 400 T — 400 xT 4

pa je ¢ = tan(mw/4) = 1 i trazeno partikularno resenje je

2
y=arctan(1—— ) .
z
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Na¢i opste reSenje DJ
y =4z +y+2)°.
Resenje. Posmatrajmo DJ oblika
Y = f(arz + a2y + a3) ,
gde je f poznata funkcija i a; € R (i = 1,2, 3) konstante. Uvodimo smenu
z=a1x + agy +as ,
gde je z = z(x) nova nepoznata funkcija. Kako je
d=a1tay, Y =f(2),

polazna DJ se transformise u
2 =a1+a2f(z),

§to je DJ sa razdvojenim promenljivama

dz

el

Zadata DJ je ogigledno navedenog oblika sa a1 =4, az = 1, ag = 21 f(z) = 22, pa se
smenom

z=4dx+y+2
svodi na
2 =44 fz) =4+2%,
tj.
d
Y g
4+ 22

sto je DJ sa razdvojenim promenljivama po nepoznatoj funkciji z = z(z). Integracijom

sledi:
z
! d<5> do, Tarctan’ —a+ 2tan(2z + c)
- —_— = X —arctan — = x C z = anl(zx Cc) .
2 1+(z)2 2 2 ’

2
Za z = 4x + y + 2, trazeno opSte reSenje je

y=2tan(2z +c) — 4z — 2.

Naci opsta resenja DJ:

(1°) (z+y)dy—(r—y)dz =0,
(2°) (2 + 22y — y?) do + (y* + 22y — 2°) dy =0,
r+y

(3°) vy —y=(r+y)n—=.
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Regenje. U sva tri sluc¢aja date DJ su homogene oblika (2.2.1).

(1°) Datu DJ zapisujemo na nacin

LY
y/:d—y:xiy: €
de  x+vy 1+E'

x

Smenom u = y/z, gde je u = u(x) nova nepoznata funkcija, dobijamo y' = v + zu’ i

§to sredivanjem daje DJ sa razdvojenim promenljivama

1+u dx
——du=— .
1—2u — u? T
Integracijom sledi:
1 [dl—2u—w?) [ dax
2 1-2u—w?2 | =z’

1
—51n|1—2u—u2| =Inlz|+c

1n<|x\\/|172u7u2|):c, lz[v/]1 —2u—u2|=¢c, 2?(1-2u—u?)=c.

Kako je u = y/x, trazeno opste reSenje je

2
m2<1—2g—y—2)=c,
x X

tj.
x2—2my—y2:c.

(2°) Datu DJ dovodimo na oblik homogene DJ

2
()22
’ T xr
y=>"z .
(g) +24 1
T x
i smenom u = y/z na DJ sa razdvojenim promenljivama

u? +2u—1 dx
—_ du=——.
ud+uZ+u+1 x
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Rastavljanjem na delimi¢ne razlomke dobijamo

w2 4+2u—1 w2 4+2u—1 1 2u

wd+uZt+ut+1l (u+1)(u2+1) :_u—|—1+u2—|—1

)

pa integracijom poslednje DJ sledi:
du n 2u d dx
_ w=— | —
u+1 u? +1 T

d 1 d(u? +1
B (u+ )+ (u? + ):—ln|:c|+c,
uw+1 u? +1

—Inju+1|+In(u?+1) = —In|z| + ¢

In|z

u2+1‘ u? 41
=c, =«
u+1 u+1

Kako je u = y/x, trazeno opste reSenje je

3:2+y2
L S
T +y

ili drugacije
22+ =clz+vy).

(3°) Datu DJ lako svodimo na homogenu

y’:g+<1+3)1n<1+g),
x X X

odakle se smenom u = y/x dobija DJ sa razdvojenim promenljivama

du _dj
14w In(l4+u) =

[ wwaa= [
1+ w)In(l4+u) x

Integral na levoj strani jednakosti se resava smenom ¢ = In(1 + u) i dobija se

du dt
e — =Inlt =In|In(1 .
/(1—|—u)ln(1+u) /t nlt|+c=In|ln(l+u)|+c

i integracijom

Zato je:

In(1 + u)
x

In|ln(14+wu)|=In|z|+c, In =c, In(l+u)=czx
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i,zau=y/z,
T +y
T

In

=cx, x+y=uxze",
pa je trazeno opste reSenje u eksplicitnom obliku

y=z(e” —1).

Naéi opsta resenja DJ:

(1°) 2rx+3y+1)der+ Bz +4y—1)dy =0,
(2°) By —Te+7)dr— 3z —Ty—3)dy=0.

Uputstvo. Oba slucaja reSavaju se potpuno analogno Primeru 2.2.2. Zato za slucaj
(1°) dajemo samo medurezultate, koriste¢i iste oznake kao u Primeru 2.2.2, dok za slucaj
(2°) dajemo samo konaé¢no resenje.

(1°) Ovde je
;. 2e+3y+1
v = 3x+4y—1
iajbag —blag =—-1#0,pajear =1, ap =—-1. Zaz=X+1,y=Y — 1, prethodna DJ
postaje homogena

2+3Y
Vv — _ X
3+4Y

X

po nepoznatoj funkciji Y = Y(X). Smenom u = Y/X ova DJ se svodi na DJ sa razdvo-
jenim promenljivama

3+ 4u dX
—————du = —_—
2u2 +3u+1 X

¢ijim reSavanjem se dobija
X2(2u? +3u+1)=c.

Vradanjem v =Y/X, X =z — 1, Y = y + 1 sledi trazeno opste resenje
2 2 _
4+ 3rzy+2y°+rx+y=c.
(2°) Opste resenje zadate DJ je

(y—z+1)2y+z-1)°"=c.

Naci opste resenje DJ
(2 +4y+3)dy — (x +2y+1)dz =0.
Resenje. Datu DJ dovodimo na oblik (2.2.2) iz Primera 2.2.2,

, z+2y+1

Vo eray+3’
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Kako je ajba — biaz = 0, uvodimo smenu
u=a1x+ a2y =T+ 2y
i dobijamo: v/ =1+ 2y,

w41 2u+ 3
, T = du
2u+ 3 4u+5

u =1+2

sto je DJ sa razdvojenim promenljivama po nepoznatoj funkciji u = u(x). Opste resenje

ove DJ je

du 45 = ceBr4 |

pa je trazeno opste resenje
dr+8y+5= ce*r—8y

Primetimo da smo datu DJ mogli da tretiramo kao DJ iz Zadatka 4, oblika
Y = flarz + a2y + a3) .

Prosledivanjem postupka datog u Zadatku 4, sa

¥4

z=aix+ay+az=x+2y+1, f(z):2 1
z

)
jasno da se dobija isti rezultat.

Odrediti konstantu a € R tako da se DJ
(m2y2 — 1) dy + 2xy dz =0

smenom y = z% svodi na homogenu DJ po nepoznatoj funkciji z = z(z).
Zatim naci njeno opste reSenje.

Resenge. Datu DJ zapisujemo u obliku

’_ 25133/3
a2 -1
Zay=2z%jey = az® 12, pa je dalje:
S S 2z 230 S 2220+l
z2z20 — 1~ a(x2229 — 1)

i, deobom brojioca i imenioca razlomka sa z2%+2,

(Z)2a+1
/7_2 €
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Dobijena DJ je homogena ako je —2a — 2 =0, tj. a = —1.
Za a = —1 poslednja DJ postaje

G,
2 =2 z = z

C) o ()

i reSava se na standardan naéin, smenom u = z/z. Dobija se redom:

u:cx(u2+1) , z:c(ac2+z2)

i trazeno opste resenje
y =c(1+2%y?) .

Nadi opsta i odgovarajuc¢a Cauchyeva resenja DJ:
(1°
(2°
(3°

v +ety=e, y(0)=e;
de+ (¥ —x)dy=0, yle)=0;
(1,x2)y’+xy,1:()’ y(0)=1.

~— ~— ~—

Resenge. (1°) Data DJ je oblika linearne DJ (2.3.1) po nepoznatoj funkciji y = y(x),
pa njeno opste resenje odredujemo prema formuli (2.3.5),

y—exp(—/ez da:) [c+/62z exp(/ew dac) dx}
e <c— /eZIeEm dx) :

Smenom t = e* i parcijalnom integracijom nalazimo

/ezxeez dac:/tetdt:tet/etdt:tetet:eez(ex1)

i dobijamo opS$te reSenje
y= e ¢” (c—|—eem (ex — 1)) =ce~ " +e¥ —1.

Cauchyevo resenje je ona od krivih y(x) iz familije definisane opstim resenjem za koju
je y(0) = e, tj. koja prolazi kroz tacku (0,e). Zato zamenjujemo x = 0, y = e u opste
resenje. Dobija se ¢ = e? i trazeno redenje (kriva)

y:eQ_ex—l—em—l.
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(2°) Neka je y nezavisno promenljiva i x = z(y) funkcija. Datu DJ dovodimo na oblik

dx
—4+eY—2z=0,
dy
tj.
—x=—€¥,

§to je linearna DJ po nepoznatoj funkciji ¢ = x(y). Primenjujuéi formulu (2.3.5) nalazimo

opste reSenje
T = exp(/ dy) |:c+/—ey exp(/ —dy) dy:|
=eY (c — /eye_y dy) =eY(c—vy)

ili, drugacije zapisano,
ze Y+y=c.
Zamenom x = e, y = 0 u opste resenje sledi ¢ = e, pa je trazeno Cauchyevo resenje

kriva
z=(e—y)eY.

(3°) Ako datu DJ zapiSemo u obliku

T 1

/
+ =
Y 1—m2y 1— 22

)

vidimo da je to linearna DJ po nepoznatoj funkciji y = y(x). Primenjujemo formulu
(2.3.5) i nalazimo

- M(H/ (1 _12)d\x/|1 _$2|> ‘

Opste reSenje se sastoji od dve razli¢ite familije krivih: jedne koja se dobija za 1 —z2 > 0
i druge koja se dobija za 1 — z? < 0. Da bismo odredili partikularno resenje, interesuje
nas samo ona familija kojoj to reSenje pripada. Cauchyev uslov je zadat u tacki x = 0 za
koju je 1 —z2 =1 > 0, pa odgovarajué¢u familiju krivih odredujemo iz

Uvodenjem smene x = sint jednostavno se resava

sint sint x

dx dt
= =tant = — = =
/(1x2)</71x2 /coth cost \/1—sin2t V1— 22

i dobija se

y:\/l—m2<c+%) =z4+c\/1—22.

1—=x
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1z datog uslova sledi y(0) = ¢ = 1, pa je trazeno Cauchyevo resenje
y=x++1—22.
Naéi opsta resenja DJ:

2

(1°) (y——x?’)d:n—ydy:(),
x
(2°) yxdsiny = xy — 2y .

Resenje. (1°) Datu DJ dovodimo na oblik Bernoullieve (2.4.1),

, 1 x>
Yy ——y=-—-——
T Y
sa 7 = —1. Zato uvodimo smenu y = zF, gde je k = 1/(1 —7) = 1/2i z = 2(x)

nova nepoznata funkcija. Iz smene y = /z je y' = (1/2y/2)z’, pa se Bernoullieva DJ

transformise u

1 3

2vz

x

)

1
2 ——z=-
x

B

tj. u linearnu DJ

2 — 2 =223
T

Opste resenje ove DJ jednostavno nalazimo na ranije opisani nacin i dobijamo

Z:CLE2—$4

Posto je y = 1/z, to je z = 32, pa je opéte resenje polazne Bernoullieve DJ
2 2 4

Yy =cx® —x

(2°) Datu DJ transformiSemo na oblik Bernoullieve:

y/:dl: 2y
dr x—a3siny’
o = dz x — x3siny
dy 2
1 .
oL _sny 3 ’
2y 2y

gde je nepoznata funkcija x = z(y) i r = 3. Zato je k = 1/(1 —r) = —1/2, pa je smena
x=2F=1//ziz' =—2'/22\/z. Bernoullieva DJ postaje linearna

1 siny
z
Y Y
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po nepoznatoj funkciji 2 = z(y) i jednostavno se resava. Za opste resenje se dobija
1
z=—(c—cosy),
Y

§to smenom z = 1/22 daje opste resenje Bernoullieve DJ
_ 2
y=z"(c—cosy) .

Nadi opsta resenja DJ:

(1°) z(l—2?)y + (22 = 1)y —2°y* =0,
(2°) (z+1)(*+y)+y=0.

Resenge. (1°) Data DJ je Bernoullieva

2 2
, 2z° — 1 T 3

v +13(17902)?4: 1_a2?

Smenom y = 1/4/z svodi se na linearnu

, 223;2—1 222
z = z=—
z(1 — 22) 1—a?

po nepoznatoj funkciji z = z(z). Opste reSenje linearne DJ je

c 2 3

22(1 — 22) 5 1—ga2’

z =
a opste reSenje Bernoullieve je

y2(22% +¢) =522 (2% - 1) .

(2°) Datu DJ dovodimo na oblik Bernoullieve

Opste resenje linearne odredujemo sli¢no kao u Primeru 2.3.2 i dobijamo

z=(x+1)Inc(zx+1).
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Zbog z = 1/y, opste resenje Bernoullieve je
. 1
v= (x+Dlnc(z+1)
Na¢i opste resenje DJ
y'(1 — sinx cos ) + y2 cosz —y+sinz =0

ako je poznato njeno partikularno resenje y; = cos .

Resenge. Data DJ je Riccatieva (2.5.1),

, cosT 2 1 sinz
y =

- - y© + - y— - .
1 —sinxcosx 1 —sinxcosx 1 —sinxcosx

Zato uvodimo smenu

1 1
Yy=y1+— =cosx+ —
z z
i dobijamo linearnu DJ (2.5.2),

, 1—2cos?x cosx
z + " z = -
1 —sinxcosx 1 —sinxcosx

po nepoznatoj funkciji z = z(x). Opste reSenje ove DJ se odreduje prema (2.3.5), pri cemu
se za reSavanje odgovarajuc¢ih neodredenih integrala koriste trigonometrijske formule

sin2a = 2sinacosa , cos2a = cos’a —sin®a .
Tako je:
1—2cos?x sin? z — cos? x cos 2z d(sin 2z)
—dx = ——dz = -2 - = -
1 —sinxcoszx 1 —sinxcosz 2 —sin2x sin 2z — 2
=In|sin2z — 2|,

cos z(sin 2z — 2) 2sinz cos? x — 2cosx 2cosz(sinzcosz — 1)

1 —sinxcosx 1 —sinxcosx 1 —sinxcosx

= —2sinz ,

pa je opSte reSenje linearne DJ

__c+2sinz
2 —sin2z
i opsSte reSenje Riccatieve
2 —sin 2z

=cosx + — .
Y c+ 2sinx
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Naéi opsta resenja DJ:

(1°) :Iz(y2—|—1) d:c+y(x2+2y2)dy:0 ,
(2°) (sinzy + xy cos xy) dx + x* cosay dy = 0 .

Resenje. (1°) Uvodimo oznake

M(z,y) =z(y* +1), N(z,y) = y(z? +2¢°)
i proveravamo
oM _ ON
8y Oz
Prema uvedenim oznakama, data DJ je oblika (2.6.1) i zadovoljava uslov (2.6.2), pa se
radi o DJ u totalnom diferencijalu. Zato postoji funkcija u(z,y) takva da je

du = M(z,y)dr + N(z,y)dy =0

ou ou
— =M(z,y)=z(y*+1), — =N(z,y)=y(z®+2y%).
ox oy

Integracijom sledi

ou 1 1
U(w,y)Z/%dmZ/w(f%-l)dx:2x2y2+2x2+w(y)7

a diferenciranjem po y i izjednacavanjem sa N,

ou
Eoie 2y +¢'(y) = y(2® +2y%) .

Iz poslednje jednakosti je ¢’(y) = 2y i integracijom

1
ﬂw=§¢+q,

pa je funkcija u(x,y) data sa

_ Ll oo 1 5 14
u(m,y)_Q:cy +2m +2y +e1 .
S druge strane, iz du = 0 sledi u(z,y) = c2, pa je

1 90,1 5 14 _
223.7! +2m +2y +c1=c2.

Kako su integracione konstante c1, ¢z proizvoljne, proizvoljna je i konstanta ¢ = 2(ca —cy).
Konacno, opste resenje je
2 2. 2 4 _
-+ zy"+y =c.
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(2°) Ako je
M(z,y) =sinay + zycoszy , N(zx,y) =xz?coszy,
za svako x,y vazi

oM _ N
oy Oz

= 2xcosxy — m2y sinzy ,
pa je data DJ u totalnom diferencijalu. Njeno opste resenje nalazimo prema formuli

(2.6.4). Tacka (zo,yo) moze da bude bilo koja, npr. (zo,y0) = (0,0). Tada (2.6.4)
postaje

x
/ (sinty + ty costy) dt = ¢,
0

x x
/ sinty dt + / tycostydt = c .
0 0

Drugi od integrala se resava parcijalnom integracijom. Dobija se

tj.

x

+tsinty
0

xT x
=c
0

1
—— costy
)

1
+— costy
oYy

i opste resenje

Na¢i opste resenje DJ

rsinzy =c .

, 2xy+1
y="—""—"5
y—x

a zatim nadéi ono partikularno resenje koje dodiruje pravu y = 1.

Resenge. Datu DJ zapisujemo na nacin
(zy 4+ 1)de + (2?2 —y)dy =0

i lako proveravamo da je to DJ u totalnom diferencijalu. Primenjujuéi bilo koji od postu-
paka izlozenih u Zadatku 13 (ili Primeru 2.6.1), nalazimo opste resenje

2x2y+2:c7y2 =c.
Neka je (zo,y0) zajednicka tacka krivih y = f(z) i y = g(z). Tada je yo = f(zo) i

yo = g(xo), pa vazi f(zo) = g(xo). Zato se apscisa xo zajednicke tacke (zo,yo) odreduje
iz jednakosti
f(z) =g(z) .

Zajednicka tacka je tacka dodira ako vazi f'(z9) = g'(z0), pa je za odredivanje apscise
tacke dodira ukljucena jos jedna jednakost

fl(z)=4g'(z) .
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Medutim, reSavanje zadatka pomocu prethodnih jednakosti se komplikuje, zbog Cega pri-
menjujemo jednostavniji postupak.
Iz nadenog opsteg resenja je y = z2 £+ vx% 4 2z — c. Oznacavajudi

y=f)=1, y=gl@)=a?+\/a*+2c—c,
jednakost f(z) = g(z) postaje 1 = 2 £ /2% + 2z — ¢ i kvadriranjem
20 4+2r—1—c=0.

Prema prethodnom, reSenja ove kvadratne jednacine su apscise zajednickih tacaka prave
y = 1 1 krivih iz familije definisane op$tim reSenjem. Da bi zajednicka tacka bila tacka
dodira, kvadratna jednacina mora da ima dvostruko reSenje, a to znaci da je diskriminanta
jednaka 0, tj.

1248c=0.

Iz dobijenog uslova je ¢ = —3/2, pa je trazeno partikularno resenje
3
2w2y+2x7y2 = 5

tj.
4’y + 4z —2y2 +3=0.

Odrediti funkciju f = f(t) tako da DJ
flx+y) [(1 +32% + %) do + (1+2° + 3y°) dy] =0

bude u totalnom diferencijalu. Zatim naéi njeno opste resenje.

Resenje. Neka je

M(z,y) = flx+y) (1+32° +y%), N(z,y) = fz+y) (1+ 2% +3y°%) .

Tada je
oM
En =f(x+y) (1+32°+y) +2y f(x+y),
ON
B :f/(a;er)(1+a:2+3y2)+2xf(m+y).

Da bi data DJ bila u totalnom diferencijalu, mora da vazi uslov (2.6.2),
ety (1+322 + ) + 2y fa+y) = f@+y) (L+2” +3y%) + 22 f(a +y) -
Sredivanjem poslednje jednakosti i uvodenjem smene ¢t = x + y, dobija se:

(x+y)f'(z+y)— flz+y) =0,
tf'(t) - f(t) =0,
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tj.
df  dt

oot

sto je DJ sa razdvojenim promenljivama po nepoznatoj funkciji f = f(t), Cije je opSte
reSenje trazena funkcija
F=ft)=ct.

Za ovako odredenu funkciju f data DJ postaje DJ u totalnom diferencijalu
(z+y) (1432 +y°)de + (@ +y)(1+2° +3y*) dy = 0
i reSava se na uobiCajen nacin. Opste reSenje je
22 + dxy + 3zt + 4x3y + 21:2y2 + 4xy3 + 2y2 + 3y4 =c

ili, posle sredivanja,
(x+y)2 (322 +3y% — 22y +2) =c .

Funkcija f(t) koju smo odredivali u ovom zadatku je, tzv., integracioni faktor.

Na¢i opste i singularno resenje DJ
v —Iny —y+2=0.
Resenje. Odmah primeéujemo da je y’ > 0 jer Iny’ nije definisan za 3y’ < 0. Zapisujudi

datu DJ na nacin
y=xz+y —Iny’,

vidimo da je ona oblika (2.7.1), pa se reSava smenom ¢t =y’ > 0, posle koje postaje

y=flz,t) =z +t—Int.

Kako je
0 1
of _, of _, 1
ox ot t
uslov pod kojim se odreduje opste resenje je
of
t——=t—1+#0.
ox 7

Pod prethodnim uslovom, (2.7.4) je DJ sa razdvojenim promenljivama

1 1
dx Ty t—1 1

dat T t—1  tt—1) t’

tj.
dt
de = — |
t
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sa opStim reSenjem
r=Int+c.

Zamenom nadenog = = z(¢,¢) uy = f(x,t) sledi
y=Int+c+t—Int=t+c,
pa je opste reSenje polazne DJ u parametarskom obliku
z=Int+c, y=t+c,
gde je ¢ proizvoljna konstanta. Eliminacijom parametra ¢ dobija se eksplicitni oblik opsteg

reSenja
y=e""“+c.

Iz uslova t —1 =0 je t = 1, §to zamenom u y = f(z,t) daje singularno reSenje polazne
DJ
y=x+1.

Odrediti konstante a,b € R tako da DJ

5y+y'"” = z(az + by')

bude: (1°) Lagrangeova, (2°) Clairautova. U oba slu¢aja naéi opste i sin-
gularno resenje.

Resenje. Datu DJ zapisujemo u obliku (2.7.1),

_a o b, 1
y=_at ooy oy

(1°) Da bi prethodna DJ imala oblik (2.7.7) Lagrangeove DJ, mora da je a = 0, b # 5.
Radi jednostavnosti resavanja, za b biramo konkretnu vrednost, npr. b = 10. Dobija se

1
y=2Py)+ QW) =2uy — —y"”

i, posle smene t = v/,

y=xP(t)+ Q(t) = 2tz — étQ .

Kako je P(t) = 2t, Q(t) = —t2/5, to je P'(t) = 2, Q'(t) = —2t/5it— P(t) = —t. Za
t # 0, (2.7.8) postaje
2
2 — -t
5

dr 25z —1

dt  t—2t 5 ¢

Poslednja DJ je linearna

:17'—1—7‘%—2
5



114 DIFERENCIJALNE JEDNACINE
po nepoznatoj funkeciji z = x(¢) i ima opSte resenje

c+2t3
15¢2

Zamenom nadenog z = z(t,c) uy = xP(t) + Q(¢) sledi

_ 2c+13
Y= s

I

pa je opSte resenje Lagrangeove DJ dato parametarski sa

c+ 2t3 _ 2¢ + t3
15¢2 T 15t

)

gde je ¢ proizvoljna konstanta.

Za t = 0 se dobija singularno resenje
y=aP(0)+Q(0)=0.

(2°) Da bi data DJ imala oblik (2.7.9) Clairautove DJ, mora da je a = 0, b = 5. Posle
smene t = y’ dobija se

1
y:a:tJrQ(t):aztfgﬁ.

Kako je Q(t) = —t2/5 1 Q'(t) = —2t/5, jednakost (2.7.11) postaje

2
<m—7t)dt:O.
5

Iz dt = 0 sledi ¢ = ¢, §to zamenom u y = zt + Q(t) daje opste resenje

gde je c proizvoljna konstanta.

Iz x—2t/5 = 0 je x = 2t/5, §to zamenom u y = xt+Q(t) daje y = t2/5, pa je singularno
reSenje dato parametarski sa

2t 1t2
r= — 5 = = .
50 Y75

Ovo resenje se jednostavno iskazuje u eksplicitnom obliku

1 1/5 \2 5
y:ft2:f<fx) =22
5 5\2 4

Naéi opsta i singularna resenja DJ:

(1°) 2zy —y =1Iny", (2°) wy —y=Iny".
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Uputstvo. (1°) Data DJ je Lagrangeova
y=2zy —Iny’

sa y' > 0. ReSava se standardno, smenom t = y’ > 0, kao u Primeru 2.7.2 ili Zadat-
ku 17(1°). Posto je t # 0, za opste resenje se dobija

_c+t _20+2t—tlnt
o2 a t '

Iz istog razloga t # 0, singularno resenje ne postoji.
(2°) Data DJ je Clairautova
y=uxzy +Iny

sa y' > 0. ReSava se analogno Primeru 2.7.3 ili Zadatku 17(2°) i dobija se: za dt = 0
opste resenje
y=cr—Inc,

za © — 1/t = 0 singularno resenje
! 1—1Int
z=-, =1—Int,
P Yy

tj.
1
y=1l—-In—=14+Inz.
T

Naci opsta resenja DJ:

(19 2% -y’ =0, (2°) Y42y’ =0

Resenje. Date DJ su II reda. ReSavamo ih dovodenjem na DJ I reda (videti deo
1.2. Snizavanje reda diferencijalne jednacine).

(1°) DJ je oblika (1.2.1) sa

<I>(a:, y/’ y//) _ ny// _ y/2

jer ne sadrzi funkciju y. Zato se uvodi smena

z(z) = y'(2)

i dobija se:

dz dx

22 22

sto je DJ sa razdvojenim promenljivama (I reda) po nepoznatoj funkciji z = z(z), ¢ije je

opste reSenje
T

z= .
1+ cix
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Iz uvedene smene je y = f z(z) dz, pa je trazeno opste resenje

T clzr—i—l—l 1( dx )
y= [ :E:— dJ}* D —
1—|—claz 1—|—01:r: c1 14+cix
1

1 1
(m——ln|1+clm|+c) =—z—-shl[l+azr|/+e,
a1 c a1 ct

gde su ¢ i ca = ¢/c1 proizvoljne konstante.
(2°) DJ je oblika (1.2.2) sa

®(y,y,y") =y +2uy"
jer ne sadrzi nezavisno promenljivu z. Zato se uvodi smena
2(y) =y
i dobija se: vy = z'y’ = 2z,
2+ 2922 =0, g = —2ydy,

sto je DJ sa razdvojenim promenljivama (I reda) po nepoznatoj funkciji z = z(y), ¢ije je
opste reSenje

. 1
y2+er
Iz uvedene smene je:
1
/ 2
y = s y“ +c1)dy =dz
o (e

i integracijom
y3+301y—3x+02 =0,

Sto je trazeno opste reSenje sa proizvoljnim konstantama ci, c2.

U zavisnosti od parametra a € R naéi opSte reSenje LDJ

y' =2y +ay=0.

Resenje. Data LDJ je homogena II reda sa konstantnim koeficijentima oblika (3.2.1).
Njena karakteristicna jednacina je

A —224+a=0

i ima reSenja
AM=1++V1l—a, X=1—+1-a.

Neka jea < 1. Tadajel—a > 0,paje A2 =1£+/1—a¢€ R i A1 # A2. Ovo je slucaj
(3.2.3), za koji je opste resenje dato sa (3.2.5) i konkretno

y = cleklm +026>\2m _ cle(l-i-\/l—a)a: _‘_CQe(l—\/l—a)z )
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Neka je a > 1. Tada je 1 —a < 0, paje A\12 = 1+iva—1 e CiA # X2 Ovoje
slucaj (3.2.6) sa a« =1, 8 = va — 1, za koji je opste reSenje dato sa (3.2.8), tj.

y=e*(c1cosfBr+ casinfzr) = e®(cicosvVa—1x+casinva—12z) .

Zaa=1ljel—a=0iMz2=X=1¢€R, sto je slucaj (3.2.9) sa opstim resenjem
(3.2.12),

y = 1™ + coze™® = (a1 + CQJJ)GAI = (c1 + cax)e” .

U sva tri slucaja su c1, ca proizvoljne konstante.

Metodom varijacije konstanata naéi opsta resenja LDJ:

10 12 3/2: ,
(1°) ¥ +3y +2y e

(3°) Y'+2 +y=3Vr+1e".

Resengje. Date LDJ su nehomogene II reda sa konstantnim koeficijentima oblika (3.3.1).

(1°) Odgovarajué¢a homogena LDJ je
y'+3y +2y=0

i ima karakteristicnu jednacinu

A 4+33+2=0

sareSenjima A1 = —2, Ag = —1. Zato su linearno nezavisna partikularna reSenja homogene
LDJ

2x T

yi(z)=e =", ya(z)=e ",
a opste resenje je

y= c1e 2% 4 coe™®

Pretpostavimo da c1, c2 nisu konstante, ve¢ funkcije od x i primenimo Teoremu 3.1.7,
u kojoj je izlozen metod varijacije konstanata. U tom cilju formiramo sistem (3.1.12)—
(3.1.13),

c'le_% +che™ =0,
1
er +1

2z x

;) —
— Cq€ =

—20/16_

Sabiranjem jednacina sistema odredujemo

6235

e? +1

¢ (@) = —

i zamenom u prvu jednacinu sistema

6(1}

et +1 -

ch(x) =
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Funkcije ¢1(z), c2(z) nalazimo integracijom, pri ¢emu se u oba sluéaja integrali resavaju
smenom t = e¥:

e e” = t
ci(z) = — e$+1d$:_ ex+1d(e):— mdt:—t+1n\t+1|+k1

= —e® —l—ln(l—l—ez) + k1,

e’ 1 dt
c2(@) /ez+1 v /ez+1 (e?) /t+1 nlt+ 1+ k2

=1In(1+e*) + ks .

Opste resenje (3.1.10) date nehomogene LDJ je

y = c1(z)y1 + ca(2)y2
= [—em + ln(l + em) + kl]e_% + [ln(l + eI) + kg]e_m
=c1e %" 4 c9e” T + e_Qm(l + ez) ln(l + ex) ,

gde su ¢1 = k1 1 cg = ko — 1 proizvoljne integracione konstante.
(2°) Na isti nac¢in kao pod (1°) nalazimo:
2 x2 z2 -2

/ —x
Co(T) = e .
) 2( ) JI3

@ =1, p@=c; al=—3

Funkciju c¢1(z) jednostavno odredujemo pomoéu

2 —z? dx dx 1
cl(x):/ e dx:2/m3 ?:fm—zfln\xﬁrcl.

Da bismo odredili funkciju cz(x), uvedimo oznake

—X —X
11:/6 dz Ig:/63dx
X X

i primetimo da za bilo koji neodredeni integral I vazi I — I = ¢, gde je ¢ proizvoljna
konstanta. Dvostrukom primenom parcijalne integracije dobijamo

112/e a‘lm:—/d(e_m):—e_m—/‘e2 dx
x x x x

1 1 1 1 - 1-—
——e 4+ | Sdle®)=—=e "+ —e 42 C = e e o0, ,
z x? x z? x3 x?

2_2 —x —x
cz(x)—/xxg e_’”clac—/egcdag—Q/iU3
z

1-— 1-—
211—2[2:< 67964—2[2) — 2[5 = :L‘
A

pa je

dzx

e T 4eo.
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Sa c1, cg su oznacene proizvoljne integracione konstante, koje ne treba mesati sa funkci-
jama c1(x), c2(z). Trazeno opste resenje je

1
y=ci1(x)y1 + c2(x)y2 = c1 + cae” — P In|z| .

(3°) Ponavljajuéi postupak iz (1°) redom nalazimo:

yi(z)=e®, yalzx)=2e; c(z)=-3zvVx+1, ch(z)=3vVr+1

ci(z) = —;(3$—2)(£€+1)\/$+1+01 , cz)=2(x+DVax+1+ca,

pri Gemu se za resavanje odgovarajuéih integrala koristi smena x + 1 = t2. Opste resenje
je

4
Y= (c1 +czw+g(ac+1)2\/x+1>e_m .

Nacdi opsta resenja LDJ:
(1°) y" — 2y — 3y = 257" (29) Yy +y=4e”cosx .

ReSenje. Date LDJ su nehomogene II reda sa konstantnim koeficijentima. S obzirom
na oblik funkcija koje ove LDJ ¢ine nehomogenima, zadatak reSavamo primenom Teo-
reme 3.1.6.

(1°) Odgovarajué¢a homogena LDJ je
y' =2y =3y =0
i ima karakteristi¢nu jednaginu A2 — 2\ — 3 = 0 sa reSenjima A\; = —1, A2 = 3. Zato je

njeno opste resenje
yn = cre” % + ced® .

Funkcija koja daje nehomogenost jednacini je
h(z) = 252%e*® |

sto je oblik (3.3.2) sa
Po(z) = Py(z) =252, a=4.

Kako je oo # A1,2, partikularno resenje yp, nehomogene LDJ ima oblik (3.3.3) sa
Rn(z) = Ra(x) = Az? + Bz + C

tj.
yp = e“*Ra(z) = e4m(Ax2 + Bx + C) ,
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gde su A, B, C privremeno neodredene konstante. Konstante A, B, C' odredujemo za-
menom yp,

y, = e*[4A2? + 2(A + 2B)z + B +4C] ,
y;/ — edr [1614%2 +16(A+ B)x +2A+ 8B+ 160]

u polaznu LDJ. Dobijamo:

e [5Ax? + (12A 4+ 5B)x + 2A 4+ 6B + 5C| = 25z2¢%® |
(5A — 25)x2 4+ (12A +5B)z +2A + 6B +5C =0

5A—25=0, 12A+5B=0, 244+6B+5C=0,

odakle je:

Partikularno resenje je
62
yp = e (5952 — 12z + €> ,

pa je trazeno opSte reSenje nehomogene LDJ
—x 3z 2 62 4x
Yy=Ynt+yp=cire * +coe’" + | 5z —12x+€ et |

gde su ¢, cg proizvoljne konstante.
(2°) Odgovarajuéa homogena LDJ je y"/ +y = 0, karakteristi¢na jednagina je A2 +1 = 0,
reSenja karakteristicne jednacine su A1 = ¢, A2 = —7 i opSte reSenje homogene LDJ je
Yyp =c1cosx +casinx .
Funkcija koja daje nehomogenost jednacini je oblika (3.3.7), tj.

h(z) = 4e® cosz = e**[Py(z) cos Bz + Qo(x) sin Bz] ,

gde je ocigledno:
Py(z)=4, Qo(z)=0, a=1, B=1.

Kako je o« £ 48 = 1 £ 4 # 1,2, partikularno reSenje ima oblik (3.3.8), tj.
yp = e“*[Ro(z) cos Bz + So(x) sin Bz] = e®(Acosz + Bsinz) .
Zamenom Yyp,
yp, = €"[(A+ B)cosz + (—A+ B)sinz] , y, =e”(2Bcosz — 2Asinx)

u datu LDJ sledi
(2B+ A)cosz 4+ (—2A+ B)sinxz = 4cosx
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4 8

pa partikularno resenje glasi
4 .
yp=rce (cosz + 2sinx) .
Trazeno opste resenje je

4
Yy=yn+yp=cicosz+cosinz + g(costrZsinx)ex .

Naci opsta resenja LDJ:
(10) y//_2y/+y:xel'+5,
(2°) y" — 4y’ + 8y = €** +sin2zx .

Resenge. Date LDJ su nehomogene II reda sa konstantnim koeficijentima. ReSavamo
ih primenom Teoreme 3.1.8 i Teoreme 3.1.6.

(1°) Karakteristi¢cna jednacina odgovaraju¢e homogene LDJ ima resenja A1 = A2 = 1,
pa je opste resenje
yn = (c1 + cax)e® .

Funkcija h(z) je oblika (3.3.10),
h(xz) = ze® + 5 = h1(x) + ha(z) ,

gde je oznaceno
hi(z) =ze®, ho(z)=5.

Zato je partikularno reSenje oblika (3.3.11),
Yp = Yp1 + Yp2 ,
gde su yp1 i yp2 redom partikularna reSenja LDJ:
v =2 ty=h(2), ¥ -2 +y=ha(z).

Funkcija hi(z) = ze® je oblika (3.3.2) sa Pi(z) = z, o = 1. Kako je @ = A12, partikularno
resenje yp1 ima oblik (3.3.6), tj.

yp1 = %€ Ry (z) = 2%e®(Az + B) .

Funkcija ha(xz) = 5 je istog oblika (3.3.2) sa Po(xz) = 5, a = 0. Ovde je v # A1,2, pa
partikularno reSenje ypo ima oblik (3.3.3),

Yp2 = e Ro(x) =C' .
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Zato je
Yp = Ypl + Yp2 = erI(Aa: +B)+C = Az3e® + Bxe® + C .

Nalazenjem y;,, y;' i zamenom u zadatu LDJ, odredujemo:

i dobijamo partikularno resenje

a zatim i trazeno opste reSenje
T 1 3 x 1 3 T
Y =yn+yp=(c1+caz)e +oee’ +5=(ctemt ca’)e” +5.

(2°) Ovde je \;1 =24+2i, Ao =2—2i i
yn = €2 (cq cos 2z + ¢z sin 2x) .
Takode je h(x) = h1(z) + ha(z), gde je
hi(z) = e®® |,  ha(x) =sin2z .
S obzirom na a = 2 # Ay 2 u funkciji hi(z), partikularno resenje yp1 je
Ypl = Ae?® |
Funkcija ha(z) je oblika (3.3.7) sa a =0, 8 = 2, pa je a £ 18 # A1,2. Partikularno redenje

Yp2 Je
yp2 = Bcos2zx 4+ C'sin2z .

Zato je
Yp = Ypl + Yp2 = Ae?* + Bcos2x + Csin2z .

Zamenom yp, Yy, Yy, U polaznu LDJ sledi:
A=
Dakle, partikularno resenje je

1 5, 1 1 .
Yp = — € +—c052x+%sm2x,

4 10
a opste resenje je

2 cos 2x + sin 2x

1
y:yh+yp:<61C052$+Cgsin2x+1>621+ —
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Na¢i opsta resenja LDJ:

(1°) Y — 4y 45y = e*Tsin® x|
(2°) y" + 4y’ + 4y = sinh 2z .
Uputstvo. Upotrebom formula
_ 20 _ 2«
sin? a = ﬂ , sinh2a = £ - R
2 2

funkcije koje date LDJ ¢ine nehomogenima dobijaju oblik (3.3.10), pa je dalje resavanje
ovog zadatka analogno resavanju Zadatka 23. Zato dajemo samo krajnje rezultate.

(1°) Zadata LDJ se transformise u

1 1
y — 4y’ + 5y = 562”9 — 562960052:0

i ima: partikularno resenje

1 2z 1 2x
= —-e“" 4+ —e“Fcos2zx,
Yr =35 6

opste reSenje
. 1 1\ o
Y= clcosm+0251nm+gcos2x+§ e .
(2°) Zadata LDJ se transformise u

1 1
y//+4y/+4y: 562m _ 56—2m

i ima: partikularno resenje

opste reSenje

L 2\ -2 L o
= + N — T4 —e“T.
Y <01 cox T )e 3 e

Napomena. Citalac je dosad veé mogao da uo¢i neophodnost poznavanja razliGitih
trigonometrijskih formula. Neke od njih smo naveli u okviru Zadatka 3, Zadatka 12 i ovog
zadatka, ali samo one koje su neposredno vezane za reSavanje pomenutih zadataka. Sto
se ostalih tice, savetujemo Citaoca da ih sam pronade i obnovi.

Odrediti konstante a, a, 8 € R tako da LDJ
y" — 2y + by = 4ae” cos 2x — 17sin 2z

ima partikularno resenje za koje je y(0) = «, y'(0) = 3 i koje ostaje ograni-
¢eno kad x — +o0.
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ReSenje. Data LDJ je nehomogena II reda sa konstantnim koeficijentima, u kojoj je
funkcija h(z) oblika (3.3.10), pa se reSava na uobic¢ajen naéin, npr. kao u Zadatku 23. Za
opste reSenje se dobija

y = [c1 cos 2z + (co + ax) sin 2x]e® — 4 cos 2z — sin 2z .
Nalazenjem izvoda y’, iz zadatih pocetnih uslova y(0) = «, y’(0) = 8 sledi:

B—a—2

cir=a+4, c2=
1 2 5

i Cauchyevo resenje
B—a—2\ . z .
y= |(a+4)cos2z + ax+# sin 2z | e” — 4 cos 2z — sin 2z .

S obzirom na lim e® = 400, ovo reSenje ostaje ograni¢eno kad x — +oo ako je

T—+00
a+4=0, a:c—l—%zo,
odakle je
a=-4, a=0, pB=-2
Na¢i opsta resenja LDJ:
(1°) (em—f-l)y”—Qy/—ery:O, y1 =€ —1;
(2°) y' —2(1+tan’2)y =0, y; =tanz,

ako su poznata njihova partikularna reSenja .

Regenje. Date LDJ su homogene II reda sa funkcionalnim koeficijentima oblika (3.4.1).
Zadatak resavamo primenom Teoreme 3.1.4 i Teoreme 3.1.3.

(1°) Drugo linearno nezavisno partikularno resenje y2 odredujemo smenom
Y=z = (" — 1)z,
gde je z = z(x) nova nepoznata funkcija. Iz uvedene smene je:
Y =e"z+ (e* = 1), Y =e"z+2e"2 + (e — 1),
§to zamenom u polaznu LDJ daje
(eQI — l)z” + 2(6270 + l)z’ =0.

Poslednja DJ je istog tipa kao i polazna, ali ne sadrzi funkciju z, ve¢ samo njene izvode,
pa je oblika (1.2.1). ReSavamo je analogno Zadatku 19(1°), smenom
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i dobijamo DJ sa razdvojenim promenljivama

d 2z 41
u: et + da

po nepoznatoj funkciji u = u(z). Integracijom sledi

eQx

(3~ 1)?

a zatim i

B B e 1 [d(e**—1) 1
z_/u(x)dx—/(8230_1)2@—2/(6296_1)2 __2(621_1) )

Pri prvoj integraciji smo koristili smenu ¢t = e”, a pri obe integracije smo za proizvoljne
konstante birali konkretne vrednosti (videti Napomenu 3.1.3). Drugo partikularno resenje
je

1 e -1 1

y2:y1z:_§ e2r — 1 :_Q(eﬂ”—i—l)

I

pa je opste resSenje
1

er+1°

y=ciy1 + coyz = c1(e® — 1) + c2

(2°) Primenjujuéi isti postupak i koristeéi iste oznake kao pod (1°), redom dobijamo:

du 2 1 1
— =——4dz, u= , 2= - -
U cosx sinx tan? x tan x
i
y2=—-1—xztanxz, y=citanz+ca(l+ztanz).

Pri obe integracije je koriS¢ena smena ¢t = tan z.
Metodom invarijanata naéi opsta resenja LDJ:

(1°) xy’ +2y +xy=0,
(2°) y' +2(2* =2)y +z(2® —da+2)y=0.

Resenje. Obe LDJ su homogene II reda sa funkcionalnim koeficijentima (3.4.1). Metod
invarijanata je zasnovan na smeni
y=uv,

gde se funkcija v = v(z) odreduje iz (3.4.10), a funkcija u = u(x) resavanjem DJ (3.4.14).
Pri tome je ovaj metod moguée primeniti samo ako je I(z) konstanta, gde je I(z) dato sa
(3.4.12).

(1°) Postujudi ranije uvedene oznake, ovde imamo f(z) = 2/z, g(z) = 1, pa je

@) =g /2~ f =1
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i(3.4.14) glasi
v +u=0.

Dobijena DJ je homogena LDJ II reda sa konstantnim koeficijentima i reSava se stan-
dardno. Njeno opste resenje je

U= c1COoST + co2sinx .

Funkciju v jednostavno nalazimo iz (3.4.10),

( 1/2 ) 1
v=-exp|—= —dx | =—.
2 x T

Zato je trazeno opste reSenje

c1cosT + cosinx
y=uw=———.
T

(2°) Ponavljajuéi postupak iz (1°) redom nalazimo:
3
I(x) =4, u=c1e*™ +ce ?®, v=exp (2:}5 - —)

i opste resenje

y = (01649” + 62)679&‘/3 .

Odrediti konstante a,b € R tako da LDJ
(1 + xz)y” +axy +by=0

moze da se resi metodom invarijanata. Zatim naci njeno opste resSenje.

Resengje. Prema (3.4.12) je

(2a —a? 4+ 4b)m2 — 2a + 4b

I(z) = 4(1+$2)2

S obzirom da je imenilac razlomka polinom ¢etvrtog, a brojilac polinom drugog stepena,
I(z) moze da bude konstanta jedino ako je brojilac razlomka 0 za svako z, tj. ako je
I(z) = 0. Brojilac je 0 za

20 —a?+4b=0, —2a+4b=0.
Smenjujuéi 4b = 2a iz druge u prvu jednacinu prethodnog sistema, sledi
a®—4a=0 s

pa postoje dve moguénosti:
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U slucaju a = 0, b = 0, data LDJ se svodi na
(1+z22)y" =0,
tj. na y”” = 0, pa se dvostrukom integracijom lako nalazi njeno opste resenje
y=cixr+cg.
U slucaju a = 4, b = 2, data LDJ se svodi na
(1+2%)y" +4zy +2y =0
i metodom invarijanata, sa I(z) = 0, se nalazi njeno opste resenje

. c1T + ¢
14 22

Metodom smene nezavisno promenljive na¢i opste resenje LDJ

(1+ x2)2y" +22(1+2%)y +y=0.

Resenje. Data LDJ je homogena II reda sa funkcionalnim koeficijentima. Metod smene
nezavisno promenljive se sastoji u nalazenju funkcija t = t(z) i v = u(t) tako da je
y(z) = u(t(x)). Funkcija t(z) se odreduje iz (3.4.18), a funkcija u(t) iz (3.4.17). Pri tome
ovaj metod moze da se primeni samo ako vazi (3.4.19).

Deobom date LDJ sa (1 + x2)2, a u skladu sa ranije uvedenim oznakama, imamo

2x 1

f(ﬂf):1+x2» g(w):m-

Iz (3.4.18) nalazimo

d
t—K/\/g(az)dm—K/H_a;z—arctana:,

gde je izabrano K = 1. Za ovako odredeno t = t(z) je

o 1 1 2z

= T 5 t - T 9>
1422 (1+ 22)?

pa vazi (3.4.19), tj.

Diferenciranjem y(z) = u(t(z)) nalazimo

1
—u
14 x2

" 2z / 1 1"y 2z / 1 7
y' = =

I

y/:u/tl: ,

— t
rra2 " Tyt a2 (rar”
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§to smenom u zadatu LDJ daje homogenu LDJ sa konstantnim koeficijentima (3.4.17), tj.
' +u=0,
po nepoznatoj funkciji u = u(t). Opste resenje poslednje DJ je
u = cjcost+ cosint
pa je trazeno opSte reSenje
y = c1 cos(arctan z) + ¢z sin(arctan x) .
Dobijeno resenje zapisujemo jednostavnije. Imajuéi u vidu trigonometrijske formule

1 i tan o
cosqg = ——— sina =

v/ 1+ tan? o v/ 1+ tan? o

iz o = arctan z sledi:

1 T
r =tana cosq = ———— sina = ——
’ N V14 x2
i
c1 + cox

y=crcosa+ casina =

Odrediti konstantu a € R tako da LDJ
22y —x(x— 1)y —y=0
ima partikularno resenje oblika y; = e**/x. Zatim naéi opste resenje LDJ
2y —z(x— 1)y —y=2a*(2*+ 2 —1)e" .
Uputstvo. Odmah uocavamo da je druga LDJ nehomogena, a prva LDJ njoj odgo-

varajuéa homogena.
Zamenom y1, ¥y, ¥ u homogenu LDJ redom dobijamo:

axr el‘
(l—a)e =0, a=1, yl:?'

Ponavljajuéi postupak iz Zadatka 26, nalazimo opste reSenje homogene LDJ

e{lf

+co—
T

y=ac

a metodom varijacije konstanata (videti Zadatak 21) i opste reSenje nehomogene

rz+1 z

+ c2

1
y=c1 6——1——(335—4):1726I .
T x 12
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Pri realizaciji metoda varijacije konstanata koristi se parcijalna integracija.

Metodom smene nezavisno promenljive na¢i opste resenje LDJ

9z iy +6xy —y=cosVx,

a zatim naéi ono partikularno resenje za koje je y(0) = 1, y(—x) = y(x).

Resenje. Ponavljajuéi postupak iz Zadatka 29 (ili Primera 3.4.3 i 3.5.3) odredujemo

t=t(x) = V>

i datu LDJ transformiSsemo u nehomogenu LDJ sa konstantnim koeficijentima
u” —u = cost

po nepoznatoj funkciji u = u(t). Opste resenje poslednje DJ je

t —t 1
u =cre +coe " — Ecost,

pa je opste reSenje polazne LDJ

y:cle%—i—@e_%— = cos Vx
Iz zadatih uslova sledi:

c1+ece——-=1 c1—c2=0; c—c—§

1 :-5=1 a 2=05 a=ea=-_.
Kako je

[e3 «
cosha = te R
2

trazeno partikularno reSenje je

3eVT e~V 1 3 3cosh ¥z — cos /x

y=—- ————— — —cos Vz = .

2 2 2 2
Na¢i opsta resenja LDJ:
(1°) 2%y — 3zy’ + 5y = 32*
(2°) (22 — 1)%y" —8(2x — 1)y = 24In(22 — 1) .

Resenge. (1°) Data LDJ je Eulerova (3.5.5) i reSava se smenom nezavisno promenljive

t=Inlz|,
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za koju je
t = l = _i
z’ x2
Kako je y(z) = u(t(x)), to je
y/:/l,l//t/:lul, y":u//t'2+u’t'/:—%u/—l—%u”,
x x x

pa se Eulerova DJ transformise u nehomogenu LDJ sa konstantnim koeficijentima
v’ — 4u + 5u = 3e!
po nepoznatoj funkciji u = u(t). Ovu LDJ reSavamo na poznati naé¢in i dobijamo opste

reSenje
u = (c1 cost + casint + 3)et .

Vrac¢anjem ¢ = In |z|, dobijamo i opste reSenje date Eulerove DJ
y = x2(cy cos(In|z|) + cz sin(In |z|) + 3) .

(2°) Odmah uocavamo da je 2z — 1 > 0 kao argument funkcije In(2z — 1). Deobom sa
2x — 1 data LDJ postaje

In(2z — 1)

2z — 1)%y" — 8y =24
(2z - 1)%y" -8y P

Uvodimo novu promenljivu £ sa £ = 2 — 1 > 0 i novu funkciju n = n(§), takvu da je
y(z) = n(&(x)). Tada je:

§=2, y=nd=20, ' =2"¢ =",
pa iz prethodne DJ dobijamo Eulerovu DJ

1
&n'" —2m = 6%5

po nepoznatoj funkciji 7 = n(§). Smenom ¢t = In & Eulerova DJ se transformise u LDJ
uw —u —2u = 6te?

po nepoznatoj funkciji u = u(t) za koju je n(€) = u(t(£)). Opste resenje poslednje LDJ je
—t 2t 1 —t
u=-cre "+ cge’ — gt(3t+2)e ,

pa je opste reSenje Eulerove DJ

11 3In&+ 2
p_ €Ly L MEGBIET)

3 3 3
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i polazne LDJ

c1 1 In(2x—1)(3In(2x — 1) + 2
y = +62(2w—1)2—7 ( )( ( ) )
2z — 1 3 20 — 1
Pri resavanju zadatka smo koristili dve smene nezavisno promenljive: £ = 2z — 1 i

t = In€. ResSavanje je moglo da se uprosti uvodenjem direktne smene
t=1In(2z —1) .

Promenljivu £ ovde nismo mogli da ignorisemo kao u Primeru 3.5.4 zbog &injenice &' # 1.

Naci opsta resenja LDJ:

(10) y///_3y//+3y/_y:0 ,
(2°) y©) — 64y =0 .

Resenje. Obe LDJ su homogene sa konstantnim koeficijentima oblika (4.2.1).

(1°) Data LDJ je treeg reda sa karakteristi¢cnom jednacinom
X —3X2430—-1=0,
koja se lako faktorizuje

MN8N 43— 1= D)+ (3N +30) = A - 1A+ 1 +1) =33\ - 1)
=A-DA-22+1)=1-1)3=0

i ima trostruko resenje A = A\12,3 = 1 € R. Ovom resenju odgovaraju linearno nezavisna
partikularna resenja oblika (4.2.5):

T Az

(@) =N =t (o) =ae = et (o) = 2% = ae”

e’ ,
pa je opste resenje
y = c1y1(z) + cay2(x) + cays(z) = (c1 + cox + cga?)e” ,

gde su c¢1, c2, c3 proizvoljne konstante.

(2°) Data LDJ je Sestog reda sa karakteristi¢nom jednacinom
X —64=0,
iz koje je A = v/64. Iz ranijih kurseva matematike je poznato da za kompleksan broj

z =r(cosp + isinp)
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vazi

2%k 2%k
Vi = w(cos“”Jr " 4 isin 2T 7r) (k=0,1,...,n—1),
n

n

gdejer = 2| >0, p = argz, ¥r>0. Zabrojz=64jer =64, p =01 {/r =2, pa su
reSenja karakteristicne jednacine

2k 2k
A1 = V64 = 2(COSTﬂ— +isin?ﬂ> (k=0,1,...,5)
i pojedinaéno:

M =2, d=1+iV3, X3=-1+iV3, M=-2, Xs=-1-iV3, Xg=1-iV3.

Resenja A1 = 21 Ay = —2 su prosta, pa njima odgovaraju partikularna resenja LDJ
oblika (4.2.3),

A1z 2z

=2 | yy(x) = eMT =72,

yi(z) =e

ResSenja A2 =a£if =1+ iv/3 su prosta konjugovano kompleksna sa o = 1, 8 = /3.
Njima odgovaraju partikularna resenja LDJ oblika (4.2.4),

ya(z) = e cos fr = e"cos V3 x, ys(z) = e sinfr = e"sinV3 x .
Isti je slucaj isa A\35 = —1 =% V3, gde je o = —1, B = /3, pa je
ys(z) =e “cosv3z, ys(z)=e “sinvV3uw.
Opste resenje je
y = 1€ + coe 2 4+ (C3 cos V3 z + casin V3 x)e” + (C5 cos V3 z + cg sin V3 w)e_w .

Metodom varijacije konstanata naci opste resenje LDJ

y/// _ 3y// + 4y/ — 2y = _e2r

Uputstvo. Data LDJ je nehomogena treéeg reda sa konstantnim koeficijentima oblika
(4.3.1).
Odgovarajué¢u homogenu LDJ smo resili u Primeru 4.2.1 i nasli smo opSte reSenje

y=-c1e” + coe® cosx + cze® sinzx .

Metod varijacije konstanata smo detaljno izlozili u Primeru 4.3.1, pa neemo da ga
ponavljamo. Rade¢i na potpuno isti na¢in nalazimo:
x

ci(z)=—e", ch(z)=e"cosxz, ch(z)=e"sinz

i integracijom:

ci(x) =—e"+c1 , CQ(m)—IQ—/ewcosxdx, 03(m)—13—/ezsinazdaz.
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IzraCunavamo integrale Is i I3. Na jedan od njih, npr. I2, primenjujemo parcijalnu
integraciju na dva nacina i dobijamo:

I, = /ez d(sinz) = e®sinz — /eI sinzdx = e®sinx — Iz,
I, = /COSI‘d(eI) =e%cosz + /em sinzdr = e* cosz + I3 .
Sabiranjem ovih jednakosti sledi
sinx + cosx

CQ(ZU):IQ_fegﬁ"rCQv

a oduzimanjem
sinxz — cosx

2

c3(z) =13 e¥ +c3

pa je opste resenje
y = (c1 + cacosx + c3sinx)e” — e

Integrale I2, I3 smo mogli da resimo i pojedina¢no, primenjujuéi na svaki od njih dva
puta parcijalnu integraciju.

Naci opsta resenja LDJ:
(10) y/// _ 6y// + 12y/ _ 8y _ 1 + 2621 ,
(2°) y" —3y" + 4y — 2y =e" +cosx .

Resengje. Obe LDJ su nehomogene treéeg reda sa konstantnim koeficijentima. ReSava-
mo ih primenom Teoreme 4.1.6. i Teoreme 4.1.4.

(1°) Odgovaraju¢a homogena LDJ ima karakteristicnu jedna¢inu
AN 62 +120-8=(1—-2)3=0
sa trostrukim reSenjem A\ = A1,2.3 = 2, pa je njeno opste reSenje
yn = (c1 + coz + cza?)e?™ |
Funkcija koja datu LDJ ¢ini nehomogenom je
h(z) =14 2e%® = hy(z) + ha(x) ,
pa je partikularno resenje y, dato sa
Yp = Yp1 + Yp2 ,

gde su yp1 i yp2 redom partikularna resenja LDJ

y/// _ Gy" + 12y/ —8y=1, y/// _ 6y” + 12y/ — 8y = 26235 .
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Funkcija hi(z) = 1 je oblika (4.3.2) sa
Po(z)=Po(z) =1, a=0.
Kako je o # A, partikularno resenje y,1 ima oblik (4.3.3), tj.
yp1 = e Ro(x) = A .
Funkcija he(x) = 2e2% je istog oblika (4.3.2) sa
P(x)=2, a=2.
Ovde je a = X, pa partikularno resenje yp2 ima oblik (4.3.5), tj.
Yp2 = 3 Ro(z) = Ba3e?® .

Zato je
Yp =Ypl +Yp2 = A+ Bz3e?® .

1"

» 1zamenom u polaznu LDJ dobija se:

Izracunavanjem y;, y;/, Y.
1

pa je partikularno resenje

i trazeno opste resenje

1 1
Y=Yn+yp= (Cl +02.7}+03:L‘2+§g;3)62$_§ .

(2°) U Primeru 4.2.1 je nadeno opste reSenje odgovarajuée homogene LDJ
yn = (c1 + cacosz + c3sinz)e” |

kao i reSenja njene karakteristicne jednacine A1 =1, Ao 3 =1=%1.
Funkcija h(z) je ovde

h(z) = e® + cosz = hi(x) + ha(x) .
U Primeru 4.3.2 smo reSavali LDJ
y/// _ 3y” +4y/ — 2y =hi(z) = €"

i nasli njeno partikularno resenje
yp1 = ze® .

Funkcija ha(z) = cosz je oblika (4.3.6) sa

Pp(x)=FPo(x) =1, Qn(x)=Qo(z)=0, a=0, [f=1.
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Kako je o £ i8 = £i # A1 2,3, partikularno resenje yp2 ima oblik (4.3.7), tj.

yp2 = e**[Ro(x) cos Bz + So(z) sin Bz] = Acosz + Bsinw .

"

b2 i zamenom u LDJ

Izrac¢unavanjem y]’ﬂ, y]'g'27 Y
y" —3y" + 4y’ — 2y = ha(x) = cosz

sledi:
-3A+B=0, A+3B=1; A=—, B=—,

pa je

1 R
= — COS T — SInx .
Yr2 = 10 10

Zato je partikularno resenje zadate LDJ

cosz + 3sinx

= = ze® ,
Yp = Yp1 + Yp2 + 10

a njeno opste resenje

cosx + 3sinx

y=yn+yp = (c1 +cacosx+c3sinx + x)e” + 10

Naci opsta resenja LDJ:

(1°) 22y — 2y =2zxlnz ,
(2°) (22 4+ 3)%y" +3(22 +3)y —6y =0.

Resenge. (1°) Mnozenjem date LDJ sa z dobijamo

" _ 2y’ =22 Inx

=3y
i vidimo da je to Eulerova DJ (4.5.2). Kako je x > 0 kao argument funkcije In z, uvodimo
smenu
t=Inzx,

pri éemu je t nezavisno promenljiva nove funkcije u = u(t) takve da je y(z) = u(t(x)).
Tada je:

t/:l t”:—i t’”:i
x ’ $2 ’ $3
i
y/:u/t/:lu/, y//:u//t/2—|—u/t“:%u“—%u/,
T T T
1o 3 2,

Y = w3 F 30t = - Sy S
3 3 z
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Zamenom vy, y', y", y’" u Eulerovu DJ, ona postaje nehomogena LDJ sa konstantnim
koeficijentima
W= 3y = 2t62t

po nepoznatoj funkciji v = u(t). Ovu LDJ reSsavamo na poznati nacin i dobijamo njeno
opste resenje

1
u=c + CQEt + C363t — 5 te?t ,

a time i opSte reSenje Eulerove DJ
3 1 5
Yy = c1 + ca2x + c3x —5:1:lnx.

(2°) Data LDJ je homogena treéeg reda sa funkcionalnim koeficijentima. Slicnu LDJ,
samo nehomogenu II reda, smo detaljno resavali u Zadatku 32(2°). Tada smo napomenuli
da, osim na opisani nac¢in, LDJ moze da se resi prostije, uvodenjem odgovarajuce direktne
smene. Kako se isti postupak primenjuje i u ovom slu¢aju, ne¢emo da ga ponavljamo, veé
¢emo zadatak da resimo direktnom smenom.

Nezavisno promenljivu z smenjujemo pomocéu

t=1In|2z+ 3|,
gde je t argument nove funkcije u = u(t) takve da je y(z) = u(t(x)). Tada je:

" 2 " 4 "o_ 16

Toxt3’ T (2132’ T 2z 1 3)3
i, prema izrazima za izvode datim pod (1°),
! — 2 u/ y// — 4 u// _ 4 u/
2¢+3 (2x + 3)2 2z +3)2 "’

8 24 16
" __ "1 _ 1" !/
S et3p Y @ Tarap

Y

Y

Zamenom y i nadenih izvoda u polaznu LDJ, dobija se homogena LDJ sa konstantnim
koeficijentima
8u — 24u” + 220’ — 6u =0

po nepoznatoj funkciji u = u(t). Opste resenje ove LDJ se nalazi na veé viSe puta izlozeni

nacin i glasi

t/2 3t/2

u:clet—|—026 + c3e

Vracanjem ¢ = In |2z + 3|, konacno sledi trazeno opste resenje

=c1(2z+3) + 2/ |22 + 3| + c3(2z + 3)\/ |22 + 3| .

U toku postupka koji smo izostavili dobija se Eulerova DJ (4.4.2), pa je data LDJ zato
ovde svrstana.

Nadi opste resenje LDJ

(1—2%)y" =22y +2y =0
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u obliku potencijalnog reda, a zatim nac¢i ono partikularno resenje za koje je
y(0) =2, y'(0) = —1.
Resenje. Resenje date LDJ trazimo u obliku reda

Yy = cra® .

o0
k=0
Postupajuéi analogno kao u Primeru 4.6.1, dobijamo

oo

D (ks +2)(k + Derta — (k+2)(k — Der)a* =0
k=0

(k+1epyz — (k—1)ex =0 (k=0,1,2,...),

odakle je
k—1
c = ——c k=0,1,2,...).
k2 = Gk ( )
Iz dobijene rekurentne veze je ca = —cg, ¢c3 = 0, c4 = —co/3, ¢5 = 0 i generalno
! 0 (k=1,2 )
Cop = — cp, ¢ = =1,2,...),
2k ok _1° 2k+1

pa reSenje postaje
2

o0 o0
1 x2k
y=co+cizr—+ E (*Zk_160>$2k20150+00(1* g 2k—1>’
k=1 k=1

Ispitivanjem konvergencije dobijenog reda (videti [5], str. 47-48) utvrdujemo da je
polupreénik konvergencije R = 1, pa postoji zbir

O 2k ° L2k—1 ° L2kt
ST D D
2k —1 2k —1 2k+1
k=1 k=1 k=0

za svako x iz oblasti konvergencije (—1,1). Kako je u oblasti konvergencije dozvoljena
1

1—1t2

oo
integracija ¢lan po ¢lan i kako je Z 12k = ([B], str. 50-51), to je dalje

k=0

S(z) Eoo "k gy w(; t%) dt Tl 1140

) =x =X = — = — I in .
o o o 1 —¢2 2 1—=x
k=0 k=0

Zato je trazeno opste resenje

1 1
y:clcc—l—co(l—S(a:)):clzz:—i—co(l—f:cln +$>
2 11—z
1 1+=x
= - = 1
co+cix 260ZB nl—x s
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gde su cg, c1 € R proizvoljne konstante.
Odredujudi
x 1 1+x

1—22 2 1—=x

/
Yy =c1—c¢o
iz zadatih poéetnih uslova y(0) = 2, y/(0) = —1 sledi:
co=2, c1=-1

i trazeno partikularno (Cauchyevo) resenje

y:2—:r—:rln1+m .
11—z
Na¢i opsta reSenja sistema DJ:
o dz dy dz o dz dy dz
(1°) 5——=—=—-—, (2°) = = ;
z Y z Y Y+ 2z T+ 2z r+y
dx dy dz

(57) w(z—y) yly—2) y*-az

d d
Regenje. (1°) DJ w_ = je DJ sa razdvojenim promenljivama
z Y
dy  dz
y oz

¢ijim je opstim reSenjem
22 =c
definisan jedan primarni integral datog sistema.
Zamenom z = £+/c1 — y? iz nadenog primarnog integrala u

sledi ) ) ) N
- -2 —2
2oy iy 1 —2y

——dy, =4 | —=—dy .
z fcr — y2 /c1 — y2
Poslednji integral se reSava smenom y = (/cy sint (ili y = /¢y cost), iz koje je

2

. Y 1-Y
sint = —— , cost=
Vel NS

Imajuéi u vidu trigonometrijske formule date u Zadatku 12, dobija se

a —2y° .2 2 .2

——dy=c1 (1—2sm t)dt:cl (Cos t — sin t)dt:cl cos 2t dt
\/61*y2

= %sinZt—&—cz =cysintcost +co = yy/c1 —y2 +ca ,
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pa je

x=dy\/c1 —y2+ca.

T — Yz = c2

Zato je x = yz + ca, tj.

drugi primarni integral.
Opste resenje sistema u implicitnom obliku (5.1.3) je

v+2i=ca, z-yr=cy.

(2°) Koristeéi osobinu produzene proporcije navedenu u Primeru 5.2.2, dati sistem
transformisemo u

dr+dy+dz dz—dzx dz—dy
A0zc+y+2 x—2  y—2z

tj.
d(m+y+z):d(z—x):d(z—y)
e+y+z) —(z-2) —(2-y)

Integracijom nalazimo

1
§1n|ac—|—y+z|:—ln|z—x\+cl ,

—Injlz—z|=—-In|z—y|+c2,

gde su c1, c2 proizvoljne integracione konstante. Sredivanjem prethodnih jednakosti do-
bijamo prve integrale i opste reSenje datog sistema

zZ—

z2-Yy

(z+y+2)(z—z)2=c,

=c2,

pri ¢emu su za transformisane proizvoljne konstante upotrebljene iste oznake.

(3°) Koristeéi pomenutu osobinu proporcije, iz datog sistema dobijamo

dr—dy = dz
zz—y2 y2—xz
tj.
d(z —y) = —dz
pa je jedan prvi integral sistema
r—y+z=ci.

Zamenom z — y = ¢1 — « u jednadinu sistema

dx _ dy
w(z—y) yly—=)

i sredivanjem sledi

dy  y? y

dm_x(cl—x)_cl—m’
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tj.
1 1 )

y' + y= v,
c1—x z(c1 — )

§to je Bernoullieva DJ po nepoznatoj funkciji y = y(x). Opste resenje ove DJ nalazimo
prema ranije izlozenom algoritmu (videti Primer 2.4.1, Zadatak 10, Zadatak 11) i dobijamo

c1—x

+Injz|=c.

Zato je dalje:
Z-Y

+Injz|=c, E—|—1n|:1:|:c—i—1
Y

i, za cg = et

ze?/V = ¢y ,

§to je drugi prvi integral.
Dakle, trazeno opste reSenje sistema je

T—y+z=c1, ze/V=cy.
Naci opste resenje PDJ
of of of
2z — - —z) = —2z)—=0.
(22 — 3y) o + 3z — 2) 3y + (y — 2x) oy 0

Resenje. Data PDJ je linearna homogena oblika (6.1.1) po nepoznatoj funkciji f =

f(z,y,2).
Odgovarajudi sistem karakteristika (6.1.2) je

dz dy  dz
2z—3y_3:c—z_y—2:c'

Prema osobini proporcije navedenoj u Primeru 5.2.2, iz prethodnog sistema je

rdx +ydy _ dz
(22 —3y) +y(Br —2)  y—2u

I

tj.
zdr +ydy = dz
2z —y)z y—2a’

pa je dalje:
rzdr+ydy = —zdz , %d(mQ +y2) = —%d(zQ)

i integracijom
2 2 2
r“+y +z"=c1,
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Sto je jedan prvi integral sistema. Prema istoj osobini proporcije, iz sistema karakteristika
je takode

dx +2dy _dz
22 —3y+203x—2) y—2z
tj.
dr+2dy  dz
—3(y—2z) y—2x’
odakle je

d(z +2y) = —3dz

i intergacijom
z+2y+3z=ca,

So je drugi prvi integral sistema.
Dobijeni prvi integrali sistema karakteristika su oblika (6.1.9) sa

pa je trazeno opste resenje oblika (6.1.11),
fla,y,2) = (p1,02) = (e + 92 + 2%, o + 2y +32)

gde je v proizvoljna diferencijabilna funkcija.

Naci opsta i odgovarajuca partikularna resenja PDJ:

(1)l 3?) 5y ) G =2 )
zy=f, a®—y’=f*;
@) el ) G+ P g = ()

r=y=f.

Resenje. Obe PDJ su kvazilinearne oblika (6.2.1) po nepoznatoj funkciji f = f(z,y),
sa sistemom karakteristika oblika (6.2.3).

(1°) Za datu PDJ sistem karakteristika je
dx dy df

a:(x2 + 3y2) - y(3w2 +y2) 2(:1:2 + y2)f '

Prema viSe puta pomenutoj osobini proporcije, ovaj sistem transformisemo redom u:

zxdx —ydy  ydr+azdy df

x4 —yt dry(x2 + y2?) 2(z2 +y2)f
rxdx —ydy ydr+zdy df

z2 — y2 4dzy 2f ’
d(z® —y?) _ d(zy) _ df

2 — 92 2y f

I
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d(z? — y? d
Iz M = —f integracijom sledi
72 — y2 f
In|z? — y?| = In|f| + ¢,
d d
a iz (zy) = —f sledi
2zy f

1
51n|xy\:ln\f|+c,

Sto sredivanjem daje prve integrale sistema karakteristika

I,
ic:l’ =

_ co .
x2 — 92 Ty

Nadeni prvi integrali su oblika (6.2.8) sa

2
wl(w7yaf):ﬁ.fﬁv Qoz(may?f):iiya

pa je trazeno opste resenje oblika (6.2.9),

(1, p2) 21/)(%, ﬁ) =0,

2 —y? xy

gde je v proizvoljna diferencijabilna funkcija. Ovo opsSte reSenje moze da se iskaze i u
obliku (6.2.10), npr. @2 = ¥ (e1), tj.

o)
Ty x2 —y2 )’
Oblik (6.2.10) je pogodniji za odredivanje partikularnih resenja.
Zamenom zadatih uslova zy = f, 2 — y2 = f2 u opéste resenje dobijamo

f? f 1
f f f
Zat = 1/f odavde sledi konkretan oblik funkcije ¥ (t) = 1/¢t. Zato je trazeno partikularno
resenje
2 22 g2
zy  f
tj.
zy(z® —y?) = %
Ovo je Cauchyevo resenje (videti Primer 6.1.1), s tim Sto je veza izmedu promenljivih
(zy)? = 22 — y? data implicitno.
Partikularno reSenje smo mogli da nademo i zamenom datih uslova u prve integrale
sistema karakteristika. Dobili bismo

1
1= —, 02:f7
f
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pa za to reSenje mora da vazi

1
@2(I7y7f) =~
»1 (JC, Y, f)
§to naravno dovodi do istog rezultata.
(2°) Iz sistema karakteristika
dx dy df

O R DR GOl
redom imamo:

ydr +xzdy df zdr + fdf dy

ey +92) @ 192)f 2@+ y@@+f2) ;

d d d
ydz +ady _ df vdz+ fdf =ydy ;

zy £
d(ﬂﬁy)_ﬁ 1 2 2y _ 1 2
m= S d(a® + £%) = S d(y?) .

Integracijom slede prvi integrali

l‘y_

f

Opste resenje oblika (6.2.10) je

2 2 2
c1, x°—y " +f"=ca.

%=w(m2—y2+f2)~

Zamenom uslova ¢ = y = f u opéte resenje dobijamo f = (f?), pa je ¥(t) = v/t i

Cauchyevo resenje glasi
T
7y:1/x2_y2+f27

f
tj.
22y? = (22 —y2 + f2)52 .

Naéi opsta i odgovarajuc¢a partikularna resenja PDJ:

o % g_ _ . 2 2.
(1°) ﬂcaxﬂ/ay fH+zy=0; r=y, f=-—-a°;
of

@) S DG NG =0 a=1. f=i.

Resenge. (1°) Ako datu PDJ zapiSsemo u obliku

of = of
m8m+yay—f Ty,
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vidimo da je ona kvazilinearna po nepoznatoj funkciji f = f(z,y).

Sistem karakteristika je
de _dy __df

x oy f-axy’

dr dy

Iz — = — sledi jedan prvi integral
z y
x
—=c1 .
y
dy a . o .
Zamenom x = c1y u — = 7 i sredivanjem, dobija se LDJ I reda
Y —xy

1
f/_;f:_clyy

Cije opste resenje odreduje drugi prvi integral

f+zy
=ca .
Yy
Opste resenje date PDJ u obliku (6.2.10) je
f+zy T
- d} - )
Yy Yy
tj.
T
f= —wy+yw(*) :
Yy
Zamenom zadatih uslova y = \/z, f = —z2, iz prethodnog resenja sledi

—2? = —oVT +Va w(%)

7.’,32 T/ T T/ T\ —/ T
w(ym) = D AEEE) s,

tj. ¥(t) = t?(1 — t). Trazeno Cauchyevo resenje je

f=—my+y(§>2<1—§) =—my+(y—m)§-

(2°) Uocavamo da je data PDJ oblika (6.2.1) sa Gj,4+1 = 0, pa se radi o kvazilinearnoj
PDJ po nepoznatoj funkciji f = f(z,y).
Sistem karakteristika (6.2.3) u ovom slucaju glasi

dx _ dy _ﬁ
fe+f)  —yly+f) 0
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Kako je iz sistema df = 0, odmah nalazimo jedan prvi integral
f=c .
Povratkom u sistem dobijamo DJ sa razdvojenim promenljivama

dx _ dy
cale+c) —yly+e)’

¢ijim reSavanjem nalazimo i drugi prvi integral

yiz+f)
— =cC2
y+f

Opste resenje u obliku (6.2.10) je

=o(F)

Zamenom z = 1, y = f2 u prethodno opste resenje, jednostavno nalazimo 1 (t) = ¢, pa
je trazeno Cauchyevo resenje
_yle+h)

d y+f

i sredivanjem
fP=ay.






PRILOG

Svi navedeni primeri, kao i zadaci za vezbu, testirani su u programskom
paketu MATHEMATICA, verzija 5.0. Radi ilustracije, na slede¢im slikama
prezentujemo neke od dobijenih grafickih prikaza za familije krivih, datih
opstim resSenjima DJ i sistema DJ:

y' = (2% 4 22%y — y*) /(2® + 2%y) iz Primera 2.2.1 na Slici 1,
y" + 4y =2+ (8¢ — 1) sin 2z iz Primera 3.3.3 na Slici 2,

2%y" — 3xy’ + 4y = 0 iz Primera 3.4.4 na Slici 3,

y" — 3y’ + 2y = 0 iz Primera 4.2.2 na Slici 4,

23y" + 22%y" — 2y’ + y = 22 iz Primera 4.5.1 na Slici 5,

y =8x+y— 2z, 2/ =5y — z iz Primera 5.1.2 na Slici 6 i Slici 7.

Slika 1 se odnosi na familiju krivih generisanu jednom proizvoljnom kon-
stantom.

1 0.5 0.5 1
-1
-2
2
Slika 1. y(z) = M
< —cC

147
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Slike 2 i 3 prikazuju familije krivih koje su generisane sa dve proizvoljne
konstante.

R 75555
l,"?;"_»\'
N
S
»":"\ =/
T R
N DL 2% \‘X\‘\\\\—/ /
\ 527K NS /
-1 N\ NN ]

Slika 3. y(z) = 2%(c1 + c2 In|z|)
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PRILOG

Slike 4 i 5 prikazuju familije krivih koje zavise od tri proizvoljne konstante.

—2z 4 (c2 + c3x)e”

Slika 4. y(z) = c1e

+ cox + c3zIn|z|

1

+c—
T

1
Z g2
3

Slika 5. y(z)
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Slike 6 1 7 se odnose na familije krivih koje zavise od dve proizvoljne kon-

stante, a dobijene su kao reSenje sistema DJ.

Slika 6. y(z) = c1 cos2x + cg sin 2z + 2z + 2

\

-

o
o
y

15

10

\
,,,

-
_

(2¢1 + ¢2) sin 2z + 10z

— 2¢2) cos 2z +

(a1

Slika 7. z(x)
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